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Prefacio

Para o estudante

Este livro teve como foco o aluno e suas dificuldades. Ele é fartamente ilustrado, com cerca
de 270 exemplos, muitos deles exercicios resolvidos. Procuramos destacar no texto os erros
mais comuns dos alunos.

E parte fundamental do curso resolver exercicios, tantos quanto for possivel. Ao final de
cada capitulo existem exercicios divididos em 4 grupos:

e exercicios de fixacdo: Devem ser feitos imediatamente ap6s a leitura do texto. Sdo de
resposta imediata (mental). N&o saber resposta correta sugere um retorno ao texto.
Deve-se fazer todos antes de seguir adiante.

e problemas: S3o os principais exercicios do capitulo. Todos (ou quase) devem ser feitos.

e problemas extras: Caso o aluno tenha feito todos os problemas e deseje mais pratica.

e desafios: Para se aprofundar na disciplina. S3o opcionais.

Todos os exercicios de fixacdo e todos os problemas tem respostas no final do livro. Varios
problemas extras e desafios também possuem respostas.

Porque um novo livro?

e Este livro poderad ser aperfeicoado daqui por diante por ser disponibilizado através

: creative : :
da licenca ©EGHmons , que permite o re-uso do material. Para detalhes consulte:

http://creativecommons.org.

e Permitir aos alunos de todo o Brasil acesso facil (internet) a material gratuito e de
qualidade.

e Necessidade do nosso departamento, responsavel pelo ensino de Algebra Linear na UFRJ,
de aplicar prova unificada e, consequentemente, criar um material padrdo para o curso.

e Produzir um material com contetido que serd efetivamente utilizado em sala de aula
pelo aluno. Na nossa experiéncia, os alunos preferem livros finos, que so faceis de
transportar e estimulam a leitura.

e Produzir transparéncias para sala de aula diretamente acopladas a um livro.

Criamos um pacote completo, com livro texto, exercicios (com respostas) e transparéncias
para um curso de Algebra Linear. Tudo isto esta disponivel em www.labma.ufrj.br/alglin.
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viii PREFACIO
Como foi escolhido o material?

Determinamos os tépicos tomando por base o curso usualmente ministrado na UFRJ. Além
disso o componente estético foi fundamental: os alunos devem perceber a beleza da Mate-
matica. Algumas escolhas importantes foram feitas:

e Capitulo inicial apresenta contetido principal do curso sem grande formalismo: vetores
e operacdes no R™, espacos gerados (retas e planos), dependéncia e independéncia li-
near, bases e coordenadas. Estes temas sdo retomados no capitulo de Espacos Vetoriais,
mas acreditamos que é importante uma exposicdo, logo no inicio, destes conceitos.

e A solucdo de sistemas lineares é feita através da eliminacdo de Gauss. A regra de
Cramer é uma sec3o opcional do capitulo de Determinantes.

e Espacos vetoriais de polinbmios e funcdes ndo sdo meros exemplos, sdo centrais
para a formac&o de engenheiros, matematicos e fisicos. Algumas aplicacbes importantes
s3o: equacdes diferenciais, aproximacdo de funcdes por polinémios e métodos numé-
ricos como elementos finitos. Introduzimos a visualizacdo deste espaco apresentando,
além das “setinhas”, outra representacdo geométrica para vetores do R™. Apresentamos
morfismo de imagens como exemplo de reta em espaco vetorial de funcdes.

e Matriz aparece, inicialmente, somente como forma conveniente de resolver sistemas.
Mais tarde, apés apresentar transformacdes lineares (TLs) e operacdes de soma e com-
posicdo de TLs, apresentamos operacBes entre matrizes. Desta forma, ao invés de
apresentar, por exemplo, o produto de matrizes de forma artificial, motivamos sua de-
finicdo. Fica claro que o produto de matrizes n3o é comutativa pois a composicio de
funcdo n3o comutativa. A matriz inversa é calculada por escalonamento, e sua férmula
explicita é uma secdo opcional do capitulo de Determinantes.

e Determinante é apresentado desde o inicio relacionado com area (volume) com sinal,
para depois ser apresentado como funcdo multilinear (alternada). Optamos por focar
no algoritmo de calculo utilizando operacdes elementares por ser mais eficiente e ligada
diretamente aos conceitos. Apresentamos a conexdo com mudanca de varidveis na
integracdo maltipla.

e Enfatizamos ao longo do texto (capitulos de Sistemas Lineares, Matrizes, Determinante,
Autovalores e Autovetores) a visio moderna de uma matriz por blocos, fundamental
para a computacdo cientifica. Apresentamos duas interpretacdes (e conseqﬂéncias) do
produto matriz-vetor e trés interpretacdes do produto matriz-matriz.

e No capitulo de produto interno, focamos em projecdes e no método de minimos
quadrados. Apresentamos projecdo ortogonal de funcdes como forma de aproxima-las,
preparando o aluno para métodos numéricos em engenharia.

e O escalonamento é o algoritmo principal do curso, pois através dele: resolvemos
sistema, determinamos se vetores s3o linearmente dependentes, determinamos coor-
denadas de vetores, mudamos de base, invertemos matriz, calculamos determinante,
encontramos autovetores, calculamos solucdo de minimos quadrados, calculamos proje-
¢do ortogonal.

Assim estdo em secdes opcionais as férmulas para: resolver sistema (regra de Cramer),
calcular inversa, calcular determinante (Leibiniz ou Laplace), ortogonalizar base (Gram-
Schmidt).



Alguns nameros deste livro: sdo cerca de 270 exemplos, 60 observacdes, 100 definic@es,
20 teoremas, 15 corolarios, 50 lemas e 420 exercicios, sendo que 80 deles de fixacdo de leitura
do texto (para serem feitos mentalmente) e 120 de problemas que esperamos que todo o
aluno resolva.
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Capitulo 1

~ ~

Introducdo a Algebra Linear

yj

Este capitulo apresenta, de forma rapida e direta, conceitos centrais da Algebra Linear que
serdo retomados em capitulos seguintes. Conectamos estes conceitos com assuntos do ensino
médio: geometria analitica basica no plano e espaco, matrizes e solucdo de sistemas lineares.
O aluno deve retornar a este capitulo ao longo do curso até domina-lo completamente. Embora
ndo seja esperado que o aluno aprenda tudo deste capitulo em uma semana de estudo, é atil
expd-lo imediatamente a todos estes conceitos.

S50 objetivos deste capitulo introduzir:

(a) vetores e operacdes basicas no R™: soma e multiplicacdo por escalar (produto escalar-
vetor);

(b) combinacéo linear, espaco gerado, dependéncia e independéncia linear;

(c) espacos gerados por 1, 2, 3 ou mais vetores, associando-os com pontos, retas, planos e
generalizacdes;

(d) base e dimensdo; outras bases e a coordenadas de um vetor numa base;

Até o final do capitulo apresentaremos os seguintes termos técnicos fundamentais da
Algebra Linear:

e vetores e escalares do R";

e espaco vetorial;

e combinacio linear;

e espaco gerado (span); (sub)espaco afim;
e dependéncia e independéncia linear;

e dimens3o, base, base candnica;

e coordenadas de um vetor numa base;

Estes termos serdo reaplicados (no Capitulo Espaco Vetorial) em contextos onde os vetores

poderdo ser polinémios ou, de forma mais geral funcées, matrizes, ou elementos abstratos.
O aluno percebera, ao longo deste capitulo, que, embora sistemas lineares aparecam

diversas vezes na hora de aplicar os conceitos, o curso de Algebra Linear n3o é exclusivamente

OVersao 11.jul.2008 16h



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR

um curso de como resolver sistemas lineares, assunto que o aluno, com muita freqiiéncia,
pensa que domina.

O aluno percebera na primeira aula a beleza e dificuldade dos conceitos e a necessidade
de estudar bastante desde o principio. Se comecassemos com a resolucdo de sistemas o aluno
teria a sensacdo, no inicio, de que se trata de um curso facil, em parte de revisdo, de técnicas
para resolucdo de sistemas lineares.

1.1 Vetores e Operacoes Basicas

1.1.1 Vetores do R"

O que é um vetor? Podemos responder isto, de forma abstrata, formalizando a idéia de seg-
mentos orientados (informalmente, “setinhas”) equivalentes. Este caminho é bom para certas
generalizacdes em Matematica (no contexto da Geometria Diferencial por exemplo), para a
visualizacdo de vetores no plano e no espaco tridimensional e para interpretacdo Fisica (for-
¢as). Sdo chamados em alguns livros de vetores geométricos. Mas definiremos vetores por
caminho bem mais curto, chamado em alguns livros de vetores algébricos. Esta passagem
da visdo algébrica para geométrica e vice-versa sera feita em diversas partes deste capitulo.

A visdo geométrica (vetores geométricos), embora mais intuitiva, é limitante pois n&do
conseguimos visualizar mais do que trés dimensdes. Além disso a formalizacdo do conjunto
de “setinhas” é delicada, pois um vetor é uma classe de equivaléncia de segmentos orientados
equipolentes . Teriamos que comecar definindo classe de equivaléncia, depois segmentos
orientados e depois a relacdo de equipoléncia entre segmentos orientados.

Por contraste, a visdo algébrica (vetores algébricos) de vetores é bem mais simples mas n3o
apresenta nenhuma motivacdo geométrica. Como ndo dependemos de intuicdo geométrica,
trabalhamos com a mesma facilidade em R? como em R3.

Definicdo 1 (R™ e vetores) Definimos R™ como o conjunto das n-uplas (uma lista de n-
elementos) ordenadas de nimeros reais. Um vetor é um elemento do conjunto R™.

Desta forma, o R? é o conjunto das duplas ordenadas de nimeros, o R? é o conjunto das
tripla ordenadas de nameros, etc.

Dizemos que o R™ é um espaco vetorial, isto €, um conjunto cujos elementos sdo
vetores. Por contraste, um niamero real, é chamado de escalar. Esta linguagem vem da
Fisica, que distingue grandezas vetoriais (forcas por exemplo) de grandezas escalares (massa
e temperatura por exemplo).

Observacdo 1 De forma mais geral, escalares sGo um conjunto de nameros (usualmente
R ou C) no qual estdo bem definidas as operacées de soma, subtracdo, multiplicacdo e
divisdo (por ndo-nulos). Neste curso, entenderemos sempre por escalar um nidmero real

(R)

A notacdo que utilizaremos para determinar um vetor é colocar parénteses em torno e
separar os elementos da lista ordenada de nimeros reais por virgula. Assim, utilizando a
notacdo v para representar um vetor em R", escrevemos que v = (aq,...,a,) com a; € R.
Os namero a;'s sdo chamados de entradas do vetor v.

Exemplo 1 S3o vetores de R?: (—6,—8),(1,2).
S&o vetores de R*: (1,2,3,4), (—2,7/4,—1,2/3).
S&o vetores de R®: (—1,2,4,6,8), (1,2,7/4,—1/3,3).



1.1. VETORES E OPERACOES BASICAS 3

Note que um vetor é uma lista ordenada de nimeros e ndo um conjunto com nimeros,
onde a ordem n3o importa. Portanto os vetores (—1,2) e (—2, 1) sdo distintos; ou ainda, sdo
distintos entre si os vetores (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2), ...

Observacao 2 Porque R" comn > 37

Entes geométricos usuais como quadrados e circulos sdo generalizados para dimensées
maiores. Assim uma esfera, generalizacdo de um circulo, é definido como o lugar geométrico
de pontos (z,y,z) € R? tais que x*> + y*> + 22 = 1. Define-se entdo a hiperesfera o
subconjunto do R* dos pontos (z,y, z,w) € R?* tais que % + y* + 2* + w? = 1.

De forma anéloga, o cubo generaliza o quadrado e pode-se definir o hipercubo em R*.
Mais sobre isto pode ser visto (entre inimeros outros livros) em “O que é Matematica?”;
R. Courant., H. Robbins; Editora Ciéncia Moderna.

Embora nossa (humana) percepcdo esteja restrita a trés dimensées, a teoria geral da
relatividade de Einstein admite 4 dimensées para explicar os fenémenos fisicos. Na Fisica
moderna, segundo ltimos boatos, considera-se 11 dimensées para explicar os fenémenos
fisicos.

De todo modo a importéncia de dimensées maiores (1000 ou mesmo 10 mil) estd nas
simulacées computacionais de diversos modelos. Para se entender as forcas atuantes na
estrutura de um prédio ou uma peca mecénica e se fazer um bom projeto, a peca é dividida
pelo computador em “bloquinhos”. Cada bloquinho é uma varidvel de um sistema linear.
Quanto maior o nimero de bloquinhos mais precisa sera a simulacdo. Um outro exemplo
é uma tomografia, onde cada bloquinho esta associado a uma varidvel que determina a
densidade do tecido, que sera transformada numa escala de cinza para depois ser impressa
e interpretada por um médico. Esta é uma das reais necessidade do estudo de Algebra
Linear em engenharia, o entendimento e resolucdo de sistemas com milhares ou dezenas
de milhares de variaveis.

1.1.2 Operacoes em R"

O espaco vetorial R™ possui uma operacdo bem definida chamada de soma de vetores, cuja
entrada sdo dois vetores e a saida € um outro vetor.

Definicdo 2 (Soma) Dados dois vetores u = (uy,us,...,u,) € v.= (v1,09,...,0,) €m
R"™, definimos o vetor soma de u e v, denotado por u + v, por

u+v = (u +vy, Uy + v, ..., U+ V).
Assim para somar dois vetores basta somar as entradas correspondentes de cada vetor.

Exemplo 2 A soma dos vetores do R* (1,—1,1/4,-2/3)+(—2,2,3/4,5/3) = (1-2, -1+
2,1/4+3/4,-2/3+5/3) = (—1,1,1,1).

Observacido 3 Note que o sinal “+" (mais) em “u+v" e “(u;+wvy,...,u, +v,)" possui
significado distinto em cada expressdo: soma de vetores, num caso, e de soma de nimeros
reais (escalares) no outro.

Definicdo 3 (origem ou ou vetor nulo) Definimos como origem ou vetor nulo, deno-
tado por 0 o vetor 0 = (0,...,0)(todas as entradas sdo nulas). Note que este vetor é o
elemento neutro da soma de vetores pois v+ 0 = 0 + v = v para qualquer v € R".
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O espaco vetorial R" possui uma outra operacdo bem definida chamada de multiplicacdo
por escalar ou produto escalar-vetor, cujas entradas sdo um vetor e um escalar (um
nimero) e a saida é um outro vetor.

Definicao 4 (multiplicacdo por escalar ou produto escalar-vetor) Dados o vetor
u = (uy,us,...,u,) e oescalar k, definimos o vetor multiplicacso de k por u, denotado por
ku, por

ku = (kuy, kus, . .., kuy,).

Assim para multiplicar um vetor por um escalar k& basta multiplicar cada entrada do vetor pelo
escalar k.

Exemplo 3 Seu = (—1,3,1,-2,3/2), entdo 2u = 2(—1,3,1,—2,3/2)= (—-2,6,2, —4,3).
Considere w = (—4,6,1,—3). Entdo —1/2w = —1/2(—4,6,1,—3) = (2, -3, —1/2,3/2).

Observacdao 4 Na visdo geométrica de vetores, a soma é definida pela regra do parale-
logramo. Fazer isto em dimensdo maior que trés ndo é intuitivo. Em contraste, a definicdo
acima, feita de forma algébrica, ndo depende de visualizacdo geométrica e é muito simples.
Esta mesma observacdo vale para a multiplicacdo de um vetor por um escalar. Apesar disso
é atil interpretar geometricamente os vetores e as operacdes no plano e espaco.

Os vetores e operacdes podem ser representados geometricamente para vetores em R™ com
n < 3. Isto é importante em aplicacdes (Fisica por exemplo) e para desenvolver a intuicdo e
visualizacdo interna para vetores em espacos de dimensdes maiores. Para isto identificamos,
da maneira usual, uma reta com R, um plano com R? e o espaco com R? utilizando o sistema
de coordenadas cartesiana, com eixos ortogonais entre sil.

Representamos os vetores como “setinhas” (daqui por diante sem aspas e utilizado como
sinbnimo de segmentos orientados) nas figuras. Mostramos na Figura 1.1 os vetores (3,2) €

R%e (1,3,2) € R,

Figura 1.1: Vetores no Plano e no Espaco

Duas setinhas u e v (podem ter ponto inicial distinto) representam o mesmo vetor (tecni-
camente s3o equipolentes, isto é, segmentos orientados equivalentes) se quando deslocarmos
paralelamente u e v para que os pontos iniciais coincidam, o ponto final (ponta da setinha)
de u e v também coincida. Por exemplo, todas as setinhas representadas na Figura 1.2
representam o mesmo vetor (3,2) € R2

A soma de dois vetores no plano e no espaco pode ser feita, geometricamente, através
da regra do triangulo ou regra do paralelogramo. Considere a Figura 1.3, no lado esquerdo,
onde dois vetores sdo representados com suas componentes no eixo-x e y. Pela regra do
triAngulo representamos o primeiro vetor com ponto inicial na origem e o segundo com ponto

Inote que embora sejam fiteis para a intuicio, nada do que fazemos depende desta interpretacdo geométrica
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I

Figura 1.3: Regra do Tridngulo e do Paralelogramo

inicial na ponta da seta do primeiro. O vetor resultante unindo a origem até a ponta da seta
do segundo é o vetor soma. Pela regra do paralelogramo, aplicamos a regra do triangulo
aos dois vetores, conforme apresentado nesta mesma figura.

A interpretacdo geométrica do produto por escalar depende do médulo e do sinal do escalar.
Comecando por valores positivos inteiros, observe que multiplicando por 1 preservamos o vetor
(e o tamanho), por 2 duplicamos seu tamanho, por 3 triplicamos seu tamanho. Por outro
lado, multiplicando por 1/2 reduzimos seu tamanho pela metade.

De forma geral, multiplicando por valor positivo com médulo maior que 1 obtemos um vetor
com mesmo sentido mas com tamanho maior; multiplicando por valor positivo com médulo
menor que 1 obtemos um vetor com mesmo sentido mas com tamanho menor. Multiplicando
por valor negativo obtemos vetor com sentido revertido e com tamanho maior ou menor de
acordo com médulo ser maior ou menor que 1. Veja o vetor v = (3,2) e a representacdo de
1,5v, 0,5v e —v da Figura 1.4.

L =

Figura 1.4: Vetores v, gv Jve—

Portanto, variando o valor do escalar e multiplicando-o por um vetor fixo v obtemos uma
reta passando pela origem. Assim {kv| k € R} & uma reta passando pela origem. A equacdo
kv é chamada de equacdo paramétrica da reta que passa pela origem. A motivacdo
geométrica vem quando v € R? ou R?, mas continuamos chamando de reta com v € R™. Se
somarmos um vetor fixo obteremos a equacdo paramétrica geral de uma reta: u + kv.

Definicao 5 (mdltiplo ou paralelo) Dizemos que v é miltiplo de (ou paralelo a) w se
existe um escalar k tal que v = kw.

Exemplo 4 S3o paralelos entre si: (—2,4,—6,1) e (1,-2,3,—1/2) pois (—2,4,—6,1) =
—2(1,-2,3,-1/2) e (1, -2,3,—1/2) = —1/2(~2,4, -6, 1).

Exemplo 5 A mesma reta pode ser gerada por vetores distintos, basta que eles sejam parale-
los entre si. Por exemplo os conjuntos {k(1,1,1)| k € R} e {m(4,4,4)| m € R} representam
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a mesma reta. De fato o vetor (k, k, k) pode ser escrito como k/4(4,4,4). Tomandom = k/4
observamos que formam o mesmo conjunto.

Exemplo 6 O vetor 0 é multiplo de qualquer outro pois 0 = Ow para qualquer w.

Exemplo 7 Podemos aplicar a regra do tridngulo em seqiiéncia para obter a soma de mais
de dois vetores. Por exemplo considere os quatro vetores representados no lado esquerdo da
Figura 1.5. Concatenando de forma sucessiva os vetores obtemos sua soma conforme indicado
na mesma figura no lado direito.

' N

Figura 1.5: Soma de 4 vetores

Exemplo 8 Um truque de magica bem conhecido é a fuga de uma caixa completamente
fechada. Vamos ver como isto é possivel em em R*.

No plano é impossivel fugir de dentro de um quadrado sem atravessar uma das arestas. No
entanto, em R?, podemos fugir do quadrado subindo (na direcdo perpendicular ao quadrado);
andando paralelamente ao quadrado para fora dele; e descendo(na direcdo perpendicular ao
quadrado) retornando ao plano que contém o quadrado mas no lado de fora dele. Desta forma
saimos de dentro do quadrado sem atravessar nenhuma das arestas.

Do mesmo modo, se estivermos dentro de uma caixa em R* podemos andar na direcdo
perpendicular d caixa, andar paralelamente para fora e retornar do lado de fora da caixa sem
atravessar nenhuma das laterais da caixa. Estas idéias estdo descritas num romance classico
da era vitoriana da Inglaterra do século XIX: “Flatland”; Edwin A. Abbott; Dover Pub.

1.2 Espacos Gerados

1.2.1 Definicoes

A idéia de um vetor ser miltiplo (ou paralelo) de outro é generalizada pela definicdo abaixo.

Definicdo 6 (combinacdo linear) Dizemos que v é combinacao linear dev,,vs,...,v,
se v pode ser expresso como

P
V = Vi + Ve + -+ Vv, = g o; Vi,
=1

onde o;'s sdo escalares.

Exemplo 9 O vetor v = (2,—2) é combinacio linear de u = (—1,1) pois v = —2u (é um
miltiplo). O significado geométrico é que u e v estdo na mesma reta passando pela origem.
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A generalizacdo da idéia de maltiplos se da no seguinte sentido.

Exemplo 10 Considere u = (1,0,0) e v = (0,1,0) em R3. Qualquer outro vetor no plano
z = 0 sera combinagdo destes dois pois (a,b,0) = a(1,0,0)4b(0,1,0). Ou seja, por exemplo,
o vetor w = (3, —2,0) é combinacgo linear de u e v. O significado geométrico é que w est3
no plano passando pela origem determinado poru e v.

Exemplo 11 O mesmo vetor é combinacdo linear de uma infinidade de vetores distintos. Por
exemplo (3,3) = 3(1,1) +0(=2,—2) = 1(1,1) — 2(-2, —2).

Por outro lado alguns vetores ndo podem ser obtidos como combinacdo linear de certos
vetores. Por exemplo o vetor (3,4) ndo é combinacdo linear de (1,1) e (2,2) pois (3,4) #
a(l,1)+5(2,2) para todo «, 3 € R. De fato, igualando componente a componente, obtemos

o sistema
a+28=3
a+26=4

que é claramente (como a + 23 pode ser 3 e 4 ao mesmo tempo?) sem solucgo.

0) ew = (1,0,1).

Exemplo 12 Determine se u = (2, 3,4) é combinacgo linear de v = (1,0, 0)
0, Para isto precisa-

Precisamos determinar o, 3 € R tais que (2,3,4) = «(1,0,0) + 5(1,
mos resolver o sistema

0,
1).
a+p =
0 =
6 =

Como o sistema é claramente (como podemos ter 0 = 37) sem soluco, concluimos que u
ndo é combinac3o linear de v e w.

= N

0) ew = (1,0,1).

Exemplo 13 Determine se u = (1, 3,4) é combinacdo linear de v = )
Para isto precisa-

(1,1,
Precisamos determinar «, 3 € R tais que (1,3,4) = a(1,1,0) + (1,0, 1).
mos resolver o sistema
a+p =1
—a = 3 .
6 = 4

Por inspecdo o sistema possui solucdo tinica com o = —3 e 3 = 4. Portanto, u = —3v +4w.

Os exemplos anteriores mostram a conexdo entre combinaces lineares e sistemas. Para saber
se um vetor é combinacdo linear de outros vetores (ou n3o) precisamos resolver um sistema
linear.

Definicdo 7 (espaco gerado) O espaco gerado pelo conjunto de vetores

{v1,va,...,v,}, denotado por (vi,vs,...,v,) ou ainda (em inglés e em diversos livros)
por span{vy,vs,...,v,}, é o conjunto de todas as combinacdes lineares de vy, v, ..., V,.
Portanto,

P
(Vi,va,...,Vp) = span{vy,Vva,...,V,} = {Z%‘Vz‘ a; € R, i:1,2,...,p}.
i=1

Definicdo 8 (conjunto gerador) O conjunto {vy,Vs,...,V,} gera (é conjunto gerador
de) W se W = (v1,Va, ..., V,).
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Exemplo 14 O conjunto gerado por (1,0) e (0,1) sdo todos os elementos de R? pois dado
(a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + b(0,1). Escrevemos que {(1,0),(0,1)) = R?.

Exemplo 15 O conjunto gerado por (1,1,1) e (—1,—1,—1) é igual ao conjunto gerado por
(1,1,1), a reta passando pela origem com direcdo (1,1,1). Neste caso dizemos que o vetor
(—1,—1,—1) é redundante (n3o acrescenta nada) ao conjunto gerador {(1,1,1),(—1,—1,—1)}.
Utilizando a notacdo temos que ((1,1,1),(—1,—1,—1)) = ((1,1,1)) = ((—1,—1, —1)).

Observacdao 5 O espaco gerado por um conjunto de vetores do R™ é um subconjunto do
espaco vetorial R™. Deste modo é natural dizer que o espaco gerado é um subespaco do
R™. Utilizaremos como sinénimos neste capitulo os termos espaco e subespaco.

Definicdo 9 (linearmente dependente/independente) Um conjunto de vetores é line-
armente dependente (abreviamos por LD) se um dos vetores é combinacdo linear dos
demais. Dizemos (informalmente) que este vetor é redundante no conjunto. Caso contrario,
dizemos que o conjunto é linearmente independente (abreviamos por Ll).

Se um vetor v € S é combinacdo linear dos demais vetores de S, entdo o espaco gerado por
S e por S — {v} (conjunto S sem o vetor v) é o mesmo. Ou seja, o vetor v é redundante
em S pois ndo acrescenta nada a S. Dizemos neste caso que o conjunto S é LD.

)} O vetor (1,—2,1) é

Exemplo 16 Considere o conjunto S = {(1,-2,1),(1,0,1), (1,1, ,
= ( ,1)—2(1,1,1). Desta

linearmente dependente (ou redundante) em S pois (1,—-2,1)
forma ((1,-2,1),(1,0,1),(1,1,1)) = ((1,0,1),(1,1,1)).
Neste mesmo conjunto, o vetor (1,1,1) é edundante pois (1,1,1) = —1/2(1,-2,1) +
3/2(1,0,1). Portanto, {(1,—2,1),(1,0,1), (1,1,1)) = (1, —2,1),(1,0,1)).

Exemplo 17 Considere a caixa retangular e os vetores u,v,w,X,y,z, representados na
Figura 1.6.

Sdo Lls os conjuntos {u,v,w}, {w,z}, {v,y,z}, {v,z}.

S&o LDs os conjuntos {u,y} pois u = =2y, {v,x,y} pois x +v = 2y, {v,w,z} pois
w+2z=v, {u,v,y} poisu= -2y, {u,v,w,x} poisv+u+x=0.

A

Figura 1.6: Vetores em um Cubo
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Definicao 10 (espaco afim) Dizemos que H é um espaco afim ou subespaco afim se
H for a translacdo do espaco gerado por um conjunto de vetores. Mais precisamente, dado o
vetor de translacdo w e vetores vi,Vs,...,V,,

H=w+(vi,ve,...,Vp).

O espaco gerado por um conjunto de vetores é, geometricamente, reta, plano e generali-
zacdes passando pela origem. O espaco afim &, geometricamente, reta, plano e generalizacdes
passando por um ponto qualquer. Exploramos estas idéias na seqiiéncia desta sec3o.

Definicdo 11 (dimensdo) Dizemos que um subespaco afim H = w + (vi,Va,...,Vp)
possui dimens3o p se o conjunto {vy,Vs,...,Vv,} é Ll Em particular dizemos que um espaco
gerado por p vetores possui dimens3o p se estes p vetores formam um conjunto L.

1.2.2 Espaco Gerado por 1 Vetor

Uma reta r pode ser definida como o conjunto dos pontos cuja diferenca até um ponto w
forma um vetor paralelo a direcdo fixa u. Esta reta é representada na forma paramétrica por
w + tu, onde ¢t € R & um parametro variavel, tal qual mostrado na Figura 1.7. Isto significa
que o conjunto r = {w-+tu;t € R}, obtido quando se varia t, & igual ao conjunto dos pontos
da reta r.

Figura 1.7: Reta r = {w +tu; t € R}

Utilizando a notacdo de espaco gerado, uma reta é um subespaco afim da forma w + (u).
Como basta um vetor (ndo-nulo) no espaco gerado, dizemos que uma reta é um subespaco
afim de dimensdo 1. Quando w = 0, a reta passa pela origem e é igual ao espaco gerado
por u. Dizemos que a reta passando pela origem é um subespaco de dimensao 1.
Observacdo 6 Quando o vetor u = 0 (o vetor nulo), o subespaco afim w + (u) =
w + {0} = w é um ponto. Dizemos que um ponto é um subespaco de dimensao 0.
Quando o ponto w = 0 o espaco afim é igual a origem, um subespaco de dimensao 0.

Exemplo 18 Determine pontos da reta r cuja equacido paramétrica é (1,2) + t(4,6).
Colocando t = 0 obtemos o ponto (1,2) € r. Colocando t = 1 obtemos o ponto (1,2) +
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1(4,6) = (5,8) € r. Colocando t = 0,5 obtemos o ponto (1,2) + 0,5(4,6) = (3,5) € r
Colocando t = —1 obtemos o ponto (1,2) — 1(4,6) = (=3, —4) € r. Colocando t = —0,5
obtemos o ponto (1,2) — 0,5(4,6) = (—1,—1) €r

Exemplo 19 Determine equacBes paramétricas para a reta (em R*):

(a) que contém o ponto (2,3,4,5) e é paralela ao vetor (—1,1,—1,1);

Areta 6 (2,3,4,5) +t(—1,1,—1,1).

(b) que contém os pontos (1,2,1,2) e (3,4,3,4);

Calculando u = (3,4,3,4) — (1,2,1,2) = (2,2,2,2), paralelo a reta. Assim a reta é
(1,2,1, 2) + t(2,2,2,2). Note que poderiamos ter calculado u = (1,2,1,2) — (3,4,3,4) =
( 2, — —2) e obter:amos a mesma reta, embora com representacdo distinta,

(1,2,1, )—i— t(—2,—-2,—-2,-2). Utilizamos w = (1,2,1,2) mas poderiamos ter tomado
(3,4,3,4). Assim, fazendo todas as combinacdes, representam ainda a mesma reta, (3,4, 3,4)+
#(—2,-2,-2,—2) e (3,4,3,4) + £(2,2,2,2).

Exemplo 20 Determine se o ponto (1,1, 1,2) pertence a reta (1,0,—1,0) + ((2,1,2,1)).
Queremos saber se existe t € R tal que (1,1,1,2) = (1,0, —1,0)+%(2,1,2,1). Isto determina
o sistema

1+2t = 1
t = 1
—-1+2t = 1
t = 2

Como ele ndo possui solucdo (t =1 et = 27), o ponto njo pertence a reta.

Exemplo 21 Determine se os espacos afins (1,2,1)+((2,—6,4)) e (0,5, —1)+((—1, 3, —2))
representam a mesma reta.

Queremos saber se para cada s dado, existe t tal que (1,2,1) + s(2,—6,4) = (0,5, —1) +
t(—1,3,—2). Isto determina o sistema linear

-t = 1+ 2s
3t = —3—6s .
-2t = 2+44s
Da primeira equacdo obtemos que t = —1 — 2s. Verifique que isto satisfaz as outras duas

equacdes. Portanto é a mesma reta.

Uma reta no plano possui como equacdo geral ax + by + ¢ = 0. Para determinar uma
equacdo paramétrica partindo da equacdo cartesiana, basta colocar uma das variaveis (termo
também utilizado em Algebra Linear é incégnita) como o parametro e determinar o valor da
outra variavel em funcio do pardmetro.

Exemplo 22 Determine uma equacdo paramétrica para a reta em R? 2x — 3y = 6.
Coloque y =t. Agora x =3+ 3/2y =3+ 3/2t. Logo, (x,y) = (3,0) +t(3/2,1).

Exemplo 23 Determine a equacdo paramétrica da reta em R? y = 7.
Coloque x =t, y = 7. Logo (z,y) = (0,7) + ¢(1,0).

Observacdao 7 Se colocarmos y = t no exemplo anterior obteremos que t = 7 e ndo
teremos valor para x! A escolha de quem vai ser o pardmetro é importante. Aprenderemos
a fazer a escolha certa de forma sistematica no (préximo) Capitulo de Sistemas Lineares.
Veja Observacdo 9.
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Um sistema com duas equacdes lineares em R? determina, de forma geral, uma reta em
R3, pois representam a intersecdo de dois planos. Para se obter equacdes paramétricas de
sistemas simples coloque uma das varidveis como pardmetro e escreva as outras em funcio
desta.

Exemplo 24 Determine equacbes paramétricas para a reta (em R?) com equacées cartesia-

nas dadas por: { 2z-y=1 ;
r+y+z2=0

Coloque z = t na primeira equacdo, obtendo y = 2t — 1. Substitua z =t ey = 2t — 1

na terceira, obtendo x + (2t — 1) +t = 0. Logo x = —3t + 1. Portanto, (x,y,z) =
t(—3,2,1) + (1,—1,0). Outra solucdo é comecar com y = t, obtendo z = t/2 + 1/2 da
primeira. Substituindo na segunda, obtemos x = —3/2t — 1/2. Portanto, outra resposta é

(2,y,2) = H(—3/2,1,1/2) + (—1/2,0,1/2).

Observacio 8 E possivel no exemplo anterior colocar x = s. Obteremos um sistema em
y e z que pode ser resolvido (convido leitor a resolvé-lo: =z = (1 —s)/3, y = (—2s —
1)/3) embora com mais trabalho que no exemplo. A resposta final, apesar de diferente
das anteriores também ¢é correta: (x,y,z) = (1,-2/3,—1/3)s + (0,—1/3,1/3). E a
mesma reta pois os vetores que multiplicam o pardmetro ((—3,2,1), (=3/2,2,1/2) e
(1,—-2/3,—1/3)) sdo paralelos entre si e, por exemplo, o ponto (0,—1/3,1/3) pode ser
obtido tomando t = —1/3 na dltima equacdo do exemplo. Cheque os outros pontos.

Exemplo 25 Determine equacBes paramétricas para a reta (em R?) com equacdes cartesia-

nas dadas por: { Z_:i_i: 0 :
Como z = 1, substtituindo na segunda equacdo obtemos que y + 1 = 0. Logo y = —1.
Note que x pode assumir qualquer valor. Portanto x = t, y = —1 e z = 1. Logo,

(x,y,2z) =t(1,0,0) + (0,—1,1).

Observacao 9 Se colocarmos z = t no exemplo anterior ndo conseguiremos equacdes
(em fungdo de t) para = (tente fazer isso!). Veja Observacdo 7.

Observacao 10 Note que a caracterizacdo de reta através de equacbes paramétricas in-
depende da dimens3o do espaco ambiente. Desta forma uma reta no plano ou espaco é
da forma w + tv. Por contraste, a equacio cartesiana de uma reta no plano tem que ser
substituida por um sistema de duas equacées para caracterizar uma reta no espaco.

Observacido 11 Note que a forma paramétrica ndo é dnica. Assim dada retar = {w +
tu; t € R} podemos substituir u por um miltiplo ndo-nulo qualquer v.= 3u ou v = —6u
e obter a mesma reta r = {w + sv; s € R}. Por outro lado, dado z € r qualquer, como
z — W é paralelo ao vetor u (faca um desenho), r = {z + tu; t € R} (podemos substituir
W € r por outro vetor qualquer que pertenca a reta.
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1.2.3 Espaco Gerado por 2 Vetores

A combinacio linear de dois vetores Lls (n3o-paralelos) u e v gera um plano passando pela
origem de acordo com a regra do paralelogramo. Adicionando um vetor w a este plano
obtemos a equacdo paramétrica geral de um plano. Este plano é representado na forma
paramétrica por w+tu+sv, onde s,t € R sdo dois um parametros variaveis independentes e
os vetores u, v ndo sdo paralelos entre si. Isto significa que o conjunto II = {w+tu+sv;s,t €
R}, obtido quando se varia t e s, é igual ao conjunto dos pontos de um plano.

W+ tu+ sv

tu+ sv

0
Figura 1.8: Plano I = {w + tu + sv; s,t € R}

Utilizando a notacg&o de espago gerado, um plano é um subespaco afim da forma w+(u, v).
Como bastam dois vetores Lls no espaco gerado, dizemos que um plano é um subespaco
afim de dimensdo 2. Quando w = 0, o plano passa pela origem e é igual ao espaco gerado
por {u,v}. Dizemos que um plano passando pela origem é um subespaco de dimensao
2. Na Figura 1.8 mostramos o plano passando na origem (u,v) (e portanto um subespaco)
e sua translagcdo w + (u, v).

Exemplo 26 Determine pontos do plano cuja equacdo paramétrica é

(1,1,2,0) + t(—1,2,—1,1) + s(1, 1,1, 1).

Colocamos t = s = 0 para obter o ponto (1,1,2,0). Colocando t = 0, s = 1 obte-
mos (1,1,2,0) + (1,1,1,1) = (2,2,3,1). Colocando t = 1, s = 0 obtemos (1,1,2,0) +
(—1,2,—1,1) = (0,3,1,1). Colocandot =1, s = —1 obtemos (1,1,2,0) + (—1,2,—1,1) —
(1,1,1,1) = (=1,2,0,0).

Y

Exemplo 27 Considere u = (1,-2,1,1,1),v=(2,2,0,1,1). O subespaco afim
(1,2,3,4,5) + (u,v) é um plano em R® pois {u,v} é um conjunto Lls (um ndo é miiltiplo
do outro). Podemos verificar isto comparando a primeira entrada dos vetores u e v; um teria

que ser o dobro do outro. Mas as outras entradas ndo sdo o dobro entre si. Logo, eles sdo
Lls.

Exemplo 28 Determine se o ponto (1,1,1,1) pertence ao plano
(2,2,2,2) 4+ ((1,0,1,0),(0,1,0,1)).
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Queremos saber se existe s,t € R tal que (1,3,1,3) = (2,2,2,2)+s(1,0,1,0) 4+ ¢(0,1,0,1).
Isto determina o sistema

24+s =1
241 3
24s = 1°
24+t = 3
Por inspecdo vemos que a solucdo é s = —1 et = 1. Portanto o ponto pertence ao plano.

Exemplo 29 O espaco gerado por {(0,0,1),(0,1,0)} é o plano passando pela origem para-
lelo aos eixos y e z, o plano x = 0.

Isto é verdade pois dado um ponto qualquer deste plano (0,a,b) temos que (0,a,b) =
a(0,1,0) + b(0,0, 1)

Exemplo 30 O espaco gerado por (0,1,1) e (0,1,0) é o plano passando pela origem aos
eixos y e z.

Isto é verdade pois dado um ponto qualquer deste plano (0,a,b) temos que (0,a,b) =
a(0,1,1) 4+ (b — a)(0,0,1).

Exemplo 31 Determine equacbes paramétricas para o plano (em R*):

(a) que contém o ponto (1,2,3,4) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2,3,5,7) e
(0,1,0,1) .

O plano é (1,2,3,4) +£(2,3,5,7) + 5(0, 1,0, 1).

(b) que contém os pontos (2,2,2,2), (3,3,3,3) e (4,0,4,0).

Tomando w = (2,2,2,2), v = (3,3,3,3) —w = (1,1,1,1) e w = (4,0,4,0) —w =
(1,—2,1,—2). Logo o plano é w + tu + sv.

(c) que contém os pontos (1,—1,1,—1) e (2,3,4,5) e é paralelo ao vetor (2,—3,4,—5).

Tomando w = (1,—1,1,—1), v = (2,3,4,5) —w = (1,4,3,6) e w = (2, 3,4, —5).
Logo o plano é w + tu + sv.

Um plano em R3 possui como equacio geral ax + by + cz = d. Para determinar equacio
paramétrica partindo da equacdo cartesiana, basta colocar duas das varidveis como os dois
pardmetros e determinar o valor da terceira variavel em func3o dos parametros.

Exemplo 32 Determine a equacdo paramétrica do plano em R3: 2x — 3y + 10z = 16.
Coloque y = s e z =t. Entdox =8+ 3/2y — 5z =8+ 3/2s — bt.

Logo o plano é (x,y,z) = (8,0,0) + s(3/2,1,0) + t(—5,0,1). Isto é o plano é o subespaco
afim (8,0,0) + ((3/2,1,0), (—5,0,1)).

Exemplo 33 Determine a equacdo paramétrica do plano em R3: 3y + 2z = 6.

Como x ndo aparece na equacdo, colocamos x = s (um dos pardmetros). Fixando Colocando
y =t obtemos que z =3 — 3/2y = 3 — 3/2t.

Logo o plano é (x,y,z) = (0,0,3) + s(1,0,0) + ¢(0,1, —3/2). Isto é, o plano é o subespaco
afim (0,0,3) + ((1,0,0), (0,1, —3/2)).

Observacdo 12 A passagem de equacdes cartesianas para paramétricas é feita resolvendo-
se um sistema linear. A generalizacdo destas idéias para um ndmero maior de equacdes
e varidveis bem como a investigacdo sistematica (é necessério cuidado na seqiiéncia de
operacBes realizadas nas equacbes de um sistema) da parametrizacdo do conjunto-solucdo
de um sistema linear é tema central do inicio do curso de Algebra Linear que exploraremos
no Capitulo Sistemas Lineares.




14 CAPITULO 1. INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR

Um conjunto de dois vetores pode gerar um plano ou ndo dependendo se eles sdo paralelos
entre si (o conjunto é LD) ou no.

Exemplo 34 O espaco gerado por {(1/2,2,—1),(—1,—4,2)} é a reta passando pela ori-
gem paralela ao vetor (1/2,2,—1) (ou (—1,—4,2), que é a mesma reta). Neste caso o
espaco gerado possui dimensdo 1. Portanto, ((1/2,2,—1),(—1,-4,2)) = ((1/2,2,-1)) =

1.2.4 Espaco Gerado por 3 ou Mais Vetores

O que apresentamos até aqui se generaliza para 3 ou mais vetores. A combinacio linear de p
vetores Lls u;, uy, ..., u, gera um subespaco passando pela origem. Adicionando um vetor w
a este subespaco obtemos uma equacdo paramétrica da forma w+t;uy +tus+- - - +1,v,,
onde t; € R, com ¢ = 1,...,p, sdo p pardmetros variaveis independentes e os vetores
Uy, Uy, ..., u, sdo Lls. Como sdo p vetores Lls dizemos que é um subespaco afim de
dimensao p.

Utilizando a notacdo de espaco gerado, um subespaco afim é representado por w +
(uj,ug,...,u,). Quando w = 0, o subespaco afim passa pela origem e igual ao espaco
gerado por {uy,uy,...,u,}. Dizemos neste caso (subespaco afim passando pela origem) que
é um subespaco de dimensao p.

Exemplo 35 O espaco gerado por (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1) é de dimens3o 3, igual a todo
o R3 pois dado (a,b,c) € R3, (a,b,c) = a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1).

Exemplo 36 O espaco gerado por (1,1,1), (1,0,1) e (0,1,0) possui dimensdo 2 pois
(1,1,1) = (1,0,1) + (0,1,0). Desta forma ((1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)) = ((1,0,1),(0,1,0)).

Exemplo 37 O espaco gerado por (0,1,0,0), (0,0,1,0) e (0,0,0,1) é de dimensdo 3, igual
a um subespaco de dimensdo 3 do R* perpendicular ao eixo .

Y

Para se determinar a dimensdo do espaco gerado deve-se eliminar os vetores dependentes
(redundantes) do conjunto de vetores.

Exemplo 38 Considere trés vetores u, v, w no R3. Se eles forem Lls eles gerardo um subes-
paco de dimensdo 3 que sera necessariamente igual a todo o R®. Se um for combinacao linear
(LDs) dos outros, digamos que w = au + (v, ele sera redundante; desta forma (u,v,w)
sera igual a (u,v). Agora, conforme analise anterior, o espaco gerado sera reduzido a um
plano, reta ou ponto.

Exemplo 39 O subespaco afim (2,3,5,7)+ ((1,1,1,1),(2,2,2,2),(3,3,3,3),(4,4,4,4)) é
uma reta em R* embora possua 4 vetores.

Isto porque (2,2,2,2) = 2(1,1,1,1), (3,3,3,3
Desta forma, ((1, 1,1,1),(2,2,2,2),(3,3,3,3), (

) = 3(1,1,1,1), (4,4,4,4) = 4(1,1,1,1).
4,4,4,4)) = ((1,1,1,1))

Exemplo 40 O subespaco afim (1,2,3,4,5)+ ((0,0,0,0,0),(0,0,0,0,0)) é um ponto.

Portanto a caracterizagdo geométrica de S = w + (uy, us, ..., u,) depende ndo do valor
de p, mas de quantos vetores sdo Lls. Assim se:

e p=0, S éum ponto;
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e p=1,.5 é uma reta ou ponto;

o p= 2,5 & um pIano, uma reta ou um ponto;

e p =23, 5 & um subespaco afim de dimensdo 3, um plano, uma reta ou um ponto;
e p=~F, S éum subespaco afim de no maximo dimensio k.

E intuitivamente 6bvio que em R? qualquer conjunto de 3 vetores sera LD pois caso
contrério geraria um subespaco de dimensdo 3. Do mesmo modo em R?, qualquer conjunto
com 4 ou mais vetores é LD pois caso contrario geraria um subespaco de dimensdo maior que
4.

Por outro lado, para que um conjunto de vetores gere todo o R? deve ter pelo menos 2
vetores, caso contrario gerard somente uma reta ou ponto. Para que gere todo o R3 deve ter
pelo menos 3 vetores, caso contrario gerard somente plano, reta ou ponto.

Concluimos que em R":

e um conjunto com mais de n vetores é LD,;
e um conjunto com menos de n vetores ndo gera R”;

e um conjunto de n vetores gera R" se, e s6 se, é LI.

1.3 Bases

Uma notacdo muito utilizada é definir os seguintes vetores de R™:

e, = (1,0,0,...,0,0) e R"

e, = (0,1,0,...,0,0) e R"

e, = (0,0,0,...,0,1) € R"

Note que qualquer vetor do R™ pode ser expresso como combinacao linear Ginica dos
vetores e, €y, ..., e,. Por isso dizemos que este conjunto forma uma base do R". Por ser a
base padrdo dizemos que é a base canénica do R”, que é denotada por e = {e;,es,...,€e,}.

Definicdo 12 (base) Um conjunto ordenado S é base se todo vetor se expressa de forma
inica como combinac3do linear dos elementos de S.

Exemplo 41 A base canénica do R* é e; = (1,0,0,0), e; = (0,1,0,0), e3 = (0,0,1,0),
e, = (0,0,0,1). Isto é verdade pois dado (a,b,c,d) € R, (a,b,c,d) = ae; + bey + cez + dey

Exemplo 42 Considere o conjunto {(1,0),(1,1),(0,1)}.
Ele gera todo o R? pois dado (a,b) € R?, (a, ) (1,0)
de R? pois ndo é conjunto LI: (1,1) = (1,0) + (0, 1).

+0(1,1) +b(0,1), mas n3o é base

Exemplo 43 O conjunto {(1,0),(1,1)} é base do R?. De fato eles sio Lls (um ndo é
multiplo do outro) e geram o R? pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + (b —a)(1,1).

Exemplo 44 5= {(1,1,1,1),(0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1)} é base doR*. De fato, dado
(a,b,c,d) € RY, (a,b,c,d) = a(1,1,1,1) + (b — a)(0,1,1,1) + (¢ — b —a)(0,0,1,1) + (d —
¢c—b—a)(0,0,0,1).
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Definicdo 13 (coordenadas) As coordenadas do vetor v na base f = {by,bs,...,b,},

sdo os coeficientes «y;'s (inicos pela definicdo de base) usados para combinar linearmente os
n

vetores b, s de forma a gerar v, isto é, v = E o;b;. Denotamos
i=1

g
[V]s =
(079

Desta forma, as coordenadas s3o escritas como uma matriz de uma coluna.

Exemplo 45 Dada a base canénicadoR"™ ¢ = {ey,ey,...,€,}, eum vetorv = (v, vy, ...,0,),
U1
e U2
como v = viey + vs€y + - - - + v, €, concluimos que [v|_ =

Un

Exemplo 46 Considere o vetorv = (2,4) eas basese = {(1,0),(0,1)} e ={(1,1),(0,1)}.
Ent3o [v]. = [ i } ev]g = [ ; } como ilustramos na Figura 1.9. Observe que o mesmo

vetor pode possuir coordenadas distintas em bases distintas.

v

Figura 1.9: Vetor v = (2,4) em bases distintas

Exemplo 47 Considere a base 5 = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e o vetor v = (1,2,2).

1 1
Entdo [v]. = | 2 | mas[v];= | 1
2 0

Exemplo 48 Considere a base f = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} e os vetores v = (1,2,2) e
w = (1,1,0).

1
Entdo [w]_ = [v]; = | 1 |. Portanto vetores distintos podem possuir as mesmas coordena-

das em bases distintas.
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Embora coordenadas sem indicacdo da base ndo determinem um vetor, existe uma con-
vencio (dizemos que é um abuso de notacdo, isto €, um uso da notacdo diferente do con-
vencionado) que é assumir que a base é candnica. Assim, temos trés formas equivalentes de
determinar o mesmo vetor v € R":

e considere o vetor v = (ay,...,a,) (uso correto);
aq
e considere o vetor [v]_= | : | (uso correto);
COn
Qi
e considere o vetor v = | (abuso de notagdo);
Qn

De fato, o dltimo uso é tdo comum que muitos livros usam como definicdo de vetor do
R™: um vetor € uma matriz com uma coluna e n linhas. Note que um vetor poderia ser uma
matriz linha, mas a convencio utilizada em todos os livros € como uma matriz coluna.

1.4 Exercicios de Introducdo a Algebra Linear

1.4.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. Determine se é ponto, reta ou plano o conjunto representado pela(s) equa-
¢do(Bes):

(a) z =4 em R (b) x = -1 em R; (c) y =3 em R3;

(d) z +y =2em R? () x —y = —1em R3;

(f) { 512 em R?; (g) { Z; 2_5 em R3; (h) { vy ;:_g em R3;
Exercicio 2. Quando representamos vetores como setinhas:

(a) dois vetores iguais sdo necessariamente (coincidentes, paralelos);

(b) fazendo produto por k > 1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor)
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

(c) fazendo produto por kK = —1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor)
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

(d) fazendo produto por k < —1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor)
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).

(e) fazendo produto por k, com —1 < k < 0, obtemos vetor com (mesmo,
maior, menor) tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto).
Exercicio 3. Determine se é ponto, reta ou plano:

(a) ((1,2,0,0),(2,4,0,0)) + (2,1, 2,2); (b) ((1,2,0,0),(0,1,0,0)) + (0,0,0,0);

(c) ((1,1,1,1)) +(0,0,0,0); (d) ((0,0,0,0)) + (1,1,1,1);
Exercicio 4. Se u é combinac3o linear de v e w entdo, necessariamente u pertence:

(a) a reta gerada por w? (b) ao plano gerado por v e w?

Exercicio 5. Seja S um conjunto com 5 vetores em R"™. Determine se é V ou F:
(a) se n = 3, entdo S & sempre LD; (b) se n = 4, entdo S sempre gera R*.

IVersio 17.Mar.2008 17h
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Exercicio 6. Complete as lacunas:
(a) a base canédnica do R® é&: ¢ = { i
(b) se B = {wy, Wy, w3, Wy} & base do R* e u = wy + 2w3 + 3wy + 4w,

ulg = | ~

Exercicio 7. Considere S um conjunto ordenado de vetores. Determine se é V ou F:

(a) se todo vetor de um espaco pode ser escrito como combinacgo linear de elementos de
S entdo S é base;

(b) se S & base entdo S é um conjunto linearmente dependente de vetores;

(c) as coordenadas de um vetor sdo sempre as mesmas, independente de base.

1.4.2 Problemas

Problema 1. Sabendo que u = (2,3), v=(—1,4) e w = (-2, —1), determine:

(a) u+2v (b)u—v (c)3u—2v+w
Problema 2. Calcule:

(a) (1,—-2,3,-2,1)+ (—1,2,-3,4,0) =

(b) =3(1,-2,3,-2,1)=__
Problema 3. Determine equaces paramétricas para as retas (em R?):

(a) y — 2z =5; (b) y = —1.
Problema 4. Determine equacdes paramétricas para as retas (em R?) com equacBes carte-
sianas dadas por:

Ol Pibaaters o {2l @1

Problema 5. Determine equacdes paramétricas para a reta (em R?):
(a) que contém os pontos (2, —3,—1) e (1,2, 1);
(b) que contém o ponto (—1,2,—1) e é paralela ao vetor (0,0, 1);
(c) que pertence ao planoz —y=z—1eaoplano 3z —y+1=2z.

Y
0

Problema 6. Determine equagBes paramétricas para os planos (em R?) com equacdo carte-
siana dada por:

@)r+y—2z=2; (b) y — z=0.
Problema 7. Determine equacdes paramétricas para o plano (em R3):

(a) que contém os pontos (1,0,1), (0,1,1) e (—1,0,0).

(b) que contém o ponto (3,0, —1) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2, —1,1) e
(0,1,-1) .

(c) que contém os pontos (1,3,2) e (—1,2,1) e & paralelo ao vetor (1,—1,—1).

r=t+1
(d) que contém o ponto (—3,1,0) e a reta de equacdo paramétrica ¢ y=1—1 .
z=1t—1
Problema 8. Considere a reta r = (1,2,0,0) +¢(0,1/2,1, —1). Determine:
(a) trés pontos distintos de r; (b) se (1,4,4,—4) € r;
(c) se (1,4,3,2) € r; (d) se r =(1,4,3,2) +s(0,1/2,1, —1);

(e) se r = (1,4,—4,4) + s(0, -2, —4,4).
Problema 9. Considere o plano IT = (1,1,2,0) +#(—1,2,—1,2) + s(1,1,1,1) em R* De-
termine:
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(a) quatro pontos distintos de IT; (b) se (2,5,3,4) € II;

(c) se (1,1,3,3) € II; (d)seII=(1,1,3,3)+ ((—1,2,-1,2),(1,1,1,1)).
Problema 10. Determine uma equacdo paramétrica para o subespaco afim:

(@) {(z,y,z,w) e R z —y+ 32z —2w=4}; (b) {(z,y,2,w,u) € R3| z — 3u =5}

Problema 11. Determine por inspecdo se é LI:

(a) {(1,2,2,3),(2,4,4,5)}; (b) {(—1,2,1,-3),(3,—6,—3,9};

(c) {(1, ) (2 1),(3,3)} (d) {(1,2,3,4,5),(0,0,0,0,0),(5,4,3,2,1)}.
Problema 12. Determine se:

(a) (1,2,3,5) € {(1,2,3,4)); (b) (=1,0,0) € {((2,1,1),(3,1,1));

(c) (—1,0,2) € ((2, 1, 1) (3,1,1)); (d) R® = {(0,1,0),(1,0,1),(0,0,1));

(e) ((2,1,2)) = ((2,-1,2)).

Problema 13. Considere v = (4,—1,-1) e 8 = {(1,—1,0),(0,1,-1),(0,0,1)};
(a) escreva v como combinacdo linear dos vetores de [3;
(b) determine [v]_ (base canénica);
(c) determine [v];

2
(d) sabendo que [w]; = | —3 |; determine [w]_.
2
1.4.3 Extras
Extra 1.Seja S um conjunto com 5 vetores em R"™. Determine se é V ou F:
(a) se n =7, entdo S é sempre LlI; (b) se n = 3, entdo S pode gerar o R?;
Extra 2. Determine equacGes paramétricas para os conjuntos:
20 -3y +5z=1
_ 2. 3.
(a) z = 3 em R (b){ rty=1 em R?;
(c)z—2y=1emR3; (d) 3z — 22 —5=0em R?

Extra 3. Determine se é ponto, reta ou plano:

(a) (1,2,1,2,1) + ((0,0,0,0,0), (—1,2,1,2,1)))
(b) (1,2.1,1) + ((1,2,1,3), (1,2,1,4))):

(c) (1,2,1,1)+ ((1,1,1,1),(0,2,0,2), (1,3,1,3)));
(d) (2,0,2,0) + ((1,2,0,0), (1,1,1,0), (0,0,0,0);
(e) (0,0,0,0) + ((0,0,0,0)));

(f) v+ (u,—u,3u) comu # 0
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Capitulo 2

Sistemas Lineares

Ao longo deste capitulo aprenderemos a determinar quando um sistema possui solucdo Gnica,
infinitas solucdes ou nenhuma solugdo. Mais ainda determinaremos qual é a soluc&o (se Gnica)
ou sua férmula geral (se infinitas). S&o objetivos deste capitulo introduzir:

(a) interpretacdo geométrica da solucdo de sistemas (embora sirva mais para motivac3o,
pois ndo precisamos dela para resolver sistemas);

(b) operacdes elementares na matriz aumentada do sistema e sistemas equivalentes;

(c) algoritmo da eliminacdo de Gauss (forma escalonada) e Gauss-Jordan (forma totalmente
escalonada)

(d) novas interpretacdes do produto matriz-vetor implicando em novas interpretacdes de
solucdes de um sistema linear.

(e) solugdo simultnea de sistemas lineares com mesma matriz de coeficientes;
Até o final do capitulo apresentaremos os seguintes termos técnicos:

e matriz aumentada, de coeficientes e lado direito de sistema linear;

e matriz diagonal, triangular superior (e inferior);

e sistemas equivalentes, operacdes elementares, pivds, forma escalonada e totalmente
escalonada,

e variaveis dependentes e livres,

e eliminacdo de Gauss e de Gauss-Jordan;

e sistema com solucdo Gnica, infinitas solucdes e nenhuma solucio;

e produto escalar ou interno;

e hiperplano;

e solucdo trivial, particular e geral (conjunto-solucdo) de sistema linear, sistema homogeé-
neo.

OVersio 14.jul.2008 09h
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2.1 Aplicacoes de Sistemas Lineares

Sistemas lineares aparecem em diversos tipos de aplicacdes na Fisica, Quimica e Engenharia
e dentro de diversos problemas da prépria Matematica. Vamos apresentar diversos exemplos
que servem de motivacdo para este estudo. O Exemplo 49 é tipico do ensino médio: n&o
sugere necessidade de muitas (milhares de) varidveis. Foi incluido somente para contrastar
com os outros.

Exemplo 49 Hai dois tipos de moeda indistinguiveis, exceto pelo peso. As de material X
pesam 10 g cada e as de material Y, 20 g cada. Se um conjunto de 100 moedas pesa 1.25
Kg, quantas sdo do material X?

100
1250

r + Yy =
10z + 20y =

Exemplo 50 A combustio do propano produz diéxido de carbono e dgua. Encontre a, b, ¢
e d de forma a balancear a equacdo da reacdo: a C3Hg + b Oy — ¢ COy + d HyO.
Balanco de C: 3a = ¢, balanco de H: 8a = 2d, balanco de O: 2b = 2¢ + d,

3a +0b —1lc +0d = 0
8¢ +0b +0c —2d = 0 .
Oa +2b —2¢ —-1d = 0

Exemplo 51 Existe uma tnica parabola v da forma y = ax® + bz + ¢ passando pelos pontos
(0,1), (1,3), (2,4) e (3,9)? Caso ndo exista, qual a parabola que melhor aproxima estes
pontos?

0,1) ey = 1=a(0?)+5b(0)+c
(1,3) ey = 3=a(1?)+b(1) +c
(2,4)ery = 4=a(2?)+b(2)+c
3,9 €y = 9=a(3*)+b3)+c

Obtemos um sistema com 4 equagées e 3 variaveis (a, b, c):

Oa
la
4a
9a

+0b
+1b
+2b
+3b

+lc =

+1c
+1c
+1c

O = W~

Exemplo 52 Determine a funcdo cibica da forma f(z) = ax® + bx* + cx + d que melhor
aproxima a funcdo cos(x) nos pontos k; comi=1,..., N (N tdo grande quanto se queira).
Observe o exemplo anterior para obter:

ak} +bk? +cky +d = cos(k)

aky, +bk% +cky +d = cos(ky)
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Exemplo 53 Queremos determinar a distribuicio de temperatura no interior da placa re-
presentada na Figura 2.1 sabendo a temperatura em volta desta placa, conforme indicado
na figura. Para isto vamos utilizar um principio fisico que garante (de forma aproximada)
que a temperatura em um vértice é igual a média das temperaturas dos quatro vértices mais
proximos. Deste modo, a temperatura a por exemplo é igual a (20 + 25+ b+ d)/4. Pro-
cedendo desta forma vamos obter 6 equacdes correspondendo a cada uma das 6 varidveis
(a,b,c,d,e, f):

(4a—b—d = 45
db—-—a—c—e = 15
de—b— f = 25
4d —e —a = 55
de —b—d—f = 20

(| 4f —c—e = 35

15 20°

10° 0 L PP

15° b o

20° SRR P

25°  30°

Figura 2.1: Placa Aquecida

Neste altimo exemplo poderiamos utilizar, ao invés de uma malha 4 x 5, uma malha
100 x 100 (em torno de 10 mil variaveis). Ou entdo considerar a distribuicdo de calor em uma
peca s6lida, com trés dimensdes espaciais. Neste caso, utilizando um malha de 100x 100 x 100,
chegamos a cerca de 1 milhdo de varidveis. Desta forma surge, naturalmente, a resolucdo
de sistemas com muitas equacdes e o R” com n arbitrariamente grande. Dimensdes muito
grandes surgem pela mesma razdo em diversos problemas da Fisica: forcas atuantes em uma
peca ou prédio, fluxo de 4gua em um cano ou rio, etc. Em todos estes casos o meio continuo
é discretizado em malhas bi ou tridimensionais, levando o nimero de variaveis facilmente para
dezenas de milhares ou mesmo milh&es de variaveis.

Exemplo 54 Determinar o fluxo de carros em ruas faz parte do planejamento urbano de
uma cidade. Outros fluxos importantes s3o de dgua, energia, mercadoria, ou bytes (internet).
Nesses sistemas existem vias (ruas, canos, estradas ou fios) que transportam estes fluxos e
que devem ser planejados de forma a suportar as capacidades. Estes problemas s3o traduzidos
em sistemas lineares que devem ser resolvidos. Consulte livros de algebra linear (por exemplo
Lay ou Leon ou Anton) para mais detalhes sobre estes modelos.

Exemplo 55 Foram realizadas medicées de dados bidimensionais (por exemplo distancia
percorrida e consumo de combustivel de um automédvel) obtendo-se N pontos (x;,y;) no
plano. Sabendo-se que a relacdo deve ser linear, qual a equacio da reta que melhor aproxima
esta relacdo?
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Precisamos determinar a,b € R tal que a reta y = ax + b passe o mais perto possivel (em
sentido a ser precisado) de todos os pontos (z;,y;), como indicado na Figura 2.2. A reposta
é dada através do chamado método de minimos quadrados, que busca a melhor solucdo (com
menor erro) do sistema com 2 variéveis (a,b) e N equa¢des:

ary +b =

ary +b = yn.

Y,

/|

Figura 2.2: Reta Aproximada

&‘

Exemplo 56 O vetor (0,6,10) é combinacio linear de (1,2,3), (2,1,1) e (4,—1,-3)7

05(17 2a 3) + 6(27 1a 1) + 7(47 _17 _3)

Precisamos saber existem «, 3,y tais que : EZ’iogﬁgjé—)llj;,(225’576&)—?,(;27—;2’—_gzg
= (0,6,10).
la +28 +4y = 0
20 +18 -1y = 6

3aa +18 =3y = 10
Desta forma observamos que:
e sistemas lineares modelam muitos problemas distintos;

e problemas da Algebra Linear recaem na resolucdo de sistemas lineares de modo que as
técnicas para resolvé-los nos acompanhario por todo o curso;

e facilmente os sistemas podem ter milhares de varidveis — neste caso a teoria sera fun-
damental para se entender as solucdes que serdo geradas por softwares de computacio
cientifica.

2.2 Interpretacao Geomeétrica

Vamos discutir e interpretar geometricamente solucBes de sistemas lineares em R (reta) e em
R? (plano). Na Segdo 2.6 retomamos a interpretacdo geométrica, generalizando-a para R™.
Deixamos para os alunos (e para os exercicios) a aplicacdo em R? (espaco) destas idéias.
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2.2.1 Na Reta (R)

Vamos comecar com o sistema mais simples que existe que é o sistema 1 x 1 (1 variavel e 1
equacdo): determine x € R tal que:

{ ar ==
Para resolvé-lo, consideramos trés casos:
5 — 71b. H | 3A finica-
(a) se a # 0 entdo z = a~'b: sistema com solucdo (nica;
(b) se a =b =0 entdo qualquer x € R é solugdo: sistema com infinitas solucdes;

(c) se a=0eb+#0 entdo nenhum z € R é solucdo: sistema sem solucdo.

Observacio 13 E utilizado como sinénimo de variavel o termo incégnita.
Classificaremos os sistemas lineares como sem solucdo, com solucdo tnica ou com infi-
nitas soluces. No ensino médio utiliza-se outro vocabulério (que ndo utilizaremos) para
classificar, segundo o niimero de solucBes, os sistemas lineares. Para um sistema linear:

e sem solucdo: incompativel ou impossivel ou inconsistente;
e com solucdo: compativel ou possivel ou consistente;

e com solucdo dnica: (compativel ou consistente ou possivel e) determinado

e com infinitas solucées: (compativel ou consistente ou possivel e) indeterminado;

No ensino médio aprendemos a fazer esta analise para sistemas 2 x 2 e 3 x 3 da forma
Ax = b, com b € R? ou R?. Se det(A) # 0 (similar a condi¢do a # 0 acima), entdo existe
solucido tinica x = A~'b. Caso contrério, dependendo de condic&es que relacionam A e b,
o sistema possui infinitas solucdes ou n3o existe solucio.

2.2.2 No Plano (R?)

: anr +a = b r .
No sistema ne o+ a1y ! ( 1) cada equacdo representa uma reta (rl e rg). Re-
anT +axny = by (r),

solver o sistema equivale a buscar intersecdes destas retas. Por outro lado o sistema pode ser
escrito como

a1l ai2 by

x +y =1 |
21 22 2
Vi — a1 Vo, — a12 o by
1 — y V2 — ) - )
21 22 by

resolver o sistema corresponde a perguntar se b é combinacdo linear de v; e v,, isto &, se
existem x,y € R tais que

Definindo vetores

vy +yve =b.

lr +1ly =

) . 2
Exemplo 57 Cons:dereos:stema{ lr —ly = 0 (1)
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1 -1 0
¢Bes para a solucdo deste sistema, que possui solucdo danica igual ao ponto (1,1): no lado
esquerdo a intersecdo de duas retas, no lado direito observe que b é combinacdo linear iinica
de vi e vy (mais exatamente, neste caso b = 1v; + 1vs).

Defina vi = [ ! } , Vo = { ! } b= { 2 } . A Figura 2.3 apresenta as duas interpreta-

Y

Vi

Figura 2.3: Solucgo Unica

lz =2y = 2 (r)

Exemplo 58 Considere o sistema o 4y = 2 (1)

Defina vi = { _; } , Vg = { _i } b = { 3 } . A Figura 2.4 apresenta as duas inter-

pretacées para a solucdo deste sistema, que é sem solucdo: no lado esquerdo duas retas
paralelas (portanto sem intersecdo), no lado direito observe que b ndo é combinacdo linear de
V1 € Vo pois ambos estdo na mesma reta. Portanto qualquer combinacdo deles ficara nesta
mesma reta.

Vo

(0,1/2 (2:9/
/({L 0) g g

/ - ;

Figura 2.4: Sem Solucéo

: : lx =2y = 2 (r)
Exemplo 59 Considere o sistema 9w 4y — —4 (1)
. 1 -2 2 .
Defina vi = Lo | V2 = 4 b = 4| A Figura 2.5 apresenta as duas

interpretacées para a solucdo deste sistema, que possui infinitas solucées: no lado esquerdo
duas retas coincidentes, no lado direito observe que b pode ser escrito de infinitas formas
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como combinacdo linear de v e vy pois os trés estdo na mesma reta. Por exemplo, b =
0vy — vo = 2vy + 0vy = vy — 1/2vy. O conjunto-solucdo nesse caso sera {(z,y) | x +y =
2} ={(t,2—t) = (0,2)+t(1,—1) | t € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solu¢io
é o subespago afim (0,2) + ((1,—1)).

Vo

Vi

/ 0,-1) b

Figura 2.5: Infinitas Solu¢des

Em resumo, o conjunto-solucdo de um sistema linear de equacdes tem sempre:

e ou uma dnica solucio;

e ou nenhuma soluc3o;

e ou infinitas solucdes.

Compare com o caso nao-linear representado Figura 2.6. Caso se busquem as intersecées
de duas curvas quaisquer no plano, poderemos ter um niamero finito de solucdes maior que
um, no caso 5 solucdes.

r

Figura 2.6: Sistema N&o-linear
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2.3 Operacoes Elementares

Definicdo 14 (matriz de coeficientes, matriz aumentada e lado direito) Considere
o sistema, com m equacdes em n variaveis:

anTy  +apry - FapT, = b
2171 +apTy - FamT, = by
Am1T1 FAmaT2 - ATy, = by

Definimos como matriz de coeficientes, matriz aumentada e o lado direito do sistema acima
as matrizes indicadas na figura abaixo.

matriz aumentada

aix Qa2 - Qip by
Q21 Q22 -+ Q2pn by
ml Am2  *°° Amn bm

~ ——"

matriz de coeficientes lado direito

Note que a matriz de coeficientes possuim linhas e n colunas que correspondem as m equacées
em n variaveis do sistema.

Observacdo 14 E utilizado como sinénimo de matriz aumentada o termo matriz am-
pliada.

E comum o abuso de linguagem “considere o sistema A", onde A é a matriz aumentada do
sistema a ser considerado.

Quando a matriz de coeficientes possui algumas formas particulares, o sistema se torna
extremamente facil de ser resolvido. O primeiro caso é quando a matriz de coeficientes é
diagonal.

Definicdo 15 (matriz diagonal) A é diagonal se a;; = 0 para todo i # j.

Lo [F00 9) s 50 g
Exemplo 60 Sio matrizes diagonais: , 03 0],
0 3 00 —5 0O 05 0
0O 00 -3
No caso de matriz de coeficiente diagonal a solucdo do sistema é imediata.
3$1 = 5
Exemplo 61 Considere o sistema { —2x, = 4 cuja matriz aumentada é
Ir3 = -2

3 0 0] 5 5
0 —2 0| 4 |. Neste caso é facil ver que o conjunto-solucio é {(—, -2, —2) }
0 0 1|-2 3
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Outro caso facil é quando matriz de coeficientes é triangular.

Definicdo 16 (matriz triangular superior) A é triangular superior se a;; = 0 para
todo i > j.

3 12 0 -3
5 2 LT 0 =53 0
Exemplo 62 S3o triangulares superiores: , 03 21,
0 3 00 —1 0 05 -1
0 00 -3

Observacao 15 Existe o conceito similar de matriz triangular inferior, cuja definicdo
deixamos para o leitor.

Quando a matriz é triangular superior a solucdo é calculada através da substituicdo
para tras. Comecando-se da altima equacdo, onde se determina a altima variavel, determina-
se cada varidvel, sucessivamente, de tras para frente.

3$1 +x9 —|—3ZL’3 = 2
Exemplo 63 Considere o sistema —2xy +4x3 = —5 cuja matriz aumentada
203 = =2
3 1 3] 2
é: | 0 —2 1| =5 | . Fazendo a Substituicdo para tras, calculamos primeiro x5 da dltima
0 0 2|-=2

equacdo. Substituimos seu valor na segunda equacdo e obtemos x5. Finalmente, substituindo
T1 € Ty na primeira equacdo, calculamos x; :

2I3 = -2 = r3 = —1
—2r9 +(-1) = =5 = Ty = 2.
S 4(2) 43(=1) = 2 = ooy = 1

Vamos ver como podemos transformar um sistema qualquer num sistema diagonal que
possua 0 mesmo conjunto-solucdo, isto &€, como transformar num sistema diagonal equiva-
lente.

Definicdo 17 (sistemas equivalentes) Dois sistemas (nas mesmas variaveis) sdo equiva-
lentes se tém o mesmo conjunto-solucdo.

Exemplo 64 Os dois sistemas da Figura 2.7 sdo equivalentes, embora com nimero de equa-
¢Bes distintas, pois possuem o mesmo conjunto-solucdo {(1,1)}.

A estratégia para Solucdo de Sistemas Lineares é buscar um sistema equivalente “facil”:

e na forma escalonada (“tipo” triangular) ou

e na forma totalmente escalonada (“tipo” diagonal).

Para isto precisamos ver como gerar sistemas equivalentes utilizando as operacdes ele-
mentares, que sio efetuadas na matriz aumentada de um sistema. Estas operacdes podem
ser vistas também como operacdes nas equacdes do sistema, embora quando efetuamos os
calculos fazemos as operacdes diretamente na matriz aumentada.
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L1l 1 23

L —1l0 1 -1(0

3 1|4

(0,2)
&)

(1,1) 1,1)

(2,0) (50) (3,0)
3

Figura 2.7: Sistemas equivalentes

Definicao 18 (operacdes elementares) Sjo operacdes elementares numa matriz:
(a) trocar a ordem das linhas: (denotado l; < l5):

— L | N — o | by .
- lg - bg - ll - bl ’
(b) multiplicar uma linha por um escalar ndo-nulo: (denotado ly — aly):
— L |b — L by .
- lg - bg - Oélg - Oébg ’
(c) substituir linha por sua soma com miltiplo de outra (denotado ly «— ls + aly):

- ll - b1 l1 bl .
_lg_ bg _l2+0él1_ b2+0éb1 ’

(d) descartar ou acrescentar linhas s6 de zeros:

— L — |b
{00.1..0‘01]N[_l1_‘b1]'

Definicdo 19 (matriz equivalente) Uma matriz A é equivalente a B se pode ser obtida
por meio de uma seqiiéncia de operacées elementares. Denotamos A ~ B.

Lema 1 (sistemas e matrizes equivalentes) Sejam A e B matrizes aumentadas de dois
sistemas (nas mesmas variaveis). Se as matrizes sio equivalentes (A ~ B), ent3o os sistemas
correspondentes sdo equivalentes (possuem mesmo conjunto-solucdo).

Prova: A cada uma das operacdes elementares efetuadas na matriz aumentada de um
sistema corresponde uma operacido nas equacdes desse sistema que n3o altera o conjunto-
solucdo:

. T A B C =
(a) trocar a ordem das linhas: substltmr05|stemas{ c - D por{ 4 - p Ndo

altera o conjunto-solucdo;
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- : . o . A = B

(b) multiplicar uma linha por um escalar ndo-nulo: substituir o sistemas C - D

por A= B . Se C = D entdo é claro que aC = aD. Note que isto é verdade
aC = aD

inclusive se & = 0. Por outro lado, se aC' = aD, utilizando o fato que « # 0, multiplicamos
os dois lados por a™!, obtendo a~'aC = a~'aD. Logo, como a~'a =1, C = D. Portanto
ndo alteramos o conjunto-solucéo.

(c) substituir linha por sua soma com mdltiplo de outra: substituir o sistema

A = B A = B
{C:Dpor C,_i_OéA:D_i_OéB.SeC:D,comoA:B,aA:aBpara
qualquer a (mesmo « = 0). Somando esta equacdo nos dois lados de C' = D obtemos que
C +aA = D + aB. Por outro lado, suponha que C + a«A = D + aB. Como A = B,
aA = aB para qualquer o. Logo subtraindo aA dos dois lados de C' + aA = D + aB,
obtemos C' =D +aB —aA = D.

. ) - . = B
(d) descartar (ou acrescentar) linhas sé de zeros: substituir o sistema 0 — g Por
{ A = DB (ou vice-versa) n3o altera o conjunto-solu¢do pois uma linha nula corresponde
a uma equacdo sempre verdadeira (0 = 0). [ ]

Observacao 16 Dessas operacdes podemos deduzir outras como por exemplo: “se duas

linhas s3o iguais, uma delas pode ser descartada”. Isto porque o sistema { B B g
. B = C ~

equivale a BB - C_C tomando o = —1 na operacdo (c). Portanto obtemos
) = C . . )

o sistema 0 - 0 Pela operacdo (d) este é equivalente a { B = C .

Deve-se tomar cuidado pois nem toda operacdo gera sistemas equivalentes. No préximo
exemplo ilustramos um erro que n3o é comum mas serve para ajudar a entender o exemplo
depois desse.

Exemplo 65 Embora se possa substituir uma linha pela soma dela com outra, ndo se
pode fazer isto simultaneamente com duas linhas pois sendo transformariamos o sistema

A=B A+C=B+D
{C:D {A+C:B+D
{ A+ C =B+ D pelaobservacio anterior.

. Mas este sistema é equivalente a

Vamos ver num caso particular. Considere { 2§1LZ i 0 cujo conjunto-solucdo é
{(1,2)}. Somando as duas linha obtemos { gi i g cujo conjunto-solucdo é {(z,y) =

(1,t);t € R}.
Note que isto é diferente de substituir a primeira linha pela soma dela com a segunda

obtendo { 9 _335 i g e depois substituir a segunda linha pela soma dela com a primeira
3r = 3 . -
obtendo ey — 3 Note que agora preservamos o conjunto-solucdo {(1,2)}.

O erro apresentado no exemplo anterior dificilmente é cometido. No préximo exemplo
apresentamos um erro que ocorre com certa freqiiéncia com alunos que ndo aplicam uma
operacdo elementar de cada vez.
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r+y+z = 3
Exemplo 66 Considere o sistema y+2z = 2 cuja solucdo dnica éx =y =z =
r+y = 2
1 1 13
1. Na forma matricial ele corresponde a | 0 1 1|2 | . Vamos fazer simultaneamente
1 1 02
10 0 1
lh— 1l =1y, ly—1ly—13,1l3+13—1, obtendo | —1 0 1| O | . Isto corresponde
| 0 0 —1]-1
T = 1
ao sistema { —x+2z = 0 cujasolucio éx =2z =1 ey pode assumir qualquer valor.
—z = —1

Portanto o conjunto-solugdo é {(x,y,z) = (1,t,1) = (1,0,1) + ¢(0,1,0), t € R}. Na
linguagem do Capitulo 1, o conjunto-soluco é o subespaco afim (1,0,1) + ((0,1,0)). Note
que o conjunto-solucdo foi modificado.

O dltimo exemplo mostra a importancia de sermos extremamente cuidadosos quando
aplicamos as operacdes elementares, aplicando uma de cada vez.

Antes de apresentar um algoritmo para resolver sistemas lineares, vamos apresentar, através
de um exemplo, a transformacdo de um sistema linear qualquer, utilizando somente as
operacdes elementares, num sistema equivalente diagonal, que pode ser facilmente
resolvido.

-1 -2 —4 2
Exemplo 67 Considere o sistema 0 —7 11| —=25 |. Fazendo I3 < I3 + 31y, calcu-
3 13 4] 16
3 13 4 16 3 13 416

lamos = + -3 —6 —12 6 e obtemos
+ 3x( -1 =2 -4 2) —

-1 -2 —4 2 0 -7 11 =25
0 —7 11|-25|. Fazendo l3 < I3 + ly calculamos + 0 7 -8 22 e
0 7 =8 22 0 0 3 -3
-1 -2 —4 2 1 -1 -2 —4 2
obtemos 0 —7 11|—-25 | . Fazendo l3 < =I5, obtemos 0 -7 11|-25
0 0 3| -3 3 0 0 1| -1
-1 -2 —4 2
Para fazer |, < [y + 4l3 calculamos + 0 0 4 —4 . Para fazer ly «+ 1y —
-1 =2 0 -2
0 -7 11 —25 -1 -2 0| -2
11l5 calculamos + 0 0 —11 11 . Obtemos entdo 0 -7 0|-14 | . Fa-
0 -7 0 —14 0 0 1] -1
1 -1 =2 0|-2
zendo ly, «— —=I, obtemos 0O 1 0| 2 |. Fazendo l; « 1} + 2ly calculamos
7 0 0 1|-1
-1 -2 0 -2 -1 0 O 2
+ 0 2 0 4 e obtemos 0 1 0| 2 |. Finalmente fazendo |, +— —I;
-1 0 0 2 00 1]|-1
1 0 0f-2
obtemoso | 0 1 0| 2
0 0 1]-1
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rT = —2
Agora o sistema é diagonal e pode ser facilmente resolvido: < x5 = 2 . Portanto
r3 = —1

o conjunto-solucdo é {(—2,2,—1)}.

O plano de acdo para a solu¢do de sistemas lineares é:

e definir o que é a forma escalonada e forma totalmente escalonada de uma
matriz;

e apresentar o algoritmo de eliminacdo de Gauss que transforma uma matriz
qualquer para forma escalonada ou totalmente escalonada;

e estudar como resolver um sistema cuja matriz ampliada esta na forma escalonada ou
totalmente escalonada.

Definicdo 20 (forma escalonada) Diz-se que uma matriz esta (na forma) escalonada
(“tipo” triangular superior) se

e 0 niimero de zeros no inicio de cada linha aumenta estritamente de uma linha
para outra e

e ndo ha linhas sé de zeros.

Exemplo 68 A matriz abaixo esta na forma escalonada.

4 =7 0 14| 4
0 0 4 0 -1
0 00 —-13] 6

Exemplo 69 A matriz abaixo ndo esta na forma escalonada.

4 =7 0 14| 4
3 0 4 0—-1

Definicdo 21 (pivd) Sido denominados pivés os primeiros elementos ndo nulos de cada
linha de uma matriz escalonada.

Exemplo 70 Na matriz abaixo sdo pivés (indicados em negrito) 4,5, —13.

4 =7 0 —-14| 4
0 0 5 0] -1
0 0 0 —-13| 6

Definicdo 22 (forma totalmente escalonada) Uma matriz escalonada esta totalmente
escalonada ou escalonada reduzida (“tipo” diagonal) se os seus pivés

e s3o todos 1's e

® s30 os nicos elementos n3o-nulos de suas colunas.
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Exemplo 71 A matriz abaixo estd na forma totalmente escalonada.

I =70 0| 4
0 01 0]-1
0O 00 1| 6

Exemplo 72 A matriz abaixo ndo estd na forma totalmente escalonada.

1 =72 0| 4
0O 01 0]|-1
0 00 —1] 6

2.4 Escalonamento
Vamos agora descrever o algoritmo de Eliminacdo de Gauss, que é dividido em duas partes.
Definicao 23 (Eliminacdo de Gauss Parte I: Forma Escalonada)

(a) Descarte linhas sé de zeros.

(b) p — (n° de linhas).

(c) k1.

(d) Enquanto k < p, repita:

o Considere apenas as linhas Iy, ly11, . .., L,

Identifique a coluna ndo nula mais a esquerda.

Troque linhas para obter pivé no nulo.

Anule entradas abaixo do pivé subtraindo de ly 1, ..., 1, maltiplos de I}

Descarte linhas sé de zeros.

e p «— (n° de linhas).
o k—k+1.

Definicdo 24 (Eliminacdo de Gauss Parte |I: Forma Totalmente Escalonada)
(a) Execute a Parte | do algoritmo.
(b) Repita, parak =p,p—1,...,1:

e Divida I, pelo seu pivé, tornando-o 1.

e Anule entradas acima do pivé subtraindo de [, ..., 1,1 maltiplos de [,

Observacao 17 Alguns livros chamam a Parte | de eliminacdo de Gauss e a Parte | +
Parte Il de eliminacdo de Gauss-Jordan.

2 6 3 1 4
6 3 -2 10

-4 =12 =7 0] -10
6 18 11 0| 14

Vamos agora aplicar o algoritmo em detalhes na matriz
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(a) Descarte linhas s6 de zeros (ndo tem nenhuma).
(b) p— 4.

(c) k1.

(d) Inicio do primeiro laco.

e Considere apenas as linhas Iy, Iy, I3 e [4 (ou seja, todas as linhas).

2] 6 3 1] 4

e Identifique a coluna ndo nula mais a esquerda: 2 6 3 -2 10
4 —12 —7  0|-10

6 18 11 0| 14

e Troque linhas para obter ndo nulo (como o pivé ndo é nulo, ndo precisa fazer
nada).
e Anule as entradas abaixo do 2 , subtraindo de [, I3, [4 maltiplos de [;. Fazendo

2] 6 3 1| 4

00 0 =3| 6
00 -1 2|2
00 2 =3 2

lg — lg — ll, l3 — lg + 2l1,l4 — l4 - 3[1 obtemos:

e Descarte linhas s6 de zeros (ndo tem nenhuma).

op—4
ok« 2.
(d) Inicio do segundo laco.
. . . . 00 0 =3 6
e Considere apenas as linhas 2, 3 e 4 (ignore a primeira): 00 -1 92|_2
00 2 -3 2
” N . oo [0] -3| 6
e Identifique a coluna ndo nula mais a esquerda: 00 -1 92]-9
00 2 =3 2

e Troque linhas para obter ndo nulo: 8 8 -_10 _g _2

e Anule as entradas abaixo do —1, subtraindo de I3 e de [, miltiplos de [,. Fazendo

l4 < 144215 (I3 ja esta com entrada zerada abaixo do pivd) obtemos: 8 8 _g _2
0 0 0 1] -2
e Descarte linhas s6 de zeros (ndo tem nenhuma).
op—4
o Lk« 3.

(d) Inicio do terceiro laco.

e Considere apenas as linhas 3 e 4 (ignore a primeira e a segunda): 0 —3!| 6

0 0
00 0 1|-2
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e Identifique a coluna nio nula mais a esquerda. 00 o0 6
0 0 0 1] -2

e Troque linhas para obter ndo nulo (como o pivd ndo é nulo, n3o precisa fazer
nada).

e Anule as entradas abaixo do m —3, subtraindo de I, um maltiplo de [3. Fazendo

ly < Iy + 1/3l5 obtemos: 00 0 6
0 0 0 0

0

e Descarte linhas sé de zeros:

o p«— 3.
o k4.

d) Fim do laco pois £ > p. Fim da Parte |: matriz ja estd escalonada.
p

Vamos agora fazer o escalonamento total da matriz.
(b) Inicio do primeiro laco. k < 3.
26 3 1| 4
e Divida /5 pelo seu —3 obtendo: | 0 0 -1 2| -2
00 O —2
e Anule as entradas acima do , subtraindo de [y, [, multiplos de I3. Faca l; < [; — I3

2 6 3 0 6
ely <+l —2l; obtendo: | 0 0 — 2

0
00 0 [1]]-2

(b) Inicio do segundo laco. k « 2.

2 6 0
e Divida [, pelo seu —1 obtendo: | 0 0 0]-2

e Anule as entradas acima do , subtraindo de [; miltiplos de l5. Faca l; « [} — 35
2 6 0 0] 12
obtendo: | 0 0 0] -2
00 0 1]|-2

(b) Inicio do terceiro laco. k « 1.

300/ 6
e Divida [; pelo seu 2 obtendo: 001 0]-=2
000 1]-2

e Anule as entradas acima do 1. N&o tem nada a fazer (nenhuma linha est4 acima

da primeira).

(b) Fim do laco pois k = 1. Chegamos ao fim e a matriz estd totalmente escalonada.
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2.5 Resolvendo Sistema apés Escalonamento

Para estudar como resolver o sistema apés o escalonamento, introduzimos a seguinte notacio

. — zero B — ndo-zero
para elementos da matriz: , .
1 — um * — qualquer nimero
Com esta notacdo, um sistema totalmente escalonado possuira somente uma das trés
formas:
* ke x| X
1° forma: ' — sistema sem solucio.
* x * | %
00 --- 011

A qltima linha do sistema corresponde a equacdo 0x; + Oxy + -+ + 0x,, = 1. Como
0 = 1 ndo sera verdade nunca, o conjunto-soluco é vazio.

10 --- 0%
01 -« 0| . o
2° forma: L | . | — sistema com soluc3do {nica.

0 0 - 1] %
Tr1T = %

. B} T2 = . .

O sistema correspondente é _ . O conjunto-solucdo é {(*,%,...,%)}.

T, = *

3° forma: nenhuma das anteriores — sistema com infinitas solucdes.

O conjunto-solucdo serd infinito conforme veremos na seqiiéncia.

1 00 1 =3 0 5|0
Exemplo 73 (sem solucdo) | 0 1|0 0 01 20
0 01 0 00 01
oo (1000
Exemplo 74 (com solucdo Gnica) | 0 1 0| O
00 1111 00103
- 000 1|13

Exemplo 75 (com infinitas solucdes) Considere o sistema:

1 -3 05 0] 4
0O 01 20| O
0O 000 1|-2
Suponha conhecidos os valores de x5 e x4, digamos x5 = r e x4 = s. O sistema pode ser
1z, = 44 3r—5s
reescrito como: lzs = —2s
1.1'5 = —2
1 0 0|44+ 3r—5s
Agora este é um sistema em 3 varidveis: x1, v3 € x5 daforma: | 0 1 0 —2s
0 01 -2
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Sabemos resolver esse sistema, que esta no 1° caso. Ele possui solucdo dnica:
(1, 23,25) = (44 3r — bs, —2s, —2). Como xy =1 e x4 = s, obtemos o conjunto-solucao
(1, 9, T3, x4, x5) = {(4+3r —5s, r, =25, s, —2) | r,s € R} ou ainda:

{(4,0,0,0,—-2) +r(3,1,0,0,0) + s(—5,0,—2,1,0) | r, s € R}.
Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucdo é o subespaco afim
(4,0,0,0,—2) + ((3,1,0,0,0), (—=5,0,—2,1,0)) .

Neste exemplo o sistema possui um total de 5 varidveis e, por possuir 3 equacdes re-
lacionando-as, ficou com somente 5 — 3 = 2 varidveis livres para assumir qualquer valor.
A essas duas varidveis (zy e x4) foram atribuidos os dois parametros 7, s e, utilizando as
3 equacdes remanescentes do sistema foram obtidas solu¢ées em funcdo destes pardmetros.
Para o mesmo namero total de varidveis, quanto maior o namero de linhas (equagdes) no
sistema escalonado menor o nimero de variaveis livres.

Observacao 18 A eliminacido de linhas é a operacdo mais importante no processo de
escalonamento de uma matriz pois reduz o nimero de equacdes do sistema. O fato de
uma equacio ser eliminada significa que era combinac3o linear das outras, sendo, portanto,
redundante para a resolucdo do sistema. Ao final do escalonamento saberemos quantas
equacées sdo independentes entre si. Em termos de varidveis, zero equacdes significa que
todas varidveis estdo livres, e cada equacdo a mais introduz uma restricdo em alguma
variavel, reduzindo o namero de varidveis livres.

Definicdo 25 (variavel livre e variavel (in)dependente) Apés o escalonamento total
de um sistema obteremos uma matriz com n + 1 colunas (correspondendo ao total de n
varidveis) e p linhas (correspondendo ao nimero de pivés ou de equacées apds o escalona-
mento). Chamamos de variavel livre ou independente aquela associada a coluna sem pivé.
Como so n varidveis no total e p equacées, sdo n — p variaveis livres. A cada variavel livre
é atribuido um pardmetro varidvel (usualmente denotado por t,r,s,...) que pode assumir
qualquer valor. Chamamos de variavel dependente as que ndo sdo livres pois seu valor
depende de parAmetros. Em resumo temos que:

n = n° total de variveis,

p = n° de equacées = n° de linhas = n° de pivés = n° de variaveis dependentes,

n —p = n° de variaveis livres = n° de pardmetros.

Observacao 19 E utilizado como sinénimo de variavel dependente o termo variavel
lider pois estdo associadas a pivés (lideres).

Alguns livros chamam o niimero de variaveis livres, que é igual ao nimero de para-
metros, de grau de liberdade ou grau de indeterminacio do sistema linear.

Exemplo 76 Considere o sistema

0120001 0
00010O03 4
000O0T1O0O0|-1
000O0O0T1 3| 2
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Comon =T ep=4s3do7—4 = 3 varidveis livres. Como as colunas sem pivé so 1,3,7, sdo
variaveis livres &1, x3, v7. S30 4 varidveis dependentes: x4, x4, Ts5, xg. Introduzindo pardmetros
r,s,t e atribuindo-os as varidveis livres obtemos que x1 = r, x3 = s, v7 = t. Das equacdes
obtemos que xo = —2x3+ 17 = —2s+t, xy, =4—3x; =4—-3t, x5 = —1, 16 =2 —3x7; =
2 — 3t. Portanto (x1, 9, x3, x4, T5, 26, 27) = (1, =25+, s, 4 —3t, =1, 2 —3t, t), ou
ainda, o conjunto-solucdo é

{(0,0,0,4, —1,2,0) +r(1,0,0,0,0,0,0) + s(0, —2,1,0,0,0,0) + ¢(0,1,0, —3,0, =3, 1)},
comr,s,t € R. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucio é o subespaco afim
(0,0,0,4, —1,2,0) + ((1,0,0,0,0,0,0), (0, -2, 1,0,0,0,0), (0, 1,0, 3,0, 3, 1)) .

Exemplo 77 Considere o sistema

Comon =4 ep =2 s304— 2 =2 variaveis livres. Como as colunas sem pivé sdo 1,3, sdo
variaveis livres 11 e x3. Sdo 2 varidveis dependentes: x4, x4. Introduzindo pardmetros r, s e
atribuindo-os as variaveis livres obtemos que x1 = r e x3 = s. Das equacées obtemos que
xo = —=7—3x3 = —7—3s exy = 4. Portanto (z1,xs,23,24) = (r, =7—3s, s, 4), ou ainda,
o conjunto-solucdo é {(0,—7,0,4)+7r(1,0,0,0)+s(0,—3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do
Capitulo 1, o conjunto-solucdo é o subespaco afim (0,—7,0,4) + ((1,0,0,0), (0,—3,1,0)).

Retomando o exemplo anterior, podemos gerar solucdes fazendo variar os pardmetros
r,s. Por exemplo, tomando r = 0 e s = 0, obtemos a solu¢do (0,—7,0,4) + 0(1,0,0,0) +
0(0,—3,1,0) = (0,—7,0,4). Obtemos outra solucdo tomandor =3 es = —2: (0,—7,0,4)+
3(1,0,0,0) — 2(0,—3,1,0) = (3,—1,—2,4). Podemos obter infinitas solucées pois para
cada escolha de valores para os parametros r e s, uma nova solucdo é gerada.

Vamos resumir tudo que dissemos nesse capitulo através de dois teoremas e um corolario.

Teorema 1 (conjunto-solucio de sistema linear) O conjunto-solucdo (quando n&o-
vazio) S de um sistema linear é sempre um subespaco afim. Pode portanto ser escrito na
forma paramétrica

S = {V0+t1V1+"'+thq, V; ER”, tz ER},
ou, em termos de espaco gerado

S=vo+(Vi,...,vg).

Observacido 20 Este Teorema é provado com outra técnica, utilizando propriedades (li-
nearidade) do produto matriz-vetor, sem determinar explicitamente o subespaco afim, no
Teorema 3 da pagina 45.

Observacdo 21 Resolver um sistema linear pelo método de eliminacdo de Gauss significa
obter a parametrizacdo do espaco afim S de forma explicita: determinar quantos para-
metros sjo necessarios (na notacdo da Definicdo 25, ¢ = n — p) e quais sdo os vetores

Vo, V1,Vo,..., Vg
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Teorema 2 (existéncia e unicidade pela forma totalmente escalonada) Da forma
totalmente escalonada determinamos se o sistema possui solucdo e, caso possua, se ela é

dnica:

0

e caso contrdrio

*

=

= sistema sem solucdo;

—  sistema com soluc3do dnica;

— sistema com infinitas solucées

E facil ver que podemos transformar um sistema na forma escalonada para a forma total-
mente escalonada conforme indicamos nos diagramas abaixo:

Isto prova o préximo corolario.
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Corolario 1 (existéncia e unicidade pela forma escalonada) Da forma escalonada
determinamos se o sistema possui solucdo e, caso possua, se ela é dnica:

0

e caso contrdrio

*

= sistema sem solucdo;

—  sistema com soluc3do dnica;

— sistema com infinitas solucées
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Concluimos que ndo precisamos fazer a forma totalmente escalonada para determinar se
um sistema possui solucdo e se ela é Gnica: para isto basta a forma escalonada. Mas, para
calcular a soluc3o, recomendamos fortemente que se escalone totalmente a matriz ao invés
de se fazer a substituicio para tras na matriz escalonada. A pratica mostra que se reduzem
erros niimericos desta forma.

Portanto, use a forma escalonada somente para decidir se o sistema possui solu¢do: nio
use-o para calcula-la.

[0 -3 0 —1] 6
Exemplo78 [0 0 0 /7| 9 |: sem solucdo devido a linha: 0 = 311.
(0 00 0311
[ 13 2 0 —6]33
Exemplo 79 0 100" 2 9| 1 |: com infinitas solucées (1 variavel livre).
0 00 3|0
[ 2 2 -8 12| 0
Exemplo 80 0 ¢ 15 com solucdo dnica pois todos os nimeros 2, €?
P 0 0 log(3) 2| 0/ ' P » €
0 O 0 771 -3

log(3), 77 sdo nao-nulos.

2.6 Produto Matriz-Vetor e Sistemas Lineares

Iniciamos recordando o produto escalar entre dois vetores. Retomaremos este assunto bem
mais adiante no texto (veja Definicdo 94 da pagina 183) generalizando-o. No momento
queremos somente utilizar a notacdo para apresentar o produto matriz-vetor.

Definicdo 26 (produto escalar ou interno) Dados dois vetores u = (uy,...,u,),v =
(v1,...,v,) € R™ denotamos o produto escalar (ou produto interno) entre eles poru- v,
um nidmero definido por
n
u-v = Z U;V;.
=1

Exemplo 81 Sejamu = (1,-2,-3,4,5),v=(—1,2,—1,3,0) € R°. Entdo
u-v = (1)(=1)+(=2)(2) + (=3)(=1) + (4)(3) + (5)(0) = (=1) + (—4) + (3) + (12) = 10.

Vamos agora relacionar a operacdo de produto matriz-vetor com sistemas lineares. Con-
sidere o sistema

ayn 1 + aip T2 -+ ay, T, = b
ay 1 + axp T2 - + ay T, = by
U1 T1 + G2 T2 0+ Qg T = by,
b apy a2 - Qip
X1 1
.. . ag1 Q22 -+ Q2p
Definimos x = |, b= : e a matriz A = _ _ _ _ . Sabemos
Ty b, '
Am1 Qm2 - Amp

da definicdo usual do produto matriz-vetor que podemos escrever este sistema como

Ax = b.
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Existem duas interpretacdes do produto matriz-vetor que implicardo duas interpretacdes
para solucdes do sistema linear acima:

a1l 21
. . - a2 22
(a) (produto escalar com linhas da matriz) Definimos u; = _ , Uy = _ , e de
Q1n A2n,
ajl
D) . .
forma geral u; = _ . Desta forma os vetores u; sdo formados pelos coeficientes
Qjn
— u; —
das linhas do sistema. Temos que A = : (cada linha é um vetor). Se
—u,, —
lermos o sistema da maneira natural, linha por linha, observamos que o lado esquerdo
de cada linha possui a estrutura de produto escalar do vetor x = (z1,...,x,) com o

vetor formado por cada linha da matriz A. Portanto podemos reescrevé-lo como

u X = b1
Uz - X = bg
u, X = by

Isto pode ser representado pelo esquema:

—u; — T u; - X bl
Ax = 5 X| =] = } = 5 = b.
—u,, — l - u,, X b,

(b) (combinacéo linear das colunas da matriz) Agrupando as colunas dos coeficientes se-
gundo o esquema

app Ty 4+ | ap T2 0 4| Gy |2, = b
agy | Ty + | ax [Tz 0 +| A | T = by
am1 | T1 + [ Qm2 | T2 0+ | Gon | Tn = by
e chamando vy, ..., v, as colunas do lado esquerdo e de b a do lado direito,
a1 a2 Q1n by
21 22 Q2n, by
T . +Z9 ) +---t+x, . = . )
Am1 Qm2 Qmn L bm
—_———
Vi Vo Vn b
n 7 7
obtemos a equacdo vetorial E x;v; = b. Escrevendo que A= | vy --- v, | (cada
j=1 |l !
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coluna é um vetor), isto pode ser representado pelo esquema:

T T x . n
Ax = Vi -V = : :ZI'jVj: =b
l ! T, : i=1

Para interpretar precisamos de uma definicio.

Definicdo 27 (hiperplano) Um hiperplano em R™ é um subespaco afim de dimensio
n— 1.

Exemplo 82 Em R?® um plano possui dimensdo 3 —1 = 2 e é um hiperplano. Em R? uma
reta possui dimensdo 2 —1 =1 e é um hiperplano. Em R* um subespaco afim de dimensao
4 —1 =3 é um hiperplano.

Se introduzirmos uma equagdo relacionando as coordenadas de um vetor (z1,...,z,) € R",
reduziremos a dimensdo em uma unidade pois, utilizando a equacdo, determinamos uma
variavel em funcdo das n — 1 outras. Por isso uma equacdo linear determina um subespaco
afim de dimensdo n — 1, isto &, um hiperplano.

Exemplo 83 Determine parametrizacdo do subespaco afim dos pontos (z,y, 2, w,u) € R®
tais que x — 2y + 3z +w —u = 4.

Podemos escrever que x = 2y — 3z — w + u + 4. Introduzindo pardmetros t; = y,ty =
z,t3 = w e ty = u, obtemos que x = 2t; — 3ty — t3 + t4 + 4. Portanto o subespaco
afim é parametrizado por quatro pardmetros (ty,ts,t3,t4) da seguinte forma: (z,y,z,w,u) =
(4,0,0,0,0) 4+1(2,1,0,0,0) 4+ ¢2(—3,0,1,0,0) + t3(—1,0,0,1,0) 4+ ¢4(1,0,0,0, 1). Trata-se
de um subespaco afim de dimensdo 4 em R, isto é, um hiperplano em R®.

Em resumo podemos escrever A = | vy --- v, | ou A = : . Note
| | —u, —

que o nimero de colunas n ndo é necessariamente 0 mesmo que o niamero de linhas m.
As duas interpretacdes do produto matriz-vetor Ax determinam duas interpretacdes para a
solucdo de sistemas lineares:

(a) (produto escalar com linhas da matriz — intersecdo de hiperplanos) Cada equagdo u; -
x = b; representa um hiperplano H; (um subespaco afim de dimensdo n — 1 em R").

m

A intersecdo de todos estes hiperplanos, representado por ﬂ H;, determinara solugGes
j=1

do sistema linear. Esta interpretacdo possui um sabor geométrico. E a idéia usualmente
apresentada no ensino médio para interpretar sistemas. Em R? estudamos intersecdo
de retas (hiperplanos em R?); em R? estudamos intersecdo de planos (hiperplanos em
R3).

Note que a intuicdo geométrica funciona para garantir que, de forma geral, tanto a
intersecdo de duas retas no plano quanto a intersecdo de trés planos em R? é um Gnico
ponto. Mas como visualizar que, de forma geral, a intersecdo de 4 hiperplanos em R*
€ um (nico ponto? Para entender sistemas com muitas equacbes devemos nos libertar
desta interpretacdo geométrica, que ndo pode ser experimentada em dimensdo maior
que 3, em favor da préxima interpretacio.



44 CAPITULO 2. SISTEMAS LINEARES

(b) (combinacéo linear das colunas da matriz — combinacdo linear das colunas) O sistema
tera solucdo se o vetor b for combinacio linear dos vetores coluna da matriz, isto é, se
b =) x;v; para alguns z; € R (b € (vy,...,v,)). Note que se isto ocorrer podem
existir diferentes combinacées dos vetores coluna, isto é, o sistema pode ter mais de uma
solucdo. Por outro lado, se o vetor b ndo estiver no espaco gerado pelos vetores coluna
da matriz, isto é, se ndo for combinacdo linear (b & (vi,...,v,)), entdo o sistema
ndo possuira solucdo. Esta interpretacdo possui sabor algébrico. E a interpretacio
importante no curso de Algebra Linear.

Podemos resumir da seguinte forma:

Sistema b=> z;v;? N H; #07

R

sem solucdo no no
com solu¢&o (nica sim (Gnica) sim (1 ponto)
com infinitas solu¢des  sim (varias) sim (infinidade de pontos)

2.7 Casos Especiais

2.7.1 Sistemas Homogéneos, Solucao Geral e Particular

Definicdo 28 (Sistema homogéneo) é um sistema cujo lado direito é todo igual a zero:

apry  tapry -+ tapr, = 0
a1T1  +agrs -+ tapr, = 0
A1 T1 +OmaT2 -0 FAppT, = 0
Definicdo 29 (solucdo trivial) O vetor nulo (0,0, ...,0) é sempre solucdo do sistema ho-

mogéneo. Esta solucdo é chamada solucao trivial.

Observe que num sistema homogéneo o lado direito de zeros é preservado por operacdes

elementares:
* oo x|0 x -0 |0

* oo x| 0 x -0 k|0
Por isso a forma escalonada de um sistema homogéneo n3o possui linha da forma
[ 0 --- 0 ‘ [ ] } Isto implica que um sistema homogéneo sempre possui solucdo. Mais
ainda, num sistema homogéneo com n varidveis, o niimero de pivds p (equagdes) apds o
escalonamento determina se a solucdo é Gnica:

(a) p=n = solucdo dnica (apenas a trivial);
(b) p<n = infinitas solucdes, (n — p) variaveis livres.

Definicdo 30 (solucdo geral e particular) Considere o sistema Ax = b.
Chamamos de solucdo geral seu conjunto-soluco S.
Chamamos de solucdo particular um elemento vy € S qualquer.
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Exemplo 84 Vamos ver a relacio entre solucdes de um sistema ndo-homogéneo e do sistema
homogéneo associado. Considere o sistema ndo-homogéneo:

013 0|7
000 1] 4]
Este sistema foi resolvido no Exemplo 77 e obtivemos que o conjunto-solucdo é

{(0,-7,0,4) + r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o
conjunto-solucdo é o subespaco afim

(0,-7,0,4) 4+ ((1,0,0,0), (0,-3,1,0)) .
Considere o sistema homogéneo associado:
013010
000 1]0}"
Resolvendo-o de forma analoga, obtemos o conjunto-solucdo
{r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capitulo 1, o conjunto-solucdo é

o subespaco afim
((1,0,0,0),(0,-3,1,0)) .

Note que o conjunto-solucdo do sistema ndo-homogéneo e do homogéneo associado dife-
rem somente pelo vetor (0, —7,0,4), que é uma solucgo particular (dentre as infinitas solucées)
do sistema ndo-homogéneo.

Teorema 3 (solucdo geral de sistema) A solucdo geral (se # () do sistema n3o-
homogéneo é obtida transladando o conjunto-solucdo do sistema homogéneo associado por
uma solucdo particular vo (do sistema ndo-homogéneo).

Mais precisamente, seja S o conjunto-solucdo (solucdo geral) do sistema ndo-homogéneo,
V' o conjunto-solucdo do sistema homogéneo associado e vy € S uma solugio particular (do
sistema ndo-homogéneo). Entdo S =vy+ V.

Prova: Seja S # () a solucdo geral do sistema n3o-homogéneo Ax = b e vy € S solucio
particular qualquer (do sistema ndo-homogéneo).

Seja V' o conjunto-solucdo do sistema homogéneo associado Ax = 0.

Queremos provar que S = vy + V. Para isto basta provar que vo + V C S e que
S C Vo + V

Tome v € V qualquer. Como A(vg+Vv) = Avy+ Av = b+ 0 = b, concluimos que
Vo + V C S.

Tome w € S qualquer. Como A(w — vy) = Aw — Avg = b — b = 0, concluimos que
w —vg €V eportantow € vg+ V. Logo S C wg + V. [

Observacio 22 Este Teorema é provado com outra técnica, utilizando o algoritmo (mé-
todo de Gauss ou Gauss-Jordan) de solucdo de sistemas lineares, no Teorema 1 da pa-
gina 39.

A solucao geral do sistema Ax = b & da forma vy+v, soma de uma solucdo particular
com uma solucdo do sistema homogéneo associado Ax = 0.

A dimens&o de V/, conjunto-solucdo do sistema homogéneo associado, que é igual a dimen-
sdo de S, determina quantos pardmetros sdo necessarios para parametrizar todas as solucdes
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do sistema. Ela caracteriza “quéo grande” é o conjunto S de solucdes. Portanto, sdo equiva-
lentes:

(a) a dimensdo de S é igual a zero;

(b) o sistema possui solugdo Gnica (igual a vy);

(c) a dimensdo de V' & igual a zero;

(d) o sistema homogéneo associado possui solu¢do Gnica (a trivial).

2.7.2 Mesma Matriz de Coeficientes

Podemos resolver de forma simultanea sistemas lineares com mesma matriz de coeficientes
mas com lado direito distinto.

Exemplo 85 Suponha que queiramos resolver o sistema { Qi i gg Zg e também o sis-
tema rh2y=-1 . De forma direta poderiamos calcular
2z + 5y = —3

1 214 1 24 1 012
2 519 0 1|1 0O 1|1}’
determinando a solucdo do primeiro sistema (v =2,y = 1), e depois calcular
1 2]-1 1 2] -1 1 0 1
2 5|3 0 1]-1 0 1|—-1 |’

determinando a solucdo do segundo sistema (v = 1,y = —1). Podemos evitar retrabalho
aumentando a matriz com varios lados direitos de uma vez. Desta forma calculamos

1 214 -1 1 214 -1 1 02 1
2 519 -3 0O 1|1 -1 O 11 -1
para obter a solucio dos dois sistemas de forma simultinea.

2.8 Exercicios de Sistemas Lineares

2.8.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1.Sem fazer contas,’ determine se os sistemas abaixo possuem uma (nica, ne-
nhuma ou infinitas solucdes.

r+y = 1 r+y = 1 r+y = 1
(a){2x+2y = 2 (b){Qx—gy = 2 )\ 2wty = 3

Exercicio 2. Considere as seguintes operacdes em um sistema de quatro equacdes:
(a) trocar duas equacdes;
(b) descartar uma equacgo;
(c) substituir a terceira equacdo pela soma da primeira com a segunda;
(d) substituir a quarta equacdo pela sua soma com um mdltiplo da segunda;
(e) multiplicar uma equagdo por —1;

OVersio 14.jul.2008 09h
1Por “sem fazer contas’, queremos dizer, neste e em outros exercicios, “sem fazer quaisquer contas que
ndo possam ser feitas mentalmente com facilidade”
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(f) multiplicar uma equag&o por 0.

As operacdes nunca alteram e as operacdes podem al-
terar o conjunto-solucdo do sistema.
r—2y =
v +y =
se altera se acrescentarmos a equacdo 2z + 3y =

Exercicio 3. O conjunto-solucdo do sistema { (ndo resolva o sistema!) ndo

Exercicio 4. Considere um tridngulo ABC equilatero

(a) um sistema formado pelas trés retas que contém os lados de ABC' possui
(nenhuma; trés; uma dnica; infinitas) solu¢do(ces);

(b) um sistema formado por quaisquer duas destas retas possui (nenhuma; trés;
uma dnica; infinitas) solucdo(ces).
Exercicio 5. Sem fazer contas, determine, se possivel, a condicdo em & para que os sistemas
abaixo ndo possuam soluco:

—r+y = 3 —r+y =
(a){Qa:—Qy = & (b){ 2v+y =

Exercicio 6. Determine se é verdadeiro ou falso:

(a) se durante o escalonamento uma linha ficar zerada entdo o sistema tém infinitas
solucdes;

(b) um sistema homogéneo possui sempre solucdo;

(c) um sistema ndo-homogéneo ndo pode possuir infinitas solu¢des.

e WO

Exercicio 7. Determine se é verdadeiro ou falso:
(a) um sistema com 5 equacdes e 3 variaveis é sempre sem solucio;
(b) um sistema com 3 equa¢des e 5 varidveis possui infinitas solu¢des;
(c) um sistema homogéneo com 3 equagdes e 5 varidveis possui infinitas solucdes;
(d) um sistema homogéneo com 5 equacgdes e 9 variaveis possui pelo menos 4 varidveis
livres;
(e) um sistema homogéneo com 9 equacdes e 9 variaveis possui sempre solucdo Gnica.

Exercicio 8.Sem fazer contas, discuta a existéncia e a unicidade de solucdo dos sistemas
abaixo. No caso de infinitas solucdes, determine ainda o nimero de varidveis livres.

1 4 62 1 4 62
0 2 5|2 0 2 52 01 02
@ oo 31 b oo 3]1] (C){001‘2}
0 0 010 0 0 01
Exercicio 9. Em R®:
(a) o conjunto-solucdo de um sistema linear pode ser visto como a (uniso;
interseg:éo) de (retas; planos; hiperplanos);

(b) uma reta é um subespaco de dimensdo __;
(c) um plano é um subespaco de dimensdo __;
(d) um hiperplano é um subespaco de dimensdo __ .

Exercicio 10. Considere o sistema:

— u; — T T T T
Ax = : X | =1|vy -+ v, : =b.
—u,, — ! | | Ty

Defina H; = {x € R"| u; - x = b,}.

(a) o sistema Ax = b possui solu¢o se, e somente se, ﬂ H; _ (=4#)0;
j=1
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(b) o sistema Ax = b possui solugdo se, e somente se, b __ (€,¢) (vy,...,V,);

Exercicio 11.Seja S # () a solucdo geral de um sistema n3o-homogéneo com V' o conjunto-
solucdo do sistema homogéneo associado. Escolha uma opcdo. E sempre verdade que:
(A) S=vo+V comv,eV;
(B) S=vo+V comv, €S;
(C) V =vo+ S com vy €S,
(D) V=vo+ S comvy eV,

2.8.2 Problemas

r+3y = 1
Problema 1. Considere o sistema 2r+y = —3 . No ensino fundamental um método
20 +2y = 0

de resolucdo de sistema é resolver uma equacdo para uma variavel e substituir a expressio
nas outras equacdes. Isto é repetido até ficarmos com somente uma varidvel. Com isso,
determinamos uma variavel e, substituindo nas outras equacdes, determinamos as outras. Este
método, além de mais longo que a eliminacdo de Gauss em termos de operacdes necessarias
induz, freqiientemente, ao erro.

(a) resolva a primeira equacdo para x e substitua a expressdo na segunda equacgdo. De-
termine y;

(b) Novamente resolva a primeira equacdo para x, mas desta vez substitua a expressdo
na terceira equacdo. Encontre este y;

(c) qual é a solugdo correta para o sistema?

Problema 2. Para cada um dos sistemas abaixo interprete cada equacdo como uma reta em
R?, faca o grafico e determine geometricamente o nimero de solucdes:
r+y = 3 3x—y = 6

(a){x—y — 1 (b){—6x+2y - 6
Problema 3. Suponha que um sistema de trés varidveis € composto de trés equacdes. Em
R? cada equacdo representa um plano. Qual a posicdo relativa destes trés plano quando o
sistema:

(a) ndo possui solu¢do?

(b) possui exatamente uma solucdo?

(c) possui infinitas solucdes?
Problema 4. Considere o paralelogramo ABC D (ndo-degenerado: todos os pontos sdo dis-
tintos entre si) com lados paralelos AB e C'D. Definimos quatros retas r, s, ¢, u de modo que:
r passa por A e B, s passa por B e C, t passa por A e C, u passa por A e D. Determine a
solucido de cada um dos sistemas abaixo, onde representamos cada equac3o pela reta que ela
determina:

r r

@{; ®{" @1 s @9 ¢

t U

Problema 5. Para cada um dos itens abaixo, d& um exemplo de um sistema com as caracte-
risticas pedidas ou explique por que tal exemplo ndo pode existir:

(a) (n° equagdes) = (n° variaveis), infinitas solugdes;

(b) (n° equagdes) < (n° variaveis), solucdo anica;

(c) (n° equagdes) < (n® variaveis), nenhuma solugdo;

(d) (n° equacdes) > (n° variaveis), infinitas solucdes;

Problema 6. Encontre a forma totalmente escalonada das matrizes abaixo:
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1 2 3 4 1 3 5 7
(@) |45 67 b)Y |3 579
6 7 8 9 5 7 9 1
Proble[ng 71. Resglve(l] c%da um dos sistemas abaixo:
@00 o 1ol (b)[gé 3?‘8
(00 001
10 0|1 S 12 -6|0
()0 1 0 3 1|; (d)
00 1 9 -6 8 —4]0
- 0O 0 0]0

g 2 g _; 181 0 1 2 1 1 6
(] _; : |0 -2 -4 —2 —4]-18

—-12 -7 0] -10
6 18 11 0| 14 0122 313

Problema 8. Os sistemas abaixo sdo equivalentes (o segundo esta totalmente escalonado):

-2 1 2 41 0]0 10 -2 —24 0/0
1 0 -2 -24 0|0~ |01 =2 =7 0]0
1 -1 0 —17 3|0 00 0 01]0

Dé descricdes paramétricas dos conjuntos-solucdo de ambos. Encontre trés solucées distintas
para o primeiro sistema.

Problema 9. Resolva os sistemas lineares abaixo, escrevendo o conjunto solucdo em equacdes
paramétricas:

— - 9
20 —y+2z = 1 Ty =2z
20 +y—32z = =3
: : 20+ 8y + 22 =3
Problema 10. Determine os valores de m para que o sistema { 4+ mPy +mz = 6 0s-
sua:
(a) uma dnica variavel livre; (b) duas variaveis livres.

Problema 11. Determine todos os valores possiveis para a,b,c,d € R tais que o sistema
rT+2y+3z2 = a
5y +6z = b possua:
cz = d
(a) nenhuma solucdo; (b) infinitas solucBes.
Problema 12. Considere a parabola y(z) = ax? + bx + ¢ que passa por (1,2), (2,4) e (3,8).
Determine a,b, c € R.
Problema 13. Resolva os dois sistemas

6rx+3y = 9 . 6 +3y = —3
dr+3y = 5 dr+3y = 1
simultaneamente colocando em forma totalmente escalonada a matriz
6 3|9 -3
4 315 1|
1 0 —1 2
Problema 14.Calcule | —2 1 3 —1 | (produto matriz-vetor) de duas formas:

0 4 =3 1
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(a) como CL das colunas da matriz (usando como coeficientes as entradas do vetor);
(b) como produtos escalares das linhas da matriz pelo vetor.

1 4 5
Problema 15.Seja A = | 2 5 7 |. Note que a terceira coluna é a soma das duas
369

primeiras. Sem escalonar, encontre um vetor x tal que Ax = 0.

2.8.3 Desafios

Desafio 1. Embora n3o tenha sido definida ainda, todos sabemos como fazer o produto de
duas matrizes. Seja A uma matriz para ser escalonada. Determine para cada uma das trés
operacdes elementares uma matriz P tal que PA seja a matriz resultante apés a aplicacéo
da operacdo elementar;

Dica: Aplique operacdo elementar na matriz identidade.

Desafio 2. Prove que as opera¢des elementares (de escalonamento de uma matriz) sdo re-
versiveis, isto €, mostre que se a matriz A é equivalente a B ent30 a matriz B é equivalente
a matriz A.

Desafio 3. Um sistema linear com n equacdes e n varidveis tem a propriedade que os coefici-

entes, quando lidos linha por linha, da esquerda para direita, forma uma progressio aritmética.
Prove que o sistema tem solucdo Gnica. Determine sua solucdo. (Hefferon)

Desafio 4. Considere um sistema de n equacdes em n varidveis. Prove a alternativa de
Fredholm:

(a) ou o sistema possui solucdo Gnica para todo lado direito;

(b) ou o sistema homogéneo associado tem solu¢do n&o-trivial.

2.8.4 Extras

Extra 1. Para cada um dos sistemas abaixo interprete cada equacdo como uma reta em R?,
faca o grafico e determine geometricamente o niamero de solucdes:

o —3y — —1 204+2y = 6
(a) 6r+9y = 3° (b) r—y = 1;
r+3y = 6

Extra 2.Um dado comum é um cubo cujas 6 faces apresentam os niimeros de 1 até 6,

distribuidos de forma que faces opostas somam sempre 7 (o 1 é oposto ao 6; 0 2 oposto ao

5 e 0 3 oposto ao 4). Vamos representar por “face 1" a equacdo do plano que contém a face

com o namero 1, por “face 2" a equacdo do plano que contém a face com o nimero 2, etc.
Determine o nimero de solucdes de cada um dos sistemas abaixo:

face2 face3 facel face3 facel
(a) ; (b) ; (c) { face3 ; (d) ¢ faceb ; (e) ¢ face3 ;
face6 faced
faced face6 face6

Extra 3. Para cada um dos itens abaixo, d& um exemplo de um sistema com as caracteristicas
pedidas ou explique por que tal exemplo ndo pode existir:

(a) (n° equagdes) = (n° variaveis), solugdo Gnica;
(b) (n° equacdes) = (n° varidveis), nenhuma solug3o;
(c) (n° equagdes) < (n° variaveis), infinitas solu¢des;
(d) (n° equacdes) > (n° variaveis), solu¢do dnica;

Versdo 14.jul.2008 09h
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(e) (n° equagBes) > (n° variaveis), nenhuma solucdo;
Extra 4.A equacdo geral do circulo em R? com centro em (A, B) e raio r & dada por
(x — A2+ (y— B)*=r%

(a) determine a, b, c em funcdo de A, B, r para que a equa¢do do circulo seja escrita como
P +ar+y* +by+c=0;

(b) Dados trés pontos (z1,y1), (2, y2), (3, y3) por onde passa o circulo, escreva o sistema
que determina a, b, c.

(c) (Anton) Determine a equacdo do circulo que passa em (—4,5),(—2,7) e (4, —3).
Extra 5.Determine condi¢des nos pardmetros (0, 3) para que o sistema associado possua
uma anica soluc3o, infinitas solucdes ou nenhuma solucéo:

r+oy+z = 1
(a){giiﬁy B g; (b) { 2z —dy+32z = ¢ ;
y = —r+3y = -2
r+2y+ 0+ 1)z = 2 roytz = —1
(0) Y48z = 41 (d) rry—2 = 1.
r+(1-96)z = 0 st—ytz = —1
r+y+ -1z = ¢
11 3|2 rTH+y—2z = 2
e 1 2 43 |; (f) y+5z = 5.
1 3 0|0 r+2y+oz =7
Extra 6. Encontre os valores de a tais que o sistema linear abaixo tenha solucéo.
rT—y = a
r+y+z = a,
20 +2 = a
Extra 7. (a) Qual a condicdo em by, by e b3 para que o sistema abaixo possua solugdo?
2 =5 81|b
2 1 0|by
1 —4 6|bs

(b) Sem refazer todas as contas, diga se o sistema possue solu¢cdo com o lado direito
(3,5,-1).
Extra 8. Seja y = Sy2* + 323 + Box? + Bix + By um polindmio que passa por 5 pontos
dados: (ay,b1), (ag,bs), (as,bs), (a4,bs), e (as,bs). Escreva a matriz ampliada (conhecida
como matriz de Vandermonde) do sistema que determina as 5 variaveis (34, 33, B2, 51, Bo. Note
que os pares (a;, b;) sdo dados, e serdo coeficientes da matriz ampliada.
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Capitulo 3

Espacos Vetoriais

Neste capitulo generalizamos os conceitos do capitulo 1 (combina¢&o linear, espaco gerado,
LI/LD, dimens3do, base, coordenadas) para generalizacdo do R™ conhecido como espaco ve-
torial.

O desafio neste capitulo é aplicar estes conceitos nos espacos vetoriais de polindmio e
funcdes (quaisquer, continuas, diferenciaveis).

3.1 Definicao e Exemplos

Definicdo 31 (escalar) Escalares sdo um conjunto de nimeros no qual estdo bem definidas
as operacbes de soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Neste curso, entenderemos sempre
por escalar um niamero real (R).

Definicao 32 (Espaco vetorial) éum conjuntoV' no qual estdo definidos uma operacdo de
soma vetorial e uma multiplicacdo por escalar (produto escalar-vetor) satisfazendo os axiomas
detalhados mais abaixo, dividido em trés categorias:

(a) axiomas da soma vetorial;

(b) axiomas da multiplicacdo por escalar (produto escalar-vetor);

(c) axiomas distributivos.

Axioma 1 (axiomas da soma vetorial) Dados vetores u,v,w € V:
e comutativa: u+v =v+u;
e associativa: (u+v)+w=u+(v+w), Yu,v,w,
e elemento neutro da soma: 30 tq. u+0=u V u;

e inverso aditivo: dadou, 3 (—u) t.q. u+ (—u)=0.

Axioma 2 (axiomas da multiplicacdo por escalar (produto escalar-vetor)) Dados
vetor u € V' e escalares o, 3:

e (af)u=a(fu), Va, Vu;

e clemento neutro do produto: 1u =u, Yu.

OVersio 14.jul.2008 15h
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Axioma 3 (axiomas distributivos) Dados vetores u,v € V e escalares «, [3:
e a(ut+v)=au+av, Va,u,v;

e (a+pflu=au+ fu, Va,psu

O primeiro, e principal exemplo, foi visto em detalhes no Capitulo 1, o espaco R™. Ele
é um exemplo muito importante pois, num certo sentido (ver Lema 7 da pagina 69), todo
espaco vetorial de dimensio finita é igual a ele.

Exemplo 86 R"

Espacos de funcBes terdo papel importante neste curso. S3o usados (entre indmeras
aplicacdes) para se entender:

(a) como aproximar uma func¢&o utilizando polinémios;

(b) métodos numéricos que aproximam derivada ou integral;

(c) espacos de solucdes de equacdes diferenciais.

Definicdo 33 (espaco de polinémios de grau maximo n) Definimos o espaco dos
polinémios (com coeficientes em R) de grau até n P,, = {ap + a1z + - - - + a,2"; a; € R}.
Definimos:

(a) soma vetorial: (i aixi> + <i bia:i> = i (a; +b;) 2*;

=0 =0 =0
n

n
(b)multiplicacdo por escalar: « Z a;zt | = Z (ova;) .
i=0 i=0
Pode-se verificar que é um espaco vetorial com elemento neutro da soma 0 € P,, (poliné-

mio identicamente nulo) definido por 0(z) = Z 0"
1=0

Definicdo 34 (espaco de polinémios) Definimos por P a unido de todos os espacos P,,
para n € N. Assim P inclui TODOS os polinémios, de todos os graus possiveis.

Definicdo 35 (espaco de funcdes) Dado conjunto I (ndo-vazio) qualquer, denotamos
F(I;R) o conjunto das funcdes de I em R. Dadas duas funcées f,g € F(I;R) e A € R,
definimos:

(a) Soma vetorial: f + g por f(x) + g(x) para todo x € I; e

(b) multiplicacdo por escalar: X - f por A - f(x) para todo x € I.

Pode-se verificar que é um espaco vetorial com elemento neutro da soma 0 € F(I;R)
(funcdo identicamente nula) definido por 0(z) = 0 para todo x € I.

Observacdo 23 Note que o sinal “+" (mais) em “f +g" e “f(x) + g(x)” (bem como de
“.") possui significado distinto em cada expressdo: soma de vetores, num caso, e de soma
de nimeros reais (escalares) no outro.

Como entender (e visualizar) que um conjunto de funcdes com valores em R é um espaco
vetorial?
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Vamos comecar vendo uma nova representacdo geométrica de vetores no R? e no R3.
Ja mostramos que podemos representar vetores como “setinhas” (segmentos orientados equi-
valentes). Agora vamos representa-los como graficos de fun¢des da seguinte forma. Dado
f € F({1,2};R), ou seja, dada uma fungdo f : {1,2} — R, ela fica inteiramente deter-
minada uma vez fixado os valores f(1) e f(2). Portanto associamos a f € F({1,2};R)
o vetor f = (f(1), f(2)) € R® Reciprocamente, dado (a1,as) € R?, associamos a funcdo
[ € F({1,2};R) tal que f(1) = a; e f(2) = az. Por exemplo, o vetor f = (5,3) € R? pode
ser representado como o grafico de f € F({1,2};R), como indicado na Figura 3.1. De forma
analoga, dada g € F({1,2,3};R), ou seja, dada uma funcgdo ¢ : {1,2,3} — R, associamos
o vetor g = (g(1),9(2),9(3)) € R®. Reciprocamente, dado (ay,as,a3) € R3, associamos a
funcdo g € F({1,2,3};R) tal que g(1) = a1, g(2) = as e g(3) = as. Por exemplo, o vetor
g = (3,5,2) € R? pode ser representado como o grafico de g, como indicado na Figura 3.1.

Yy Yy
f)=5/----- . 9(2) =5} ---------- .
f2)=3]----- ***** ’ g(1) =3}----- *
- R
1 2 =@ 1 2 3 =@

Figura 3.1: Representando f = (5,3) e R? e g = (3,5,2) € R®.

A vantagem deste ponto de vista é que os desenhos sdo bidimensionais, e podemos repre-
sentar, por exemplo, o vetor f = (2,4,3,4,1) € R® pelo grafico de f € F({1,2,3,4,5};R)
definida por f(i) = a;, i = 1,...,5, como indicado na Figura 3.2. Note que com a inter-
pretacdo geométrica de setinhas ndo tinhamos como representar vetores do R™ com n > 3.

Y,
F(4) = F(2) = 4 |-——a-----0
f3) =3
fU)=21-9 1
) =1]-t--tooboch-e
NN -

Figura 3.2: Representando f = (2,4,3,4,1) € R5.

Generalizando, como um vetor € um n—upla de nimeros reais, podemos associar a
f = (a1,...,a,) € R" uma fungdo f : {1,...,n} — R tal que f(1) = a1, f(2) =
as,...,f(n) = a,. Assim podemos representar f € R", para n qualquer, pelo grafico de
fe F({1,...,n};R). Agora se substituirmos {1,...,n} por I com I C R qualquer, po-
demos representar o vetor (elemento do espaco de funcdes) f € F(I;R) pelo grafico de
f: I — R. Porexemplo f € F([0,7];R), definido por f(x) = sen(x), pode ser representado
pelo seu grafico, como indicado na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Representando f € F ([0, 7|;R), com f(x) = sen(z).

Observacdo 24 Fixemos a notacdo I, = {1,...,n}. A representacio de vetores do
R™ como func3o é coerente no seguinte sentido. Vamos nos concentrar na operaco de
soma de vetores (a multiplicacdo por escalar é andlogo). Ja definimos anteriormente como
somar vetores u,v € R"™: basta somar componente a componente. Se interpretarmos
estes vetores como funcdes u,v : I, — R, definimos a funcdo soma (veja Definicdo 35)
u+wv: I, = R por (u+v)(i) =u(i)+v(i) parai =1,...,n. Note que apesar de ser
definido de outra forma, obtemos a mesma coisa.

Exemplo 87 Considere f,g € F(]0,1] x [0,1];R), onde cada funcio representa o nivel de
cinza de cada ponto do quadrado [0,1] x [0,1]. Desta forma cada funcdo representa uma
imagem. Agora vamos visualizar os elementos da reta r(t) = tg+ (1 —t)f, onde r(0.0) = f
e r(1.0) = g. Neste exemplo, conforme mostra a Figura 3.4, a funcdo [ = r(0.0) é um
quadrado e g = r(1.0) um circulo. Observe a transformacdo de um quadrado em um circulo,
onde representamos os pontos intermediarios da reta r: r(0.2),...,7(0.8).

Em processamento de imagem estas transformacées sdo chamadas de morfismos. Pode-
mos, por exemplo, criar rostos intermediarios entre fotos distintos, misturando caracteristicas.
Ver [Anton].

r(0.0) r(0.2) r(0.4) r(0.5) r(0.6) r(0.8) r(1.0

Figura 3.4: Quadrado se transforma em circulo

Definicdo 36 (subespaco vetorial) Subconjunto de um espaco vetorial que também é
espaco vetorial.

Definicdo 37 (subespaco trivial) Todo espaco vetorial V' possui pelo menos dois subes-
pacos vetoriais, chamados de subespacos triviais, {0} e V.

Exemplo 88 V C V é subespaco (trivial) vetorial de V.
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Exemplo 89 {0} C V' é subespaco (trivial) vetorial de V.

Lema 2 (caracterizacdo de subespaco) H C V' é subespaco vetorial se
e 0 H,
e H é fechado para a soma vetorial, isto é, se dadosu,v € H,u+v e H, e
e H é fechado para a multiplicacdo por escalar, isto é, se dadosu € H,a € R, au € H.

Prova: Deixamos para o leitor. [

Exemplo 90 Sejau € V. H = {veV|v=au, a € R} é subespaco de V, uma reta
paralela a v passando pela origem.

De fato, 0 € H e dados v, vy € V, vi = aju, vy = asu. Logo vi+ vy = (a1 +az)u €
H. Dado e f € R, fvy; = (Baj)u; € H.

Exemplo 91 H = {(z,y,0), z,y € R} C R? é subespaco. De fato,
e (0,0,0) € H.

e Sejam (x1,y1,0), (x9,y2,0) € H. Entdo (x1,y1,0)+(x2,y2,0) = (z14+x2, y1+y2, 0) €
H.

e Sejam (z,y,0) € H e a € R. Entdo a(x,y,0) = (ax, ay, 0) € H.
Para se entender um conceito é importante ver contra-exemplos também.

Exemplo 92 H = {(x,y,1), z,y € R} C R3, translacdo do Exemplo 91 pelo vetor (0,0,1),
n3o é subespaco.

e (0,0,0) ¢ H.

i Sejam (‘rhyla 1)7 (x%y% 1) €H. Entdo ($17917 1)+($27927 1) - (xl_'_x% y1+y27 2) g
H.

e Sejam (z,y,1) € H e a € R. Entido a(x,y,1) = (ax, ay, ) &€ H, se a # 1.
Exemplo 93 Uma reta r que ndo passa pela origem ndo é um subespaco pois 0 & r.

Exemplo 94 A pardbola H = {(x,2%). z € R} C R? ndo é subespaco. Embora (0,0) € H,
dado (1,1),(2,4) € H, (1,1) + (2,4) = (3,5) ¢ H.

Exemplo 95 Considere H o primeiro quadrante do R%. Ndo é subespaco pois dado v € H,
—v & H (porque?).

Exemplo 96 Verifique que H = {p € Ps| p(1) = 0} C P; é subespaco.
e 0c H.

e Sejam p,q € H. Como p(1) = q(1) = 0, entdo
(p+q)(1) =p(1)+q(l)=0.

e Sejamp € H ea € R. Como p(1) =0, entdo (ap)(1l) = a(p(1)) = a(0) = 0.
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O conceito de subespaco afim generaliza a idéia de retas e planos.

Definicdo 38 (subespaco afim) Seja V' um espaco vetorial e H C V. Dizemos que H
é um subespaco afim se H for a translacio de um subespaco vetorial W C V. Mais
precisamente, se existe um vetor hg € V e um subespaco vetorial W C V tal que H =
h0+W:{h0+W|W€W}

Exemplo 97 (retas e planos) S3o subespacos vetoriais: retas e planos passando pela ori-
gem. N3o s3o subespacos vetoriais, mas subespacos afins: retas e planos que ndo passam
pela origem.

Exemplo 98 (conjunto-solucdo de sistema linear) E subespaco afim o conjunto-solu-
¢do (quando nio-vazio) de um sistema linear (veja Teorema 1 da pagina 39 e Teorema 3 da
pagina 45, que provam com técnicas distintas).

O conjunto-solucdo é um subespaco vetorial se, e somente se, o sistema é homogéneo.

Os proximos exemplos apresentam dois subespacos associados a uma matriz que sdo muito
importantes para a teoria.

Exemplo 99 Dada uma matriz A € M, y,,, podemos descrevé-la por meio de vetores

7 7
Vi,Vo,..., Vv, ER™ A= | vy --- v, |. Definimos dois conjuntos:
! !

(a) V = {xeR"| Ax =0} C R", o conjunto-solucdo do sistema linear homogéneo
Ax = 0;
(b) W = {b eR"| b= Ax; x € R"}. Pelas interpretacées do produto matriz-vetor

(veja pagina 42), W = Z x;vi| x; € R 3, que é igual ao espaco gerado pelas colunas da
i=1

matriz, isto é, W = (v, va, ..., V,).
Ambos sdo subespacos vetoriais: V' pelo Exemplo 98 e W pois é o espaco gerado pelas
colunas da matriz.

Definicdo 39 (nicleo e imagem de matriz) Dada uma matriz A, chamamos de niicleo
da matriz A o subespaco-solucdo do sistema homogéneo Ax = 0 e de imagem da matriz o
subespaco gerado pelas colunas da matriz A.

Vamos ver alguns subespacos vetoriais de F(I;R).

Observacdo 25 Todo polinémio de P, pode ser pensado como um elemento (funcdo)
de F(I;R) com I C R. Neste sentido, P, e é subespaco de F(I;R). Este exemplo
é importante pois mais adiante no curso responderemos a seguinte questdo: dada uma
funcdo qualquer f € F(I;R), determine o polinémio p € P,, “mais perto possivel” (num
sentido que serd tornado preciso) de f.

Definicdo 40 (espaco de funcées continuas e diferenciaveis) Dado conjunto I (nio-
vazio) qualquer, denotamos C(I;R) o espaco das funcées continuas de I em R e por
C*(I;R) o espaco das funcées com k derivadas continuas. Finalmente temos o espaco
das funcées com infinitas derivadas continuas C*(I;R). As operacBes de soma e
multiplicacdo por escalar s3o iguais as da Definicdo 35.
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Exemplo 100 As fun¢ées f(x) = cos(z), g(x) = exp(x?) pertencem a C**(R;R). As fun-
coes f(x) =1/z e g(x) = 1/(x*—1) pertencem ao espaco C>((0, 1); R) mas ndo pertencem
a F(R;R) pois ndo estdo definidas no 0 ou no 1.

A funcdo f(x) = |z| pertence a C(R;R) mas ndo pertence aC'(R;R) (ndo possui derivada
em 0).

Observacdo 26 Todo polinémio é infinitamente diferencidvel; se uma funcdo possui k
derivadas entdo ela possui k — 1 derivadas; toda funcdo diferencidvel é continua; toda
funcdo continua é funcio. Deste modo temos a sucessdo de subespacos vetoriais (cada um
é subespaco vetorial de todos os que se seguem):

P, CPCC(;R)---CCFI;R)--- C C*(I;R) C C'(I;R) C C(I;R) C F(I;R).

Exemplos importantes de espacos vetoriais aparecem na teoria de equacdes diferenciais.

Exemplo 101 Considere V' = {y(x)| y"(z) + 9y(z) = 0} C F(R;R).

V' é subespaco vetorial. De fato, dados yi(x),y2(x) € V (solucBes), se tomarmos y =
ayy + by, a,b € R (constantes), como a derivada da soma é igual a soma das derivadas
(linearidade da derivada), calculamos y"+9y = ayy+byy +9(y1+y2) = ayy+9y1+bys + 9y, =
04+0=0.

Note que em particular se y,(z) = sen(3z) e yo = cos(3z), entdo y1,y, € V. Combi-
nac8es destas funcdes também serdo solucBes (na realidade TODAS as solucdes serdo desta
forma, mas ndo provaremos isto). Portanto, V = {asen(3z) + bcos(3x); a,b € R}.

Exemplo 102 Considere V = {y € C*(R;R)| y"(x) + 9y(z) = 9z}

Observe que se yi(x),y2(x) € V, ey = y1 + y2, ¥" + 9y = 9z + 92 = 18z # 9x.
Portanto y & V. Logo ndo é subespaco. Na realidade é um subespaco afim, translacdo do
exemplo anterior. Mais precisamente, seja yo(x) = . Verifique que yo € V, isto é, é solucdo
(particular) da equacdo. Entdo V =y + {asen(3x) + bcos(3z); a,b € R}.

Exemplo 103 Considere V = {y € C*(R;R)| v'(x) + f(x)y(z) = 0}.

Este conjunto é subespaco vetorial. De fato, dados y,(x),y2(x) € V (solucdes), se
tomarmos y = ay; + bys, a,b € R (constantes), como a derivada da soma é igual a soma
das derivadas (linearidade da derivada), calculamos y' + fy = ay| + by + f(y1 + y2) =
ay! + fy1 +bys + fyo=04+0=0. Logoy € V.

Exemplo 104 Considere V = {y € C*(R;R)| v/(z) + y*(z) = 0}.

Este conjunto ndo é um subespaco vetorial. De fato se y é solucdo, w = ay, entio
w 4+ w? = ay + a*y? = ay’ + ay? + ay? = 0 + ay? # 0. Note que apesar de homogéneo,
existe um termo quadratico: V' ndo é tampouco um subespaco afim.

3.2 Combinac3do Linear e Espaco Gerado

Vamos revisitar conceitos de combinacdo linear e espaco gerado ja vistos em R™ no capitulo 1.
A idéia de um vetor ser miltiplo (ou paralelo) de outro é generalizada pela definicdo abaixo.
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Definicdo 41 (combinacio linear) Dizemos que v é combinacdo linear (CL) de
V1,Va,...,V, S V pode ser expresso como

V = a1V + Ve + -+ QpV, = E o; Vi,

onde o;'s sdo escalares.

Exemplo 105 (2,1,7) é combinaco linear de (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,7)7
Temos que verificar se existem o, 3,7 € R tais que a(l ,3) + 6(4,5,6) +~(7,8,7) =
((a+48+T7y), 2a+58+8y), Ba+68+T7y)) = (2,1,7).

\_/\.

la +48 +7y = 2
Precisamos resolver o sistema: 20 +H3 +8y = 1 .
3o +68 +7y = T
1 4 72 1 4 7| 2 1 0 0|55
Escalonando} 2 5 8|1 [~ 0 =3 —6|-3 |~ 0 1 0 8
3 6 7|7 0 0 —2| 7 0 0 1[-35
Como o sistema possui solucdo (poderiam ser infinitas solucées, mas é iinica), obtemos
que é combinacdo linear e que o« = —5.5, = 8,7 = —3.5.

Exemplo 106 Considere os vetores de P (espaco de todos os polinémios) u = z° + =,
v=22—2 w; =32°— 2%+ 42 e wy = 2% + 22% + 10. Determine se w, wy sdo CL de u
ev.

De fato, wy é CL pois wy = 3z — 2? + 4o = 3(2® +2) — (22 —2) =3u—v.

Por outro lado, wo ndo é combinacdo linear. Isto pois wy = 23+ 222+ 10 = a(2®+x)+
B(x? —x) = ax® + B2 + (o — 1)z. Note que para qualquer valor de «, 3, no obteremos o
10. Portanto, wo # au+ (v para todo «, 5 € R.

Exemplo 107 Considere os elementos de F(R;R) u = sen?(x) e v = cos?(x) Determine
se w = cos(2x) é combinacdo linear de u, v.
E combinacdo pois, por uma identidade trigonométrica conhecida, w = v — u.

Definicdo 42 (combinacao linear trivial) A combinacio linear (CL) trivial é obtida co-
locando todos os coeficientes iguais a zero:

O:OV1+0V2—|—"'+OVP.

Os exemplos anteriores mostram a conexdo entre combinacdes lineares e sistemas. Para
saber se um vetor é combinacdo linear de outros vetores (ou ndo) precisamos resolver um
sistema linear.

Definicdo 43 (espaco gerado) O espaco gerado pelo conjunto de vetores

{v1,va,...,v,}, denotado por (vi,vs,...,v,) ou ainda (em inglés e em diversos livros)
por span{vy, vs,...,V,}, é o conjunto de todas as combinagcBes lineares de v1,vs, ..., v,.
Portanto,

p
(Vi,Va,...,Vp) = span{vy,Vva,...,V,} = {Z%Vi
i=1

a; € R, 7;:1,2,...,p}.
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Definicdo 44 (conjunto gerador) O conjunto {vi,vs,...,v,} gera (é conjunto gera-
dor de) W se W = (vq,Va,...,Vp).

Convencdo 1 Convencionamos que (()) = {0}, isto é o espaco gerado por um conjunto
0

vazio de vetores é o subespaco trivial {0}. Isto é consistente com a convencdo que E v; = 0.
i=1

Lema 3 (conjunto gerado é subespaco) O conjunto gerado por {vy,vs,...,v,} é um
subespaco vetorial.

p p
Prova: De fato, seja H = (v1,Va,...,V,). Dadosu,v € H, u= ZUM‘, w = sz‘Vz‘-

i=1 =1
p

Ent3o tomando u; = 0 concluimos que 0 € H. A soma u-+w = Z(ul + w;)v; € H.

=1
p

Finalmente, dado oo € R, au = Z(aui)vi € H. |

=1
Exemplo 108 ((1,0,0), (0,1,0)) = {(z,5,0) | 2.y € R} # R*.

Exemplo 109 Prove que é subespaco e determine base para H = {p € P2| p(2) = p(3)}
contido em P,.

E subespaco pois se dois polinémios possuem mesmo valor em 2 e 3, combinacées lineares
também possuirdo o mesmo valor.

Seja p(z) = ax?+bx +c. Como p(2) = p(3), 4a+2b+c = 9a+ 3b+ ¢, temos a equacdo
5a + b = 0. S3o trés varidveis e uma equacdo. Portanto sdo duas varidveis livres: ¢ = r e
b=s, coma=—-b/5=—s/5.

Logo V = {—s/52® + sz +r; r,s € R}, um plano (dimensdo 2) em P,. Tomando
r=0,s=1obtemosu=—2?/5+x,r=1,s=0 obtemosv =1. LogoV = (u,v).

Exemplo 110 Determine uma base para H = {p € Ps| p(1) =0} C Ps.

Seja p(r) = ax® + bz +cx+d. Comop(l)=0,a+b+c+d=0. Sdo quatro varidveis
e uma equacdo. Portanto s3o trés variaveis livres: d =r,c = s,b =1, coma = —r —s —t.
Logo H = {(—r — s — t)2® + tz® + sx + r}. Colocando r,s,t com 0 e 1 alternadamente,
obtemos u = —2% +1,v = —2® + x,w = —23 + 2. Portanto H = (u,v,w).

Outra parametrizacdo possivel é tomar como variaveis livres: a = r,b = s,c = t, com
d = —r —s —t. Colocando r,s,t com 0 e 1 alternadamente, obtemos u = 2% — 1,v =
> —1,w =21z — 1. Portanto H = (u,v,w).

Exemplo 111 Seja W = {p € P, | p(1) = 0}. Prove que
W={z-1), z(z-1), ..., 2" (- 1)).

De fato, dadop € W, como p(1) = 0 (1 é raiz), podemos dividir o polinémio por (z — 1),

obtendo que p(z) = (v — 1) (i aixi> = iai (z'(z - 1)).

1=0
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Exemplo 112 Como cos(2x) = 2 cos®(x) — 1, temos que cos(2z) € (1, cos(x), cos®(x)).

Exemplo 113 Utilizando a identidade do Exemplo 112, que sen(2x) = 2sen(z)cos(z) e
cos(3z) = cos(x) cos(2z) — sen(z) sen(2x), obtemos que cos(3x) = 2 cos®(x) + 2 cos*(r) —
cos(x) — 2.
Concluimos que cos(3z) € (1, cos(x), co (x),cos3(x)>
Generalizando concluiremos que cos(n ) (1,cos(x),...,cos"(x)).

O préximo exemplo é mais sofisticado. Este tipo de combinac3o linear é utilizado nos cha-
mados métodos dos elementos finitos, muito importante no célculo de estruturas (engenharia
civil, naval, mecénica etc.).

.\0 1 !

Figura 3.5: Elementos finitos

Exemplo 114 Considere as funcées ¢y, ..., ¢p3 mostradas na Figura 3.5. Observe que elas
sdo caracterizadas como funcées lineares por partes (entre dois inteiros quaisquer elas sdo
lineares, isto é, o gréfico é um segmento de reta) e que ¢;(j) = d;;, onde §;; é chamado de
delta de Kroenecker, definido como 1 se i = j e 0 caso contrério. Assim ¢y(0) =1 (i=j)e
do(1) = 69(2) = 0. Do mesmo modo, ér(1) = 1 (i = j) e ¢1(0) = 61 (2) =

Agora podemos fazer combinacées lineares destas funcées. Poderemos obter uma funcdo

linear por partes qualquer pois se quisermos que f assuma valores f(j) = a;, comj =0,...,3,

tome f = Zal@ Deste modo f(0 Zal@ = appo(0) = ap - 1 = agy (as outras
=0

fungbes ¢1(0) = ¢2(0) = ¢3(0) = 0), e de forma anéloga, f(1 Za,gf)z =

também f(2) = ao, f(3) = ag. Desta forma CL das ¢;'s podem gerar qua/quer funcdo linear

por parte:
(o, ..., ¢3) = < fungdes tipo V\/

3.3 Dependéncia e Independéncia Linear

Vamos revisitar conceitos de LI e LD, ja vistos em R™ e provar um lema que caracteriza
conjuntos LDs.
Vamos iniciar motivando com dois exemplos o conceito de (in)dependéncia linear.
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Exemplo 115 Vamos ilustrar trés casos tipicos de conjuntos gerados por 1,2 e 3 vetores,
que geram, respectivamente, uma reta, um plano e um espaco tridimensional:

1 vetor 2 vetores 3 vetores

Exemplo 116 Pode ocorrer, no entanto, de um dos vetores ser “redundante” (desnecessario),
e o espaco gerado por 2 vetores ser uma reta ou por 3 vetores ser um plano:

2 vetores 3 vetores

Falamos que um vetor é “redundante” se ele & CL dos demais, isto é v, & redundante num
p

conjunto {vy,va,...,v,} se v, = E a;v;. Neste caso podemos escrever que
i=1
itk
vy + .o+ ap Vg —1vg o Vi + ..o+ apvy, = 0.
Portanto, 0 pode ser expresso como CL n3o-trivial dos v;'s.

A questdo é: Vale a volta, isto é, se 0 é CL n&o trivial entdo um dos vetores é redundante?
A resposta é sim. Suponha que 0 pode ser expresso como CL n3o-trivial dos v;'s,

p
Z a;vi =0, com ay # 0.

i=1

Dividindo-se por (—ay) obtemos que

oy _ %k—1 — — QK41 — — %y =
V1T o Vk-1 1vy, o VEHL = - T oV 0
e portanto

P

Q
Vi = E ——V;

o

=1 Ok

i#k

Definicdo 45 (dependéncia linear) Um conjunto de vetores é linearmente dependente

(LD)
e se existe um vetor que é CL dos demais ou, equivalentemente,

e se o vetor nulo pode ser expresso como CL n&o-trivial destes vetores.
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Definicdo 46 (independéncia linear) Um conjunto de vetores é linearmente independente

(L1)
e se ele ndo é LD ou, equivalentemente,

e se a (inica forma de expressar o vetor nulo como CL destes vetores é com uma CL trivial.

Convencao 2 O conjunto vazio é dito LI.

Lema 4 (caracterizagcdo dos conjuntos LD) Os vetores vy, Vs, ..., Vv, sdo LD se, e s6
se, existe um vetor que é combinac3o linear dos anteriores, v;, = E V.
i<k
Prova: Se: trivial.
k
S6 se: seja k > 1 minimo tal que v, vy, ..., vy sdo LD. Seja E a;vi = 0 CL n3o-trivial.
i=1

k—1
Se «y, fosse zero, E o;v; = 0 seria CL n3o-trivial, contrariando a minimalidade de k. Assim,

i=1
Bl
i
ap #0e vy =— a—vi. [
, k
=1

Exemplo 117 {vy, vo, v3} ={(1,2,3), (2,3,4), (3,4,5)} é LD.
De fato, vi — 2vy + v3 = 0.

Exemplo 118 Considere vi = sen(2z) e vy = sen(x) cos(x). O conjunto {vy, va,} é LD.
De fato, vi — 2vy = 0, isto é, sen(2x) — 2sen(x) cos(z) = 0 para todo = € R.

Exemplo 119 Considere vi = sen?(z), vy = cos*(x) e vo = 1. O conjunto {vy, Vo, v3} é
LD.
De fato, vi + vy — v3 = 0, isto é, sen?(z) + cos®*(z) + —1 = 0 para todo = € R.

Exemplo 120 {1,¢,...,t"} é LI
De fato, ag + ait + -+ a,t™ = 0 para todot € R se, e somente se, a; = 0 para
1=1,...,n.

Exemplo 121 Retomando as fun¢Bes da Figura 3.5 da pagina 62. O conjunto {¢y, ..., ¢3}
é Ll

De fato, suponha que f(t) = agpo(t) + ---asps(t) = 0 para todo t € R. Portanto
f(0) = 0. Como f(0) = appo(0) + ---azp3(0) =ag-1+a; -0+ +az-0=ay =0,
concluimos que ag = 0. De forma anéloga, f(1) = agpo(l) + a1¢1(1) + ---azps(l) =
ag-0+ay-1+---+as-0=a, =0, concluimos que a; = 0. Procedendo desta forma,
concluiremos que ay = a; = as = a3 = 0, e que a dnica CL de zero é trivial.

Exemplo 122 (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,7) é LI?
Temos que verificar se existem «, 3,y € R ndo-nulos tais que «(1,2,3) + (5(4,5,6) +
Y(7,8,7) = ((a + 48+ 77), (2a + 58 + 8), (3 + 68 + 7)) = (0,0,0).
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laa +408 +7v

Existe solucdo ndo-trivial para o sistema: { 2a +50 +8v
3a +68 +Tv

1 4 710 1 4 7

Escalonando parcialmente, | 2 5 8|0 | ~ | 0 —3 —6
3 6 7|0
s

I
oo o
'~

0 0 -2
Concluimos que o sistema possui somente solucdo trivial. Portanto o conjunto é LI.

Exemplo 123 (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,9) é LI?
Temos que verificar se existem «, 3,y € R ndo-nulos tais que «(1,2,3) + (5(4,5,6) +
Y(7,8,9) = (e + 48+ T7), (2 + 58 + 87), (3a + 68 + 97)) = (0,0,0).

la 4458 +7yv = 0
Precisamos resolver o sistema: { 2o +53 +8y = 0 .
3o +68 +9y = 0
1 4 710 1 4 710
Escalonando, | 2 5 8|0 | ~ | 0 =3 —6]0
3 6 910 0O 0 010

Concluimos que o sistema possui infinitas solucées. Portanto existe solucdo n3o-trivial do
sistema e o conjunto é LD.

Observacao 27 Para determinar se é LI ou LD basta escalonar matriz com vetores em
cada coluna (veja os dois exemplos anteriores novamente). N3o precisa ser forma total-
mente escalonada. Isto segue do Corolario 1 da pagina 40, pois precisamos saber somente
se o sistema homogéneo possui solucio tnica ou infinitas solucées, ndo precisamos calcular
a solucio.

Surpreendentemente (ver Lema 6 da pagina 66), também podemos determinar se é LI ou
LD escalonando matriz com vetores em cada linha, que de forma geral é um método mais
eficiente pois linhas (vetores neste caso) serda menor que o nimero de colunas (dimensdo
do espaco ambiente).

3.4 Base e Coordenadas

Vamos revisitar conceitos de base e coordenadas, ja vistos em R™ no Capitulo 1.
Qualquer vetor do R™ pode ser expresso como combinacdo linear Gnica dos vetores

n
e1,€y,...,e, (base canénica) dado um vetor v € R", v = (vy,...,v,) = E e =
i=1
(v, (g, ..., (v, Se, € somente se, a; = v; para todoi =1,...,n.

Definicdo 47 (base) Um conjunto ordenado S é base de V' se todo vetor de V' se expressa
de forma dnica como combinac3o linear dos elementos de S.

Exemplo 124 {e;, ey} é base de R? pois dado (a,b) € R?, (a,b) = ae; + bey de forma
fnica.

Exemplo 125 {(0,—1),(1,0),(0,1)} ndo é base de R* pois dado (a,b) € R?, (a,b) =
a(1,0) + (b + A)(0,1) + X(0, —1) para qualquer A € R. Ou seja, todo vetor do R* pode
ser expresso porém de diversas formas distintas. Por exemplo (3,2) = 3(1,0) + 2(0,1) +
0(0,—1) = 3(1,0) + 1(0,1) — 1(0, —1).
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Exemplo 126 O conjunto
g={1,1,...,1), (0,1,...,1), ..., (0,...,0,1)} = {by,by,...,b,} CR" é base.

De fato, dado um vetor v = (vy,...,v,) € R*, v = Zaibi = (o1, g+ g, oy +ag+
as, ...) se, e somente se,

a1 =V a1 = U
a1+ ag = vy Qg = Vg — Q1 = Vg — Vg

Q1 + g + a3 = U3 &3:U3—(061+(12):U3—U2

Ver outros exemplos em R™ na Secdo 1.3 da pagina 15.

Exemplo 127 3 = {1, t, t*} é base de P, pois dado p € P, p(t) = at* + bt + c1, CL dos
vetores da base.

Exemplo 128 3= {1, ¢, t}, ..., t"} C P, é base.
E evidente que todo vetor do espaco pode ser expresso como CL destes vetores.

Unicidade: sabemos que Za,tl Zbit’ para todot € R se, e somente se, a; =
=0
bi, i:O,l,...,n.

Lema 5 (caracterizacdo de base) O conjunto (3 é base de V' se, e s6 se:
(a) 5 geraV;
(b) 3 €& LI

Prova: Se: Seja [ base de V. Da definicdo de base, segue que 3 é gerador. Da unicidade
de representacdo de 0, segue que 3 é LI.
S6 se: Seja 0 LI e gerador. Todo vetor pode ser gerado como CL dos vetores de (3.

Suponha v = Zalv, = Zfivi. Ent3o, Z(ai —&)vi =0. Como félLl,a;—& =0
i=0 i=0
para i =0,. n Portanto a; = &; para i =0,...,n e a representacdo é Gnica. [

Observa(;ao 28 Por este Lema, para que um conjunto seja base ele deve ser:
(a) grande o suficiente para gerar todos os vetores;
(b) pequeno o suficiente para ser LI.

Dado um espaco gerado por uma lista de vetores do R™ como extrair uma base? I

Como operacdes elementares n3o alteram o espaco gerado, isto pode ser feito escalonando
uma matriz que tem estes vetores como linhas.

Lema 6 (escalonamento e espaco gerado) Seja A = | ------ e B =

------ matrizes equivalentes, isto é B é obtida através de operacées elementares
— Vi —
aplicadas em A. Ent3o os espacos gerados (uj, s, ..., u,,) € (Vi,Va, ..., Vi) sdo iguais.
Além disso, se B estiver escalonada (ndo precisa ser totalmente escalonada) entio
{v1,va,...,vg} é LI
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Prova: Basta verificar que cada uma das operacdes elementares preserva o espaco gerado:

(a) Trocar a ordem das linhas claramente n3o altera;

(b) Multiplicar uma linha por um escalar ndo-nulo. Vamos provar quando o espaco é
gerado por um dnico vetor. Suponha k # 0, vamos mostrar que (v) = (kv). De fato, seja
w = av € (v). Entdo w = a/k(kv) € (kv). Por outro lado, se w = bv € (kv). Entdo
w = bk(v) € (v).

(c) Substituir linha por sua soma com miltiplo de outra. Podemos verificar no caso de
espaco gerado por dois vetores: Vamos provar que (u,v) = (u+ av,v). Sejaw = cu+dv €
(u,v). Entdo w = c(u+av)+(d—ac)v € (u+ av,v). Poroutro lado se w = c(u+av)+dv,
entdo, w = cu + (ac + d)v € (u+av,v).

(d) Descartar linhas s6 de zeros preserva pois 0 é sempre um vetor LI.

Se a matriz B estiver escalonada, entdo qualquer combinacdo linear de {vy, v, ..., vy}
resultard num sistema tipo triangular inferior (similar a forma escalonada, que é tipo triangular
superior), cuja anica solugdo é a trivial. [ ]

Exemplo 129 Determine uma base para o espaco gerado por

W = <(172a 17 _1)7 (2a 1707 2)7 (3a 37 17 1)7 (4a 5a 270> .

121 -1
. 210 2 1 2 1 —1
Seja A = 531 1| Escalonando obtemos B = 0 1 2/3 —4/3 (duas
4 5 2 0

linhas foram descartados por conter somente zeros). Assim
W ={((1,2,1,-1),(0,1,2/3,—4/3)). E claro que formam base pois a matriz ests escalonada.

Definicdo 48 (coordenadas) As coordenadas do vetor v. € V na base § =

{b1,bs,...,b,} de V, sdo os coeficientes «;'s (inicos pela Definicio 47 de base) usados
n

para combinar linearmente os vetores b;'s de forma a gerar v, isto é, v = E a;b;. Denota-

i=1
mos por

Desta forma, as coordenadas s3o escritas como uma matriz de uma coluna.

Note que [-]g: V — R" & uma fungdo que associa a cada vetor suas coorde-
v = V]
nadas, que sdo (nicas pela Definicio 47 de base.
Veja exemplos basicos em R™ na Secdo 1.3 da pagina 15.

Exemplo 130 Considere a base 3 do Exemplo 126.
E facil ver que um vetor v = (v1, vy, ...,v,) € R" pode ser escrito como

vV = ’U1b1 + (UQ — Ul)bg +---+ (’Un — ’Unfl)bn.
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Desta forma as coordenadas de v com relacdo a base (3 é:

U1
Vg — U1

[v]g = [(Ul,vg,...,vn)] =

B
Un — Up—1

Os dois exemplo a seguir mostram como determinar as coordenadas de um vetor numa
base qualquer dadas suas coordenadas na base canénica e vice-versa. Note que um caso é
direto, o outro envolve resolver um sistema linear. Juntando os dois exemplos podemos passar
de uma base « qualquer para outra (3, bastando passar pela base .

Como determinar coordenadas de vetor na base candnica dado suas coordenadas em uma
outra base?

Exemplo 131 3= {(1,1,1), (1,0,1), (2,0,—1)} é base de R®. Determine v sabendo que
2
Vis=1 3
-1
Efetuando, v =2(1,1,1) 4+ 3(1,0,1) — (2,0, —1) = (3,2,6)

Como determinar coordenadas numa base dada sabendo-se suas coordenadas na base cané-
nica? I

Resolvendo um sistema linear, conforme préximo exemplo.

Exemplo 132 3 ={(1,1,1), (1,0,1), (2,0,—1)} é base de R®. Determine as coordena-
das de (4,3,7) na base 3, isto é, determine [(4,3,7)]s.
Precisamos determinar ay,as,a3 € R tais que a;(1,1,1) + a2(1,0,1) + a3(2,0,—1) =
(4,3,7). Expandindo, obtemos que (a; + as + 2as, ay, a1+ as —az) = (4,3,7), o sistema
1@1 + 1&2 + 2@3 = 4
linear: lay, + 0Oay —+ Oaz = 3 .

1&1 + 1@2 + (-1)&3 =7
11 214 1 00 3
Escalonando obtemos | 1 0 0|3 |~ |0 1 0| 3
11 —-1|7 0 0 1]-1
3
Portanto a solucdo é dnica com (a1, as, as) = (3,3, —1). Portanto, [(4,3,7)]s = 3
—1

Exemplo 133 Dado 3 = {1+ z,1 —z,2%}, u=5, v =06+ 52? e w = 8¢ — 2 determine
[ulg, [v]s, [W]s.
5/2
Comob5="5/2(14+x)+5/2(1 —x), [ulzg= | 5/2
0

3
Como 6+ 522 =3(1+2)+3(1—x)+52% [v]g=| 3
5
(

Queremos 8t —2 = ol + ) + f(1 —2) = a+ B+ (o — f)z. Temos que resolver o

3
at 0 = 8 pesolvendo obtemos a=3,0=05. Logo[wlg=| 5
0

szstema{ a—ﬁ _ 9
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Exemplo 134 Dados 3 = {sen®(z), cos*(z)}, v = {1,sen?(z)}, u = cos?(x), v = cos(2x)
e w = 1, determine [u]g, [V]s, [W]g, [u],, [V],, [W],.

Como cos(2z) = cos?(x) — sen(z) = 1 — 2sen(x), [u]y = {O } V] = [_1 }

I B 3 O S

O préximo lema pode ser omitido numa primeira leitura. Ele diz que qualquer espaco
vetorial com base formada por um namero finito de vetores é essencialmente igual (mais
precisamente, pode ser representado por) a R". Em linguagem matematica mais precisa,
dizemos que V e R" sdo espacos vetoriais isomorfos.

Lema 7 (mapeamento vetor — coordenadas é linear) Considere V espaco vetorial
com base 3 com n vetores. O mapeamento |[-]z: V — R* &
v e Vs
(a) linear, isto é, preserva combinacdes lineares

[au+9v]; = aluls +9[v]s Va,7 €R, Vu,veV;

(b) injetivo, isto é, se [v]z = [W]|g entdo v = w.

Observacao 29 Preservar combinaces lineares é o mesmo que preservar soma vetorial e
multiplicacdo por escalar:

u+vjg=[ulg+[v]g Yuvev,

[au]g = afu]p Ya e R, Yue V.

Prova: (a) Seja 8 = {vy,vy,...,v,} base de V, u = Z%‘Vi, W = Z%VZ‘, u+

aq 4!

w = Z(ai + v;)vi. E imediato que [u]s = o, W = ol u+wlg =
i=1 o, Yo
o+ o M S
: = |+ | ¢ | =[ulg+[w]s. Analogamente, [(u]s = : = &[ulg.
O + Vn Qp Tn §an,
b) segue da unicidade da representacdo de um vetor como CL de vetores de uma base.

3.5 Dimensao

Nesta secdo definimos conceito de dimensdo como o nimero de vetores em uma base. Para
isto temos que provar que este niimero serd sempre o mesmo independente da base. Além
disso uma seqiiéncia de resultados provara que se o espaco é de dimens3o finita entdo qualquer
conjunto LI pode ser estendido para formar uma base.

Vamos comecar distinguindo os espacos de dimens3o finita e infinita.

Definicdo 49 (dimensao finita e infinita) Um espaco que admite base finita é de di-
mens3o finita. Um espaco que ndo admite, é dito de dimensao infinita.



70 CAPITULO 3. ESPACOS VETORIAIS

Exemplo 135 R" é de dimens3o finita, pois ¢ = {ej,es,...,e,} € base.

2

Exemplo 136 P, é de dimens3o finita, pois ¢ = {1,x,x* ... 2"} é base.

Exemplo 137 P é de dimens3o infinita.

De fato, dado 3 = {p1, P2, - - ., Pn} C P conjunto finito qualquer, defina N = maéc grau(p)
pe

e q(x) = 2Vl Entdoq € P, mas q & (3) pois grau(q) = N +1 > N > grau(p) para
todop € (3. Logo, 3 ndo é base.

Exemplo 138 Os espacos C*(I;R), C*(I;R), C*(I;R), C}(I;R), C(I;R) e F(I;R) sdo de
dimens3o infinita.
De fato todos os espacos acima contém o espaco P (vide Observacdo 26 da pagina 59).

O préximo lema é fundamental para a definicdo de dimens3o. A demonstracdo pode ser
omitida numa primeira leitura.

Lema 8 (conjunto gerador e LI) Sejam 5 = {uj,uy,...,u,},v = {vi,va,...,v,} C
H. Se 3 é gerador de H e v é LI, entdo m > n.

m
Prova: Sejam a;; tais que v; = E a;;u;. Defina A = [a;] e
i=1 j=1,..,n
Suponha, por absurdo, que n > m. Portanto o namero de varidveis (n) é maior que
o namero de equacdes (m) no sistema homogéneo. Neste caso, existe x # 0 tal que

Ax = 0. Logo Za:jaj = 0, o que implica que ijaij = 0 para todo i. Segue que

=1 j=1
m n n m n
E Tiai5 | Uy = 0. Portanto E Z; E ai;u; | = E TV = 0.
i=1 \j=1 j=1 i=1 j=1
Concluimos que ~ n&o é LI! Como isto & absurdo, concluimos que n < m. [ ]

Corolario 2 Toda base de um subespaco vetorial de dimensdo finita tem o mesmo nimero
de elementos.

Prova: Sejam = {vy,vs,...,v,,} ey ={uy,uy,...,u,} bases. Pelo Lema 8, como /3 &
gerador e v & LI, entdo m > n. Trocando os papéis de (3 e -, novamente pelo Lema 8, como
~ é gerador e 3 é LI, entdo n > m. Como m > n e n > m, concluimos que m = n. [

Este Corolario justifica a préxima definic3o.

Definicdo 50 (dimens3do) A dimensao de um (sub)espaco vetorial de dimenséo finita é o
ndmero de vetores em (qualquer) uma de suas bases.

O préximo lema nos diz que podemos eliminar vetores que sdo CL de outros de um conjunto
sem modificar o espaco gerado.

Lema 9 (eliminando vetores redundantes) Dado um conjunto S = {vi,va,...,V,}
LD, seja vy, CL dos demais. Entdo (vy,..., Vi _1,Vki1,---,Vn) = (S).

Prova: Temos que v, = Z%Vz‘- Dado w € (S), temos w = Z%Vz’ = Z%Vi +
ik i ik
ViV = Z%Vz’ + Y Z%Vi = Z(% + yray)v;. Logo w = Z(% + Yray)v; e portanto,
itk itk i#k ik
W E (Vi,.o o, Vi1, Viid, -y Vi) ]
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Corolario 3 Todo conjunto gerador contém uma base.

Prova: Se o conjunto é LI, nada a fazer. Se & LD, hd um vetor que é combinacéo linear
dos demais. Descarte este vetor; o subconjunto obtido ainda é gerador (pelo lema anterior).
Repita o procedimento até que o subconjunto obtido seja LI (assumimos tacitamente que o
conjunto inicial & finito). n

Finalmente, o resultado abaixo garante que, dado um conjunto de vetores LI em um espaco
vetorial de dimensido finita, este pode ser estendido a uma base.

Lema 10 (estendendo conjunto LI em base) Todo conjunto LI em um espaco de di-

mens3o finita pode ser estendido a uma base. Ou seja, se {vy,va,...,V,} é LI, existem
Vo, ..., Vy tais que {vy, Vo, ..., V,, Vpi1,...,V,} € base.

Prova: Seja {vy,vy,...,v,} Ll e 8 ={uy,u,,...,u,} base. Note que
{vi,va,...,vp,us,ug,...,u,} é gerador. Aplique o resultado anterior, notando que, en-
quanto o subconjunto é LD, existe um vetor que é combinacdo linear dos anteriores. Este
ndo pode ser um dos v;'s. Portanto, os v;'s ndo sdo descartados no processo. [ ]

Corolario 4 Em um espaco de dimensdo n:
e um conjunto com mais de n vetores ndo é LI;
e um conjunto com menos de n vetores ndo é gerador; e

e um conjunto de n vetores é gerador se e sé se é LI.

3.6 Exercicios de Espacos Vetoriais

3.6.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. Determine se s3o subespacos vetoriais do R™:

(a) o conjunto-solu¢do de um sistema linear homogéneo;

(b) o conjunto-solugcdo de um sistema linear cujo lado direito tem como entradas inteiros
maiores do que 1;

(c) plano passando pela origem no espaco;

(d) reta que n3o passa pela origem no plano;

(e) parabola que passa pela origem no plano;

(f) primeiro quadrante do plano;

Exercicio 2.
(a) Se o espaco gerado por u é igual ao espaco gerado por v entdo necessariamente
(u = v, u é miltiplo de v, u é perpendicular a v, nenhuma das a/ternativas)
(b) Se (u,v) = (u,w) entdo necessariamente (v = w, v é miltiplo de w, v é
perpendicular a w, nenhuma das alternativas)
(c) Sabendo que o conjunto {w} & LI podemos afirmar que w é (ndo nulo, nulo).

Exercicio 3. Escolha uma op¢do. Dizer que {vy,va,...,v,} é LI é 0 mesmo que dizer que:
(A)se \y =--- =X\, =0, entdo \yvy +---\,v,, = 0;
(B) A\ivi+ - Ayv,, = 0 para todo \; € R;
(C)se \qjvi+---A,v, =0, entdo A\ =--- =\, =0;

OVersio 16.jul.2008 9h
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(D) v; #0 paratodoi=1,...,n;
(E) v; ndo é miltiplo de vy se i # k.

Exercicio 4. O vetor (—2,1,5, —3) € R* pode ser representado como o(a) (dominio,
imagem, grafico, zero) da funcdo f € F({1,2,3,4};R) definida por f(1) = __, f(2) = __,
fB)=_ f4)=__

Exercicio 5.0 elemento neutro para soma do espaco vetorial das funcBes reais é o(a)

(m]mero zero, funcio identidade, funcio identicamente nula, conjunto vazio).

Exercicio 6. Determine se sdo subespacos vetoriais de F(R; R):
(a) conjunto das fun¢des continuas;
(b) {f(z) = asen(z) +2, a € R};
(c) {f(z) = ax® +b, a,b € R};

Exercicio 7. Considere W = (uj, ug, ..., u,,). Obtemos base de W (escalonando,
multiplicando, zerando, somando) uma matriz que tem estes vetores como (/inhas,
colunas).
Exercicio 8.Seja W o subespaco-solucdo de um sistema linear homogéneo com 4 equacdes:
(a) eliminando uma equacdo, dim(W) (pode aumentar, pode diminuir, permanece
a mesma);
(b) acrescentando uma equacdo (com lado direito igual a zero), dim(W) (pode

aumentar, pode diminuir, permanece a mesma);
Exercicio 9. Sejam V, W C R? subespacos vetoriais, com dim(V) = 2 e W uma reta.

(a) dim(W) = _ (0, 1, 2 3); (b) V' & um(a) (ponto, reta, plano, sistema);
Exercicio 10. Pode ser base de R® um conjunto de:

(a) 4 vetores LIs? (b) 5 vetores LDs? (c) 6 vetores?

Exercicio 11.Seja 3 C R7 LI.

(a) ﬂ pOSSUi (no maximo, exatamente, no ml’nimo) 7 vetores;

(b) retirando de 3 um vetor, obteremos um conjunto que (é LI, é LD, pode ser LD);

(c) acrescentando a (3 um vetor w ¢ (3, obteremos um conjunto que (e Ll éLD,
pode ser LD);

(d) o vetor 0 _(pertence, ndo pertence, pode pertencer) apf.
Exercicio 12.Seja 3 C R gerador.

(a) 8 possui (no maximo, exatamente, no minimo) 7 vetores;

(b) retirando de 3 um vetor, obteremos um conjunto que (é gerador, nao é gerador,
pode ser gerador);

(c) acrescentando a 3 um vetor w ¢ (3, obteremos um conjunto que (é gerador,
n3o é gerador, pode ser gerador);

(d) o vetor O _(pertence, ndo pertence, pode pertencer) d ﬁ
Exercicio 13.Se W = (vq,vy,...,V,) entdo:

(a) 0 _ (e,¢) W; (b) 6vo — 5vs _ (g,¢) W, (c) dimW _ (=<;<>>) n.

3.6.2 Problemas
Subespacos do R"

Problema 1. Determine se é subespaco vetorial de R3:
(@) {(a,b,c)| a,c e R,b=a+c+ 1};
(b) {(a,1.1)] a € R};
(c) {(a,b,¢)| a,b € R,2a + 3b = 5¢};
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Problema 2. (Shilov p.56 #1,#2) Determine se formam um subespaco vetorial do R? sub-
conjunto de todos vetores:

(a) com excecdo daqueles paralelos a uma reta dada;
(b) cujas coordenadas sdo maiores ou iguais a zero.

Problema 3. (Shilov p.57 #9) Considere V e W planos distintos contendo a origem em R3.
Determine:

(a) Vnw, (b) V+W.
Problema 4. Determine se:

(a) (1,0, 6) ((1,0,1),(1,2,1));
(b) (1,-2,1) € {(1,0,1), (1,2,1));
(c) {(0 O 2 ,2),(3,3,0,0),(1,1,0,—1)} é LI;
Problema 5.

(a) {(0,0,0)} C R3 & LI?
()){( —2)} CR3 & LI?

(c Caracterlze de forma geral, os conjuntos de um anico elemento que sdo LI.

Problema 6.

a) {(0, 0 O) (1,0,—2)} C R3 & LI?
b) {(1,0,-2), (1,2,1)} CR3 & LI?
c) {(1,0,-2), (2,0,—4)} CR3 & LI?
)

d Caracterlze de forma geral, os conjuntos de dois elementos que sdo LI.

Problema 7.
(a) {(1,0,-2), (2,1,1), (4,1,—1)} C R® & LI?
(b) {(1,0,-2), (2,1,1), (1,2,8)} CR3 & LI?
(c) Existe uma caracterizagdo facil dos conjuntos de trés elementos que sdo LI? (Facil no

sentido de que se possa decidir “de cabeca” se o conjunto é ou ndo LI, sem a necessidade de
se escalonar nada.)

Problema 8. Fazendo o minimo necessario de contas, diga se sdo bases de R3:

17T [1]
(a) L],]2
_1_ _3_
(17 [0 [3]
(b) 1|,{0].,]0
1] (0] | 1]
1] [1] [3] 0
(c) Ll,(21].,]10],[1
1] [3] | 1] 2
1] [27] [3]
(d) 1{,l2],]0
1] 2] | 1]

Problema 9. Determine uma base e a dimensdo dos seguintes subespacos de R*:
(a) hiperplano {(z,y, z,w) | * + y — w = 0};
r+z—w=0
—z4+w=0"
01 =3 0]0 |
00 01 ‘ 0 ]

(b) conjunto-solucdo de

(c) conjunto-solu¢do de [
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r+2s+1
—s—2t
@] o psu |[noteR
r—3t
r—y=0
Problema 10. Considere o conjunto-solu¢do do sistema: y+w =0 . Queremos retirar
r+w=0

uma equagdo e acrescentar uma equagdo ao sistema mantendo o mesmo espago solucio.
Determine uma equacdo que pode ser:

(a) retirada;

(b) acrescentada, que seja ndo-nula e distinta das outras.

Problema 11. Considere v = (0,5,1). Determine [v], (coordenadas de v com relacdo a

base (3), onde 5 = {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)}.

Ll e LD: tedricos

Problema 12. Prove que para qualquer u,v,w € V o conjunto {u—v,v—w,w—u} é
LD.

Problema 13.Sejam {vy,vy,...,Vv,} vetores LI e W = (vy,vs,...,v,). Prove que:
(a) se w € W entdo {w, vy, Vva,...,v,} éLDs;
(b) {va,...,v,} &Ll
() (vo,...,vy) #W .

Espacos de Polinémios e Funcées

Problema 14. Verifique se é subespaco vetorial de F([a, b];R) as fun¢Bes f : [a,b] — R tais
que:

(a) f(a) = f(b) =0; (b) f(a) = f(b) =1,

(c) f(z) > 0 para todo x € [a, b]; (d) f é derivavel e f'+2f = 0.
Problema 15. Mostre que é LD:

(a) {1+2z, 1+x, 1 —a} C Py

(b) {1, sen?(z), cos*(z)} C F(R;R).

Problema 16. Determine se s3o Lls ou LDs em Ps:

(a) {1, z?, 2% + 4}; (b) {z +2, z+ 3, 2* — 3}; (c) {2? — 2z, 1+, 2% + 2}.
Problema 17. Considere o espaco das funcdes infinitamente diferenciaveis f : [a,b] — R,
denotado por C*(RR;R). Verifique que o subespaco:

(a) {f € C*(R;R)| f' = 0} & gerado por g tal que g(z) =1,

(b) {f € C*(R;R)| f' — f = 0} é gerado por ¢ tal que g(z) = €*;

Problema 18. Determine se é subespaco vetorial de P, (espaco dos polinémios de grau menor
ou igual a 4). Em caso afirmativo determine uma base e dimens3o.

(@) {p € Pal p(2) = 0}; (b) {p € Pul p(2) = 1}.
Problema 19. Considere 8 = {1,1 — z,2* — 1}. Determine:

(a) [al; onde g(z) = 2 — x; (b) [p] onde p(z) = 2* + = + 1.
Problema 20. Considere as funcdes ¢y, . . ., ¢3 mostradas na Figura 3.5 da pagina 62. Defina

B = {¢o,...,p3} (é base). Seja f : [0,3] — R a funcdo representada no grafico abaixo.
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Determine [f] .

3.6.3 Desafios

Desafio 1. Prove que se V C R! é um subespaco vetorial entdo VV =0 ou V = R.

Desafio 2. (Shilov p.57 #10) Considere W C V' C R™ com dim(W) = dim(V'). Prove que
Ww=V.

Desafio 3. (Hefferon) Prove que se U e V' sdo ambos subespacos de dimensdo 3 contidos
em R entdo U NV & ndo-trivial (possui pelo menos dimensdo 1). Generalize.

Desafio 4. (Shilov p.57 #12) Um subspaco afim H é a translacdo de um subespaco vetorial
W, isto &, existe um vetor hy € V' e um subespaco vetorial W C V tal que H =hy + W =
{ho+w|weW}.

(a) Prove que H é um subespaco afim se, e somente se, para todo u,v € H, vale
fu+ (1 —0)v € H para todo 0 € R;

(b) Qual propriedade geométrica é expressa por esta propriedade?

Desafio 5.Sejam H, K C V subespacos vetoriais. Introduzimos duas definicdes, utilizadas
neste exercicio e em outros.

Definicdo 51 (soma e soma direta de subespacos) Definimos a soma de subespa-
cos H e K por
H+K={h+k|he HkeK}

Se HN K = {0}, dizemos que é soma direta, denotando-a por H & K.

) mostre que H N K é subespaco;
) mostre que H U K n3o &, em geral, subespaco;
) mostre que H + K é subespaco;
) mostre que H + K é o menor subespaco contendo H U K, isto é se W é subespaco
comHCWeKCW,entdio H+ K C W,
(e) prove que

(a
(b
(c
(d

dim(H + K) = dim(H) + dim(K) — dim(H N K).

Desafio 6. Dados os espacos Wi = {(s +t,t —s,s+1,2s+1) € RY| s,t € R} e
Wo = {(x,y,z,w) ERY y+2=0 e o —w+ 2z =0}, determine:

(a) base e a dimensdo de W e Wy,

(b) base e a dimensdo de W, + W5,

(c) Encontre um subespaco W5 de modo que W, ® W3 = R* (soma direta, veja Defini-
¢do 51 da pagina 75);

(d) Encontre uma base de W N W,
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Desafio 7. Suponha que Wy = (v, vo,...,v,) e Wy = (wy, Wy, ..., w,,). Determine como:
(a) calcular Wy + Wo;
(b) calcular Wy N Wh;
(c) encontrar um subespaco W3 de modo que W; & W3 = R* (soma direta, veja Defini-
¢do 51 da pagina 75);
(d) verificar se Wy C Wh;
(e) verificar se Wy = W,

Desafio 8.Sejam p,q € C(R;R) e V C C*(R;R) o conjunto das solucdes f(x) da equacdo
diferencial f"(z)+p(z)f'(xz)+q(x)f(x) = 0 (conhecida como equagdo de Sturm-Liouville).

(a) Mostre que V' & um subesepaco vetorial de C*(R; R);

(b) Dado g € C(R;R), seja fo uma solugo de f4(x) + p(a) f§(x) + 4(x) folx) = g(x).
Mostre que h = f + g, com f € V, é solucdo também, isto &, dada uma solucdo particular
da equacdo ndo-homogénea e uma solucdo qualquer da equacdo homogénea, a soma delas é
solucao da n3do-homogénea. Concluimos que o conjunto-solucdo da equacdo ndo-homogénea
é um subespaco afim.

Desafio 9. Considere F(R;R), o espaco das fungdes reais com dominio em R. Sejam V; =
{f € FR;R)| f(—z) = f(x)} (funcBes pares) e Vo = {f € F(R;R)| f(—x) = —f(x)} (fun-
¢Bes impares). Exemplos sdo sen(z), x, 23 € V5 e cos(z), 1, 2% € V. De forma geral 2" € V}
(é par) se n é par e 2" € V; (é impar) se n é impar. Mostre que:

(a) sdo subespacos vetoriais de F(R; R);

(b) Mostre que V; NV, = {0};

(c) Mostre que V; @ V5 = F(R;R) (soma direta, veja Definicdo 51 da pagina 75).
Desafio 10. Considere as func@es reais I},;, definidas por Ij,p(z) = 1 se z € [a,b] e
I1ap)(z) = 0 caso contrério. E chamada de funcado caracteristica (ou indicadora) do intervalo
[a, ] Defina fk: = I[k7k+1}.

(a) Prove que o conjunto {fi,..., fn} é LI's para qualquer n.

(b) Conclua que o espaco F(R;R) possui dimensdo infinita.

Desafio 11.Dado um espago vetorial V' e um conjunto I (ndo-vazio) qualquer, considere
F(I;V), o espaco das funcBes de I em V. Definas as operacdes de soma e multiplicacdo por
escalar utilizando as operacdes correspondentes em V', tal qual na Definicido 35. Prove que
F(I;V) & um espaco vetorial.

Desafio 12. Considere V- = {p € Py| p(1) =0} e W = {p € P4| p(—1) = 0}. Determine
dimens3o e bases para:

(a) V; (b) W; () VnW.
Desafio 13. (Shilov p.56 #5) Considere o espaco das funcdes reais no intervalo (a, b). Mostre
que as fungdes 2™, ..., "% formam um conjunto LI com r; € R distintos.

Desafio 14.Seja A matriz m x n.
(a) Prove que Ax = b tem solugdo para todo lado direito b € R™, se e s6 se as colunas
de A formam um conjunto gerador.

(b) Prove que Ax = 0 tem solucdo dnica se e s6 se as colunas de A formam um conjunto
LI.

Desafio 15. (Shilov p.56 #3) Considere P o conjunto dos niimeros reais positivos. Introduza
em P duas operacdes:

(a) dados z,y € P a “soma” x & y por xy;

(b) dado z € P e X € R definimos o "produto” A ® x por z*.

P & um espaco vetorial com estas operacdes? Se for, determine base e dimens3o.
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3.6.4 Extras
Subespacos do R"

Extra 1. Determine se:

(a) (1,0,1) € ((1,1,1),(1,2,1));
(b) {(k,l,l) (1,k,1),(1,1,k)} é Ll para k € R;

( ) <( -1 3)a(4>1a2)>(8’_1’8)7(6’075»;
Extra 2. Fazendo o minimo necessario de contas, diga se s3o bases de R3:
1 1 8 1 1 8
@l1l.l2],]5 <1l l2].]6
1 3 4 1 3 4
Extra 3. Determine uma base e a dimens3do dos subespacos do R*, solucdo do sistema linear:
_ r+z—w=0
(a){a:+y—w—0, (b){ tw—0
r—y+z—2w = 0
J{z—y+z—w=0; (d) 2r+y—z—w = 0.

r+2y—2z24+w = 0
Considere os subespacos acima:
(e) determine a interse¢do entre os subespacos (a) e (b);
(f) acrescente equacdes ndo-nulas a (d) que n3o alterem o subespaco.

Extra 4. Determine para cada subespaco do R™ abaixo a dimensio e base:
(a) ((0,—1,2,1),(1,2,1,0),(1,1,3,1),(3,5,5,1));
(b) {(1,0,1,—1),(2,3.3,0), (1,3,2, 1), (0,3, 1,2):
(c) ((1,2,0,1,2),(—1,0,1,2,1),(0,6,3,9,9)).
Extra 5. Um subespaco do R" pode ser determinado por:
(a) espago gerado, W = (vy,va,...,Vy), por exemplo, W = ((1,0,1), (1,2, 1));
(b) solugdo de sistema homogéneo, W = {w € R"| Aw = 0}, por exemplo,
r—y=0
{ y+z2z=0"
(c) parametrizacdo, por exemplo, W = {(2s + 3t,s +t,s — t) € R?| s,t € R}.
Descreva como converter entre estes trés tipos utilizando os exemplos para efetuar as
conversoes;

Extra 6. Considere (a,b), (¢,d) € R?. Mostre que eles sdo LDs se, e somente se, ad —bc = 0.

Ll e LD: tedricos

Extra 7.Suponha que {vy,vy,v3} &€ um conjunto LI. Prove que {wy, wy, w3} com w; =
vy +v; (com i =1,2,3) é um conjunto LI.
Extra 8. Suponha que os sistemas lineares Ax = b; e Ax = by tém, ambos, solucdes tnicas.
O que podemos dizer sobre o conjunto-solucdo de Ax = ¢, onde:

(a) c=3b; —2b; 7

(b) c é qualquer vetor?
Extra 9.

(a) Seja B = {vy,va,...,v,} tal que o subconjunto v = {vy,va,..., v}, comk <mn, é
LD. Mostre que 3 é LD.

(b) Mostre que se {vy,va,...,Vv,} &Ll entdo qualquer subconjunto sera LI também.
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Extra 10.Seja 5 = {v1,Va,...,V,} um conjunto de vetores tal que:
(@) {vi,va, ..., vp_1} €Ll
(b) v, & (V1, Vo, ..., Vi1).

Mostre que 3 é LI.

Espacos de Funcdes ou Polinbmios

Extra 11. Considere o espa¢o das fun¢des infinitamente diferenciaveis f : [a,b] — R, deno-
tado por C*°(R;R). Verifique que o subespaco:
(a) {f € C*(R;R)| f" = 0} é gerado por g e h tais que g(x) =1 e h(z) = z;

(b) {f € C*(R;R)| f”— f =0} & gerado por g e h tais que g(z) = sen(z) e h(x) =
cos(x);
Extra 12. Verifique se é subespaco vetorial de F([a, b]; R) as funcdes f : [a,b] — R tais que:
(a) f & uma fungdo constante; (b) f & derivavel,
(c) f n&o é derivavel, (d) f é continua e / f(z)dx = 0.

Extra 13. Determine se é subespaco vetorial de P, (espaco dos polinémios de grau menor
ou igual a 4). Em caso afirmativo determine uma base e dimens3o.

(@) {p € Pul p'(2) = O (b) {p € Pal p(x) = p(—2)};
Extra 14. Determine a dimens3o de (cos®(z),sen?(z), cos(2z),sin(2z)) C C(R;R).
Extra 15. Considere a base de P, 3 = {1+ x,1 — x,2* + 1}. Se p(z) =4+ x — a*.

(a) Determine [p|, (coordenadas de p com relacdo a base f3.

(b) prove que (3 é base de P,, o espaco dos polinémios de grau maximo menor ou igual a



Capitulo 4

Transformacoes Lineares

Neste capitulo estudamos o objeto central de um curso de Algebra Linear: transformacoes
lineares (TLs daqui por diante). Vamos comecar revendo conceitos e definicdes basicas sobre
funcdes, incluindo dominio e imagem, injetiva e sobrejetiva, composicdo e funcdo inversa.
Além disso definiremos espacos vetoriais importantes associados a TLs:

(a) o conjunto das TLs;

(b) o nicleo de uma TL;

(c) a imagem de uma TL.

Os resultados principais deste Capitulo sdo:

— o Teorema 4 da pagina 86 (teorema do nicleo-imagem), que relaciona as dimensdes
do nicleo, imagem e dominio de uma TL; e

— o Teorema 5 da pagina 91, que relaciona o nicleo com a existéncia de inversa de uma
TL.

Num primeiro curso de calculo estudamos funcdes f : R — R. Vamos agora estudar
funcdes f : R" — R™ e, de forma ainda mais geral, f : V — W com V, W espacos vetoriais
quaisquer.

Se os espacos vetoriais sdo de dimensio finita, num certo sentido (ver Lema 7 da pagina 69
e Definicdo 73 da pagina 110 e comentérios antes), estamos de fato com fun¢do de R™ em
R™.

4.1 Fundamentos

No contexto de Algebra linear € comum utilizar o termo transformacdo como sinénimo de
funcao.

Definicdo 52 (dominio, contradominio e imagem de funcdo) Seja f : X — Y uma
funcdo. Dizemos (veja Figura 4.1) que:

e X é o dominio;

e Y é o contra-dominio e

o {y € B;y= f(x) para algum x € X} é a imagem, denotada Im(f) ou f(X).

OVersio 18.jul.2008 16h

79
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X Y
Figura 4.1: Funcdo f: X =Y

Definicdo 53 (funcio injetiva, sobrejetiva e bijetiva) Seja f : A — B uma funco.
Dizemos que f é:

e injetiva se f(u) = f(v) implica que w = v. No diagrama, cada elemento do contra-
dominio é atingido no maximo uma vez;

e sobrejetiva se f(A) = B. No diagrama, cada elemento do contra-dominio é atingido
pelo menos uma vez;

e bijetiva se é injetiva e sobrejetiva. No diagrama, cada elemento do contra-dominio é
atingido exatamente uma vez.

Exemplo 139 Considere f : R — R? definido por f(x) = (z,x).

/_f\\

—_—

R é o dominio, R? é o contra-dominio. E injetiva pois f(x) = f(y) = (x,2) =
(y,y) = x =1y. Nio é sobrejetiva pois (1,2) # f(z) = (x,x) Vo € R. A imagem é a reta
y=2x.

Exemplo 140 Considere f : R? — R definido por f(z,y) =z + y.

R? é o dominio, R é o contra-dominio. N3o é injetiva pois f(1,0) = f(0,1). E sobrejetiva
pois dado yy € R (elemento do contra-dominio), existe x € R? (por exemplo, x = (y,0)) tal
que f(x) = f(y,0) =y. Aimagem de f é R.

Definicdo 54 (transformacao linear) Sejam V e W espacos vetoriais. Uma funcdo (ou
transformacdo) T : V. — W é dita transformacdo linear (TL) se preserva combinacdes
lineares, isto é se

T(ku+v) =kT(u)+T(v),
para todou,v € V e k escalar.

Exemplo 141 Determine se T : R® — R? definido por T(xy, w2, x3) = (v3, —x1) € linear,
injetiva, sobrejetiva.

Como, T(kx +y) = T(kxy + y1, kxa + yo, kxs +y3) = (kxs +ys, —(kx1 +11)) =
k(xs, —x1) + (y3, —y1) = kT (x) + T'(y), concluimos que é linear.

Se T(x) = T(y), entdo (x3, —x1) = (y3, —y1). Logo 1 = y; e x3 = y3 mas x5 pode
ser diferente de 1, e portanto ndo necessariamente x =y. Logo ndo é injetiva.

E sobrejetiva pois para todo (a,b) € R?, T(—b,0,a) = (a,b).
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Exemplo 142 Seja A uma matriz m x n. Dado x = (x1,...,x,), definaT : R" — R™ por
T(x) = Ax (produto matriz-vetor). Determine se T é linear.
Como T'(kx+y) = A(kx+y) = kAx + Ay = kT(x) + T(y) concluimos que é linear.

Observacao 30 Por este exemplo, a cada matriz associamos uma TL. No préximo Capi-
tulo veremos o procedimento contrario: a cada TL associamos uma matriz. Nesse sentido
(explorado no préximo Capitulo), toda TL é dada por uma matriz e o estudo de TLs pode
ser reduzido ao estudo de matrizes.

Exemplo 143 Determine se T : R® — R? definido por T(x, vy, z) = (2, zy) é linear,
injetiva, sobrejetiva.

ComoT(1,1,1) = (1,1) e T'(2,2,2) = (2,4) # 27'(1,1,1), concluimos que n3o é linear.

Se T(z, y, z) =T(a,b,c) entdo (z,xy) = (c¢,ab). Logo z = ¢ e xy = ab. Portanto ndo
é injetiva, pois, por exemplo T'(2,3,1) =T(3,2,1) = (1,6) mas (2,3,1) # (3,2,1).

Dado (a,b) € R?, T(b,1,a) = (a,b). Logo, é sobrejetiva.

Exemplo 144 Seja C'(R;R) o espaco das funcBes continuamente diferencidveis e C(R; R)
o conjunto das fun¢Bes continuas. Determine se a transformacdo derivada D : C'(R;R) —
C(R;R) definida por D(f) = f' é linear, injetiva, sobrejetiva.

Como D(kf+g) = (kf+g) = k' +g = kD(f) + D(g), concluimos que é linear.

Se D(f) = D(g) concluimos que f' = ¢', ou seja (f —g)' =0, o que implica f —g = C.
Portanto n3o necessariamente [ = g (duas funcdes cuja diferenca seja uma constante possuem
a mesma derivada). Logo ndo é injetiva.

Dada g € C(R;R), defina h(z) = [; g(s)ds. Pelo Teorema fundamental do calculo,
h'(z) = g(x), logo T'(h) = g. Portanto é sobrejetiva.

Exemplo 145 Determine se P : F(R;R) — R? definido por P(f) = (f(1), f(2)) é linear,
injetiva, sobrejetiva.

Como P(kf +g) = ((kf + 0)(1), (kf + )(2) = (RF(1) + (1), kF(2) + 9(2)) =
k(f(1), f(2)) + (9(1),9(2)) = EP(f) + P(g), concluimos que é linear.

N&o é injetiva pois se f(x) = (x —1)(x —2) e g(x) = 0 entdo P(f) = P(g) = (0,0) mas
f#y

E sobrejetiva pois dado (a,b) € R?, sejay = f(x) a equacdo da reta que passa por (1,a)
e (2,b). Logo P(f) = (a,b).

Note que neste dltimo exemplo definimos uma espécie de projecdo, que associa cada
funcdo continua com seus valores em dois pontos. O leitor pode generaliza-lo e definir P :
F(R;R) — R" por P(f) = (f(1),..., f(n)) e provar que P é uma TL.

Exemplo 146 Em analise numérica é dtil fixar o intervalo [a,b] e definir uma projecdo que
toma os valores da funcdo em n+ 1 pontos equiespacados neste intervalo. Note a semelhanca
com a definicdo de integral, quando dividimos o intervalo [a, b] em partes iguais. Assim, dadon
qualquer, defina Az = (b—a)/n exy = a,x; = a+Ax, x5 = a+2Az, ..., x, = a+nAz =b
(sdon-+1 pontos). Agoradefina P : F(R;R) — R"™ por P(f) = (f(x0), f(z1), ..., f(zn))-
Novamente P é linear.

Exemplo 147 Determine se T : P — P, definido por T'(p)(x) = (p(x))?* é linear, injetiva,
sobrejetiva. Por exemplo se p(x) = 2> + 1, T(p)(z) = (2* + 1)* = 2* + 22? + 1.
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Embora T'(0) = 0, se tomarmos p(z) = z, T'(kp)(z) = k*z* # kT (p)(x) = ka*. Logo
ndo é linear.

Por outro lado se tomarmos polinémios constantes iguais a 1 e (—1) observamos que
T(1) =1=T(—1). Logo nio é injetiva.

Para qual p, T'(p)(x) = x? Para isto teriamos (p(x))*> = x, o que implicaria que p(z) =
+y/x. Mas isto ndo é um polinémio, logo T ndo é sobrejetiva, pois o polinémio q(x) = x
ndo é atingido nunca por T

Observacdo 31 E facil verificar que:

e Uma func3o é linear se, e sé se, preserva soma vetorial e multiplicacdo por escalar, isto
é, se T'(ku) = kT (u)) (preserva multiplicacio por escalar) e T(u+v) = T(u)+T(v)
(preserva a soma);

e SeT é linear, entdo T'(0) = T'(—0+0) = —T'(0) +7'(0) = 0. Note que a reciproca
ndo é verdadeira: existem funcées que satisfazem isto mas n3o sdo lineares (veja
Exemplo 143 e Exemplo 147).

Exemplo 148 (rotacdo em R?) A rotacdo em torno da origem é uma transformacéo linear.
Vamos provar através da seqiiéncia da Figura 4.2 que R(u + v) = R(u) + R(v). Na
primeira mostramos u,v e u+ v. Na segunda, R(u), R(v) e R(u) + R(v). Na terceira
mostramos que R(u)+ R(v) é igual a rotacdo de u+v, isto é que R(u)+ R(v) = R(u+v).
Argumento analogo vale para a multiplicacdo por escalar. Como a rotacdo preserva a
soma e o produto por escalar, pela Observacdo 31, a rotacdo é linear. Na Secdo 5.5 vamos
aprender a determinar explicitamente esta rotacdo por um angulo qualquer.

U+ V yu—+v

Figura 4.2: Rotacdo

O préximo lema é uma importante ferramenta para determinacdo de TLs pois mostra que
basta determinar os valores numa base para se determinar em todos os vetores. Portanto
podemos construir exemplos de TLs fixando seus valores num namero finito de vetores.

Lema 11 (determinando uma TL) Seja T : U — V transformacdo linear e
{uj,uy,...,u,} base de U. Se conhecemos T'(u;) para i = 1,...,n, entdo T'(u) esta
bem determinado para qualquer u € U.

Prova: Dado u € U qualquer, pela definigdo de base, existem o/s tais que u = > | ;.
Pela linearidade, T'(u) =T (3>, ayw;) = >, a;T(u;). Como os valores T'(u;) sdo conhe-
cidos, a transformacio esta determinada de modo (nico. ]



4.2. NUCLEO E IMAGEM 83

Exemplo 149 Seja T : R? — R uma TL tal que T(1,1) = 2 e T(0,1) = 3. Determine
T(x.y).

Como (1,1) e (0,1) sdo Lls, formam uma base do R%. Dado (z,y) € R?, (z,y) =
2(1, 1)+ (y—2)(0,1). Logo, T(x, y) = (1, 1)+ (y—)T(0, 1) = 2+ 3y — ) = 3y —=.

Definicdo 55 (espaco das TLs) Dados U e V espacos vetoriais definimos por L(U; V)
o espaco (pelo Lema 12 este conjunto é um espaco vetorial) das transformacées lineares
T7:U—>V.

Definicdo 56 (operacdes entre TLs) Dados 7,5 € L(U;V) e k escalar, definimos a
soma de Tls e a sua multiplicacdo por escalar por:

T+S: U — |4 o KT: U — V
u — T(u)+SM) - u — kT(u)’

Observacido 32 Note que o sinal “+" (mais) em “T + S" e “T'(u) + S(u)” (bem como
do produto) possui significado distinto em cada expressio: soma de TLs, num caso, e de
soma de vetores no outro. Compare estas definicées com as da Definicdo 35 da pagina 54
e veja que s3o inteiramente anilogas.

Lema 12 (espaco vetorial das TLs) O conjunto L(U;V') com as operacdes acima é um
espaco vetorial.

Prova: E claro que £(U;V) C F(U;V) (toda transformacio linear & uma funcdo). E um
exercicio facil mostrar que F(U; V') &€ um espaco vetorial (dica: elemento neutro da soma é
E : U — V definida por E(x) = 0). Portanto basta verificar que L(U; V') é fechado com
relacdo as operacdes de soma e produto por escalar (ver Lema 2 na pagina 57).

De fato, sejam 7, S € L(U;V). Entdo (T'+ S)(u+ Av) =T(u+ Av) + S(u+ Av) =
(linearidade de T' e S) T'(u) + AXT'(v) + S(u) + AS(v) = T(u) + S(u) + MT'(v) + S(v))
= (T+ S)(u) + AT+ S)(v). LogoT + S éuma TL, isto &, T+ S € L(U;V) (fechado
pela soma).

De forma analoga, (k¥T")(u+Av) = kT (u+Av) = (linearidade de T') = kT'(u)+kNT'(v) =
(kT)(u) + A(KT)(v). Logo kT & uma TL, isto é, kT € L(U; V) (fechado pelo produto).

Como L(U;V) é fechado com relagdo as operagdes de soma e produto por escalar é um
espaco vetorial. [ ]

Observacdo 33 A dimensdo de L(U;V') é igual ao produto das dimensées de U e V.
Este fato e a determinacdo explicita de uma base para L(U;V') é deixada para o exercicio
Desafio 4.4.3 da pagina 94.

4.2 Nicleo e Imagem

Definicdo 57 (nicleo e nulidade) O nidcleo (ou kernel) de uma transformacao linear T,
denotado por Nuc(T), é o conjunto dos vetores do dominio cuja imagem porT : U — V é
o vetor nulo:

Nuc(T) ={ue U |T(u) = 0}.

A nulidade de uma transformagéo linear T' é a dimensdo do seu niicleo: dim(Nuc(T)).
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Exemplo 150 Considere T : R?> — R definida por T(x,y) = y. O nicleo so os elementos
(z,y) € R? que sdo levados no zero. Como T(x,y) = 0 = y, o nicleo é a reta y = 0,
que corresponde ao eixo-r. Mais ainda, T leva a retay =1 no1l e aretay = —1 no —1,
conforme indicado na Figura 4.3.

T
R? - R
]
T
——————————— fi]_
1
T
ker T 0 7 R ()
—————— jj ———=> —1
-1

Figura 4.3: T'(z,y) =y

Exemplo 151 Considere T : R* — R definida por T(x,y) = y — z. O nicleo sdo os
elementos (z,y) € R? que sdo levados no zero. Como T(x,y) = 0 =y — x, o niicleo é a
reta y = x. Mais ainda, T leva aretay=2x+1nolearetay=ux—1no—1, conforme
indicado na Figura 4.4.

T
R? - R
y/T
Sl ‘\\‘5“ |1
)
0 r L0
“x
s —1
ker T 1

Figura 4.4: T(z,y) =y —x

Definicdo 58 (imagem e posto) A imagem de uma transformacdo linear T : U — V,
denotada por Im(T'), é o conjunto dos vetores do contra-dominio que sdo imagem por T de
algum vetor do dominio:

Im(T) ={v eV |v="T(u) para algum u € U}.

O posto de uma transformacdo linear T é a dimensdo da sua imagem dim(Im(T)).

Observacao 34 O termo nulidade ¢é pouco utilizado, mas o termo posto é muito co-
mum.

O préximo lema mostra que a cada TL associamos dois subespacos vetoriais.
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Lema 13 (nicleo e imagem sdo subespacos) Dada uma transformacéo linear T : U —
V', 0 Nuc(T) é subespago vetorial de U e a Im(T') é subespaco vetorial de V.

Prova: Deixamos como exercicio para o leitor. [

Observacao 35 Como obter o niicleo e a imagem de T : R™ — R™?
Para o nicleo resolva o sistema T(xy,...,z,) = (0,...,0). Para a imagem, escalone
(n3o precisa ser totalmente escalonada, veja Lema 6 da pagina 66) matriz com os vetores
T(e1),...,T(e,) (geram a imagem de T') nas linhas para determinar base.

Exemplo 152 Determine o niicleo, a imagem e suas respectivas dimensées de:
(a) T:R* >R, T(x,y) = (z + 2y);

(b)) T:R* - R’ T(z,y) = (—x,2y + =, —2x + 2y, 2y — x,2y);
(c)T:R*—>R° T(x,y,2)=(y+z,y+z,x+z,x+z2+2).

Para (a), achamos o nicleo resolvendo (o sistema linear) T'(x,
x = —2y e fazendoy = t, v = —2t. Logo Nuc(T) = {(—2t,t)}
Como {(1,0),(0,1)} é base de R?, a imagem é gerada por {T'(1,0
a imagem é todo o R, dimenséo 1.

Para (b), achamos o niicleo resolvendo (o sistema linear) T(x,y) = 0 = (—z,2y +
x,—2x + 2y, 2y — x,2y); Da primeira equacdo obtemos —x = 0 e da dltima 2y = 0. Logo a
anica solucdo é . = y = 0. Concluimos que o niicleo é o 0 (dimensdo O) Como {(1,0),(0,1)}
é base de R?, a imagem é gerada por {T'(1,0),7(0,1)} = {(-1,1,-2,-1,0),(0,2,2,2,2)}.
Logo a imagem é (estes vetores sdo claramente Lls) o ((—1,1,—2, — 1,0), (0,2, 2, 2,2)> di-
mensao 2.

Para (c), achamos o nicleo resolvendo (o sistema linear) T'(z,y,z) = 0 = (y + z,y +

y) =0 = x4 2y. Logo
= ((—2,1)), dimensdo 1.
), T(0,1)} ={1,1}. Logo

z,x+z,x+z,x+z),; Este sistema é equivalente ao sistema z i z B 8 Escalonando e
resolvendo, sdo duas equacdes e trés varidveis. Tomando z = t, obtemos y = © = —t. Logo
o nicleo é {(—t,—t,t)} = ((—1,—1,1)), dimensdo 1. Como {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é

base de R®, a imagem é gerada por

{T(1,0,0),7(0,1,0),7(0,0,1)} = {(0,0,1,1,1),(1,1,0,0,0),(1,1,1,1,1)}. Escalonando
a matriz com estes vetores em cada linha, observamos que o dltimo é combinaco linear dos
outros. Logo a imagem é ((0,0,1,1,1),(1,1,0,0,0), dimensdo 2.

Exemplo 153 Considere D : Py, — Py definida por D(p) = p' (derivada). Determine
Nuc(D) e Im(D).

Para determinar o nicleo seja p(z) = ax® + bz + ¢, D(p)(x) = 2ax + b = 0 para todo
x implica que a = b = 0. Logo Nuc(D) sdo os polinémios p(x) = ¢ (constantes). Esta
mesma expressdo mostra que a imagem s3o os polinémios de grau 1 (P1). Sem fazer contas,
o conjunto dos polinémios cuja derivada é a funco identicamente nula sio os polinémios
constantes. A imagem da derivada de polinémios de grau 2 sdo polinémios de grau 1.

Exemplo 154 Seja P : R? — R? uma projecdo ortogonal na reta x = y. Sem calcular
explicitamente P, somente com argumentos geométricos, determine o niicleo e a imagem de
P.

Como P projeta na reta x =y, a imagem de P é esta reta. Como a projecio é ortogonal,
serdo levados no zero os vetores perpendiculares a esta reta, isto é, NucT é a reta v = —y.
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Exemplo 155 Seja R : R? — R? uma reflexdo em torno da reta x = y. Sem calcular
explicitamente R, somente com argumentos geométricos, determine o niicleo e a imagem de
R.

Dada um vetor v qualquer, ele é imagem de w (tome w = R(v)). Logo a imagem é o
R2. Por outro lado, o dnico vetor que refletido vai na origem é a prépria origem. Logo o
ndcleo é somente a origem.

Lema 14 (injetividade e sobrejetividade de TL) Uma transformacéo linearT : U — V
é..
(a) injetiva se, e somente se, seu niicleo for igual a 0;

(b) sobrejetiva se, e somente se, seu posto (dim Im(T')) for igual a dim(V).

Prova: Como T é linear, T(u) = T'(v) se, e somente se, T'(u — v) = 0. Agora o conjunto
{u—v} =Nuc(T). Logo u = v se, e somente se, o Nuc(7T") = 0.

Se T for sobrejetiva, Im(7") = V' e portanto, o posto = dimIm(7") = dim(V'). Por outro
lado, se o posto dim Im(7") = dim(V') entdo Im(7") C V' & um subespaco vetorial de V' com
mesma dimensdo que V. Portanto, Im(7T) = V. |

O préximo teorema é t3o importante que é conhecido em alguns livros como o Teorema
Fundamental da Algebra Linear. Ele relaciona as dimensées do niicleo e da imagem com a
dimensdo do dominio.

Teorema 4 (Teorema do nicleo-imagem TNI) Seja T : U — V linear com U de di-
mens3o finita. Ent3o

dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) = dim(U).
Portanto a soma das dimensées do niicleo e da imagem é igual a dimensdo do dominio.

Prova:  Suponha que dim(U) = n e que dim(Nuc(7)) = k. Tome base uy,...,u
de Nuc(7T). Tome vy,...,v, para que v = {uy,...,u,vy,...,V,} seja base de U. Como
dim(U) = n e toda base possui mesmo nimero de elementos, k+r = n, isto &, dim(Nuc(T"))+
r = dim(U).

Vamos mostrar que dim(Im(7")) = r, mais precisamente, vamos mostrar que [ =
{T(v1),...,T(v,)} forma uma base para Im(T):

(a) (8) = Im(T): E claro que {8) C Im(T). Vamos mostrar que Im(T) C (3). Seja
w € Im(T). Entdo, w = Tu para algum u € U. Como v é base de U, u = ayu; +
--agug +byvy +---bv,. Como uy, ..., u; é base do nicleo, T'(u;) = 0. Logo, w =Tu =
biT(vy) + - -b.T(v,). Portanto w € (f3).

(b) 5 & LI: Suponha que > .a,T(v;) = 0. Pela linearidade de 7', T'(>_, a;v;) = 0.

Logo ), a;v; € Nuc(7T'). Como uy, ..., u; é base do niicleo, existem b; tais que > . a,v; =
>_;bju;. Logo >, a;vi— ) . bju; = 0. Como ~y & LI, todos os coeficientes sdo iguais a zero.
Como (3 é uma base para Im(7") e possui 7 vetores, dim Im(7") = 7. |

Observacdao 36 Podemos ver este teorema da seguinte forma. Caso a TL seja injetiva
(niicleo igual a zero), a imagem serd uma cépia fiel do dominio (uma bijecdo) e portanto
a imagem possuird a mesma dimensdo que o dominio. Note que esta serd a dimens3o
maxima possivel para a imagem. No entanto, se o niicleo for ndo nulo, perdemos dimensio
da imagem.

Como a dimens3o da imagem n3o pode exceder a dimens3o do contra-dominio, o niicleo
pode ter um minimo maior que zero, conforme veremos nos préximos exemplos.

Sabendo somente a dimens3o do niicleo determinamos se a TL é sobrejetiva ou ndo: basta
aplicar o TNI.
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Exemplo 156 Determine os valores maximos e minimos possiveis para o nicleo e imagem
das TlLs:

(a) T :R® — RS,

(b) T : R5 — R5;

(c) T :R* — R?.

Sejam n = Nuc(T'),i = Im(T).

Em (a)n+i1=8¢ei < 6. Aquin NAO pode ser 0 ou 1 pois i seria 8 ou 7, o que
é impossivel pois excederia a dimensdo do contra-dominio, que é 6. Assimn = 2,...,8,
i =06,...,0. Neste caso, dim Nuc(T') é no minimo 2.

Em (b)n+i=5ei<5 Assimn=0,...,5i=5,...,0.

Em(c)n+i=4ei<40. Assimn=0,...,4,i=4,...,0.

Exemplo 157 Explique em cada caso abaixo porque nio existe uma TL:

(a) T : R" — R? injetiva;

(b) T : R? — R3 sobrejetiva;

(c) T : RYM — RY com posto= dim Nuc(T);

(d) T : R> — R?* com Nuc(T) = ((1,2,3,4,5),(2,3,4,5,6)).

(a) como contradominio tem dimensdo 3, a imagem tem no maximo dimensdo 3 e pelo
TNI o nicleo tem dimensdo no minimo 4. Para ser injetiva deveria ser igual a 0.

(b) a imagem tem no maximo dimens3o 2, igual a dimensio do dominio.

(c) pelo TNI, posto + dim Nuc(T) = 11. Como 11 é impar, isto é impossivel.

(d) como o niicleo tem dimensdo 2, pelo TNI a imagem teria dimens3o 3, maior que a do
contradominio.

Exemplo 158 Em cada item dé um exemplo de TL satisfazendo as condicbes dadas.

(a) T : R® — R3 cujo nicleo seja o plano v +y + 2z = 0 e a imagem seja a reta
(@(t),y(t), 2(t)) = (0,2, ¢),

(b) T : R* — R3 cujo niicleo seja gerado por (0,1,1,1) e (1,0,0,0) e a imagem seja o
plano y + z = 0.

(a) resolvendo o sistema obtemos que o nicleo é gerado por {(—1,1,0),(—1,0,1)}. E
claro que acrescentando (1,0, 0) obteremos uma base do R®. A imagem deve ser {(0,1,1)).
Utilizando o Lema 11, fixamos T'(—1,1,0) = (0,0,0) = T'(—1,0, 1). Para garantir a imagem
fixamos T'(1,0,0) = (0,1, 1).

(b) Resolvendo o sistema y + z = 0, a imagem é igual ao ((1,0,0), (0,—1,1)). Comple-
tando o niicleo com uma base do R*, consideramos a base
(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,0), (0,0,0, 1). Definimos T(1,0,0,0) = T(0,1,1,1) = (0,0,0),
7(0,0,1,0) = (1,0,0) e T(0,0,0,1) = (0, —1,1). a TL esta bem definida pelo Lema 11.

Exemplo 159 Prove queseT : V — V entdo T é injetiva se, e somente se, T' é sobrejetiva.
De fato se Se T é injetiva entdo Nuc(T) = 0. Logo, pelo Teorema 4 (TNI), dim Nuc(T')+
dim Im(T) = 0+ dim Im(7T") = dim V. Logo dim Im(T") = dim V' e, portanto, Im(T) =V,
isto é T é sobrejetiva.
Se T é sobrejetiva entdo Im(T) = V. Como dim Im(T) = dim V', pelo Teorema 4 (TNI)
dim Nuc(T) = dim V' — dim Im(T') = 0. Portanto o Nuc(T) =0 e T é injetiva.

4.3 Composicao e Inversa
Nesta secdo recordamos a operacdo de composicdo de funcdes e aplicamos ao caso particular

em que as funcBes sdo TLs. Um fato importante é que a composicdo (de funcdes e de TLs)
n3o é comutativa de forma geral.
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Recordamos também a definicdo de funcdo inversa e obtemos propriedades de inversas de
TLs. Note que podemos inverter somente funcdes (e TLs) que sdo bijetivas.

Definicao 59 (composicdo de funcbes) Dadas f: X — Y eg:Y — Z, define-se

. f . '('] .
X Y VA

Lema 15 (propriedades da composicao de funcées) Considere f: X — Y, g:Y —
Zeh:Z—W.

gof: X — Z
z = g(f(z))

e Associatividade: (fog)oh= fo(goh)= fogoh.

e N3o-comutatividade: em geral, g o [ estd bem definido, mas f o g ndo esta. Mesmo
quando Z = X, caso em que ambas estdo definidas, go f e f o g podem diferir.

Exemplo 160 (ndo-comutatividade) Considere f(z) = 2* e g(z) =z + 1.
Entdo f(g(z)) = (x+1)* = 2> + 2z + 1 # g(f(x)) = 2® + 1. Portanto, neste caso,
feg#golf.

Da definicdo de composicdo de funcdes em geral, definimos a composicdo de TlLs. O
proximo lema mostra que a composicdo de TLs gera uma TL. Além disso, a composicdo de
TLs possui propriedades adicionais.

lemalpropriedades da composicdo de TLs

Lema 16 (propriedades da composicdo de TLs) Suponha que S,T,U sio transforma-
cbes lineares definidas em espacos vetoriais apropriados para que as composicées abaixo facam
sentido.

e T oS é uma transformacio linear (composicdo de TLs é uma TL);

(S4+T)oU=SoU+ToU (distributividade);

So(T+U)=SoT+ SoU (distributividade);

So(kT)=k(SoT) = (kS)oT;

De forma geral SoT #T o S.

Prova: De fato, (T'o S)(ku+v) = T(S(ku+v)) = T'(kS(u) + S(v)) = kT(S(u)) +
T(S(v)) = k(T o S)(a) + (T 0 S)(v).
As outras propriedades podem ser verificadas de maneira semelhante pelo leitor. [ ]

Exemplo 161 (ndo-comutatividade de TLs) Considere T, S : R? — R? definidos por
T(x,y) = (—y,x) e S(z,w) = (w,z). Entdo S oT(x,y) = S(—y,x) = (z,—y) # T o
S(x,y) =T(y,z) = (—z,y).
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Notacdo 1 As distributividade da composicdo de TlLs motiva a notacdo multiplicativa para
composicdo de Tls: T o S é escrito como T'S. Neste sentido podemos dizer que fazemos o
produto de duas TLs quando calculamos sua composic3o.

Exemplo 162 Considere TLs definidas em R?:
e P projecdo no eixo x: P(a,b) = (a,0);
o R reflexdo na reta y = x: R(a,b) = (b,a);
e S reflexdo no eixo y: S(a,b) = (—a,b).
Calcule PS,SP, PR e RP. Quais composicées comutam?
e PS(z,y) = P(—z,y) = (—,0), SP(z,y) = S(z,0) = (—x,0). Logo PS = SP.
e PR(z,y) = P(y,z) = (y,0), RP(x,y) = R(z,0) = (0,x). Logo PR # RP

Exemplo 163 Seja Ry uma rotacdo de 0 graus em torno da origem no plano.
(a) Determine (Ry)®.
(b) Determine um n tal que (Rgpo)" = Id (identidade).
(a) rodar 3 vezes 60 graus é o mesmo que rodar 180 graus. Logo Rj(z,y) = (—z,vy).
(b) rodarmos 6 vezes é o mesmo que rodar 6 x 60 = 360 que é o mesmo que n3o rodar
nada. Logo pode tomarn = 6,12,18, .. ..

Definicdo 60 (Funcdo Inversa) Seja f : X — Y uma funcio bijetiva. Dado y € Y:
(a) sobrejetividade garante que existe © € X tal que f(z) = vy;
(b) injetividade garante a unicidade de tal x.
Assim, fica bem definida a inversa de f, denotada por f~! : Y — X, definida como

[ y) ==

X Y

Como funcdes bijetivas possuem inversas, usaremos, indistintamente, os termos bijetiva
e invertivel.

Exemplo 164 A inversa de f(z) = 2° é f~'(x) = /z pois (¢/y)’ =y e Va3 = x.
A inversa NAO é g(x) = 1/,

Exemplo 165 A inversa de f(x) = 10" é f~'(z) = logy(z) pois log;y(10%) = z e
10 810(v) — Y.

Exemplo 166 A inversa de f(z) = cos(z) é f~1(x) = arccos(x) pois cos(arccos(y)) =y e
arccos(cos(x)) = x.
A inversa NAO é g(x) = 1/ cos(z).
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Lema 17 (propriedades da funcado inversa) Seja f : X — Y uma funcio bijetiva.

(a) f(f7'(y)) =y para todoy € Y,
(b) f~1(f(z)) = x para todox € X .

Prova: Imediata pela definicdo da inversa. [ ]

De fato, estas duas propriedades caracterizam a inversa, conforme veremos no préximo
lema.

Lema 18 (caracterizacdo da funcao inversa) Seja f : X — Y uma funcdo qualquer.
Se existem g, h : Y — X satisfazendo:
(a) (go f)(x) =x para todo x € X e

(b) (foh)(y) =y paratodoy €Y,
entdo f é bijetivae g =h = f~L.

Prova: Seja Ix aidentidade em X e [y a identidade em Y.

Note que, se ros é injetiva, entdo s é injetiva. E se ros é sobrejetiva, entdo r & sobrejetiva.
Como Ix é injetiva, e Iy é sobrejetiva, podemos concluir que f é bijetiva e f~! esta bem
definida. Assim,

Corolario 5 Se f ¢ bijetiva, entdo f~! é bijetivae (f~1)"! = f.

Lema 19 (inversa da composta) Se [ : Y — Z e g: X — Y so invertiveis entdo f o g
também o ée (fog) ' =g ltofL

Prova: Basta observar o diagrama abaixo.
. ‘/’ . .
X Y Z

Vamos agora particularizar para o caso em que a funcdo é uma TL. Para isto precisamos
que ela seja uma bijecéo.

YYY
YY V=

Lema 20 (propriedades da inversa de TL) Sejam S,T : U — V é transformacdes line-
ares bijetivas (ou invertiveis), entgo:

(a) T~ também é linear;

(b) U e V tém a mesma dimens3o;

(c) (ST)' =T-15"1
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Prova:

(a) Sejam vy, vo eV ea,f€Reu; =T (vy),uy =T (vy).

Entdo, pela linearidade de 7', T'(avu; + fuy) = aT'(uy) + ST (uy) = avy + Bvs.

Logo T~ (avy + Bvy) = T 1T (au; + Buy)) = auy + fuy = aT 7 (vy) + BT (vs).

(b) Pelo Lema 14, como T é injetiva, dim Nuc(7') = 0; como T é sobrejetiva, dim Im(T") =
dim(V). Pelo Teorema 4 (TNI), dim(U) = dimNuc(7) + dimIm(7") = 0 + dim(V) =
dim(V).

(c) segue pelo Lema 19. |

O préximo teorema caracteriza as TLs (de V' em V') que possuem inversa como aquelas
com nicleo trivial. E resultado muito importante no curso.

Teorema 5 (inversa e o niicleo) Suponha V' de dimenséo finita. Se T : V — V entdo T
possui inversa se, e somente se, Nuc(T) = 0.

Prova: Se T possui inversa entdo é injetiva e pelo Lema 14 o nicleo é nulo.
Suponha que Nuc(7T') = 0. Pelo Lema 14, T' € injetiva. Pelo Teorema 4 (TNI), dim(V) =
dim(Nuc(T")) + dim(Im(7")) = dim(Im(7")) (pois dim Nuc(7) = 0). Logo 7' é sobrejetiva.
Como T é injetiva e sobrejetiva segue que T & invertivel. [ ]

Exemplo 167 Determine, se for possivel, a inversa das transformacées geométricas no plano:

(a) rotacdo de 25 graus;

(b) reflexdo em torno da reta 2z — 3y = 0;

(c) projecdo na reta 5x — 2y = 0.

(a) inversa é rotacdo de 360 — 25 = 335 graus pois rodar 25 graus e depois rodar 335
graus equivale a rodar 360 graus, isto é, ficar parado.

(b) inversa é refletir novamente em torno da mesma reta (2x — 3y = 0) pois duas reflexdes
seguidas cancelam uma a outra;

(c) ndo possui inversa pois os vetores perpendiculares a reta 5y — 2y = 0 fardo parte do
nicleo; como ele é ndo-trivial, esta TL ndo possui inversa.

4.4 Exercicios de Transformacoes Lineares

4.4.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. Considere [ : V — V e T : V — W definidas por I(v) = v e T(v) = 0 para
todov e V.

(a) Nuc(I) = __(v,w,0); (b) Im(I) = __(v,w,0);

(c) Nuce(T) = __(v,w,0); (d) Im(T) = __(v,w,0);
Exercicio 2. Determine se sdo lineares T : R? — R?:

(a) T(z,y) = (z + 2y, zy); (b) T'(z,y) = (x + 2y, x —y);

(c) T(z,y) = (2% + 2y, y); (d) T(z,y) = (z +2y, 0);

(e) T(z,y) = (x + 2, 2z —y).
Exercicio 3.Seja T : V — W uma TL. Para cada pergunta, escolha uma das op¢des.
(i) a definicdo de Nuc(T) é:

(A) {w e W| T(0) = w};

(B) {w € W| T(w) = 0};

(C) {veV[T(v)=0}

019.jul.2008 16h
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(D) {veV|T()=v}
a definicdo de Im(7) é:
) {w € W| w = T(v) para algum v € V'};
) {w € W| v =T(w) para algum w € W};
) {v e V|w=T(v) para algum v € V};
) {veV]|v=T(w) para algum w € W},
é sobrejetora se, e somente se:
) dim(V) = dim(W);
) dim(Nuce(T')) = dim(V)
) dim(Nuce(T)) =
) dim(Im(7")) = dlm( );
) dim(Im(T')) =
(iv) T & injetiva se, e somente se:
(A) dim(V) = dim(W);
(B) dim(Nuc(7)) = dim(V);
(C) dim(Nuce(T")) = 0;
(D) dim(Im(T)) = dim(WV
(E) dim(Im(T")) = 0.
Exercicio 4.Seja T : R” — R0 linear.

(a) se dim(Nuc(T')) = 0 entdo dim(Im(7T)) =
(b) se dim(Nuc(7")) = 3 entdo dim(Im(7T")) =
(c) se dim(Nuc(T")) = 5 entdo dim(Im(7")) =
Exercicio 5. Determine dim(Im(7")) sabendo que:

(a) T : R> — R* com dim(Nuc(T)) = 3.
(b) T:R> — R” com T injetiva;
Exercicio 6. Determine dim(Nuc(7')) sabendo que:
(a) T :V — W com T sobrejetiva, dim(V') = 5, dim(W) = 3;
(b) T : R* — R* sabendo que existe a inversa de T'.

Exercicio 7. Determine se sdo V ou F as seguintes afirmativas sobre TLs:
(a) T : R®> — R* pode ser injetiva;
(b) T: R3> — R® com dim(Im(T)) = 3 é injetiva.
(c) Se T : R™ — R™ satisfaz T'(0) = 0 entdo T é linear.
(d) Se T é injetiva entdo n3o existe w # 0 tal que T(w ) 0.
(e) se T': V — V possui inversa entdo dim(Nuc(7")) = dim(V).

Exercicio 8. Considere D? : P3 — P3 definido por D*(f) = f” (duas derivadas). Determine
se fazem parte do Nuc(D?): 323 + 22?7 3z — 47 227 57

4.4.2 Problemas

Problema 1. Considere T : R?* — R? dada por T'(z,y, 2) = (4o —y + 22, —2x +y/2 — 2).
Determine se:

(a) (1,2) € Im(T); (b) (1,4,0) € Nuc(T); (c) (0,2,2) € Nuc(T).
Problema 2. Determine o nicleo, a imagem e suas respectivas dimensdes de:

@Q)T:R—RY T(r,y,2)=(x—y, —y—2,y—x, y+2);

(b)) T:R3 - R3 T(x,y,2) = (x —y, z+ 2%, 2y + 2);

(c) L:R> —R3 L(a,b,c,de) = (a+3c—e, c—d+e, a+dc—d).

Problema 3. Calcule a imagem e o niicleo de cada uma das TLs abaixo:
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) T : P3 — Ps, definido por T'(p) = p” (segunda derivada).

) T': Py — R definida por T'(p) = p(3).

) T : Py — Ps definido por (T'(p))(z) = zp(z) Vz € R.

) T : CYR;R) — C(R;R) definida por T'(f) = f'.

Problema 4. Explique em cada caso abaixo porque n3o existe uma TL:

) T : R* — R? cujo nicleo seja a origem;

) T : R* — R? que seja injetiva;

) T : R" — RS cujo nicleo seja igual a imagem:;

) T : R* = R? com Nuc(T) = ((1,0,0,0), (0,1,0,0)) e Im(T) = {(1,1,2),(2,2,4)).

Problema 5. Em cada item dé um exemplo de TL satisfazendo as condicdes dadas.
(a) T : R* — R? que leva (—1,2) em (1,0) e (1,—1) em (—1,—1);

(a
(b
(c
(d

(a
(b
(c
(d

(b) T : RY — RS tal que o nicleo é plano { * —1—3 +5} B 8 eaimagem ((1,—1,1),(1,2,3));
rT=Ss
(c) T : R?* — R* cujo nicleo seja dado pelas equacdes paramétricas ¢ y =t ea
z=t+s
x=0
imagem seja solucdo do sistema y=0 .
z—w=10

Problema 6. Seja P,, o espaco dos polinémios de grau < n. Determine se é linear:

(@) L : Py — Py definida por (L(p))(z) = p(x + 1);

(b) L : Py — Py definida por (L(p))(z) = ( )+ 1;

(c) L : Py — Py definida por (L(p))(x) = cx® + ax + b se p(x) = ax® + bx + .
Problema 7.Seja W = {p € P3| p(0) =0} e D : W — P5 definida por Dp = p’. Mostre
que D é injetiva.

Problema 8.Seja D? : C?(R;R) — C?*(R;R) definida por D?f = f” (derivada segunda).
Calcule uma base para o niicleo de D2

Problema 9. Seja T(f)(z) = f(2z 4+ 2). Mostre que S(f)(z) = f(z/2—1) & a TL inversa.

4.4.3 Desafios

Desafio 1. (Shilov p.114 #6 e #15) No espaco de todos os polinémios em x (que é um
espaco de dimens3o infinita) considere D o operador derivacdo com relacdo a = e S o operador
multiplicacdo por .

(a) Mostre que DS — SD = I; Isto significa que DS # SD.

(b) Utilize propriedades do traco (soma dos elementos da diagonal da matriz) para mostrar
que em dimens3o finita ndo existem transformacdes lineares A, B tais que AB — BA=1.

Desafio 2. (Shilov p.117 #36) Mostre que: (a) Nuc(T') D T(V) se, e somente se, T? = (;
(b) Nuc(T) € Nuc(T?) € Nue(T?) - - .
(b) Im(T") > Im(T?) D Im(T3) - - -.
Desafio 3.Seja 7' : V. — V linear com V de dimensdo finita. Suponha que dimIm7T =
dimImT?. Prove que NucT'NIm7T = 0.

Desafio 4. Considere T': V' — W linear, X C V e U C W subespacos vetoriais.
(a) Defina T(X) = {T(v) € W| v € X} (imagem direta de X por T'). Mostre que T'(X)
é um subespaco vetorial de V.
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(b) Defina T-Y(U) = {ve V|T(v) € U} (imagem inversa de U por T'). Mostre que
T~ (U) & um subespaco vetorial de V.

Desafio 5. Encontre uma base de £(R?;R). Qual a dimens3o deste espaco?
Desafio 6. Encontre uma base de £(R?; R?). Qual a dimens3o deste espaco?

Desafio 7.(a) Considere T : R* — R?. Prove que existem ag, ay, as, as,ay € R que nio
sejam todos nulos tais que agl + a1 + asT? + asT? + a,T* = 0.

Dica: dim £(R?;R?) = 4, o conjunto {I,T,7?,T3,T*} & LI?.

(b) Considere 7" : R™ — R". Prove que existe um polindmio p(z) ndo-degenerado de grau
n? tal que p(T) = 0.

Obs: Definimos p(T') da seguinte forma. Se p(z) = ap+ a1z +- - - +a,x", definimos p(T')
como a matriz agl + ap + - - - + a, T".

Dica: Generalizacdo de (a).

Desafio 8. Dado um espac¢o vetorial V', denotamos por V* o conjunto £(V;R) das trans-
formacdes lineares de V' em R. Chamamos os elementos de VV* como formas lineares ou
funcionais lineares em V. J4 sabemos que este é um espaco vetorial pois V' e R s3o espacos
vetoriais. Suponha que v, Vvs,...,Vv, & base de V. Prove que:

(@) Ty,...,T, € L(V;R) definido por T;(v;) = d;; & base de V*. O simbolo §;; é
conhecido como delta de Kronecker e vale 1 se i =je 0sei#j.

(b) dim(V) = dim(V*). Dica: Use (a).
Desafio 9. Considere U e V espacos de dimensdo finita. Determine base e dimensdo de
L(U;V).
Desafio 10. (desigualdade de Sylvester) Sejam 7,5 : V. — V com dim(V) = n, ro =
dimIm(T) , rs = dimIm(S), rsr = dimIm(ST). Prove que

rs +rr —n < rer < min(rg,rr).

4.4.4 Extras

Extra 1.Seja 7 : R” — R linear.

(a) o maior valor possivel para dim(Nuc(7")) é __

(b) o maior valor possivel para dim(Im(7)) é ___
Extra 2. Determine dim(Im(7")) sabendo que:

(a) T : R* — R" e que a equacdo T'v = w possui uma (inica solucdo para um determinado
w.

(b) T : R® — R5 com T sobrejetiva;
Extra 3. Determine dim(Nuc(7')) sabendo que:

(a) T : R% — R® com dim(Im(T)) = 3;

(b) T:V — W com T injetiva;
Extra 4.Considere Ty, Ty : R? — R? definidas por Ti(x,y,2) = (x —y + 2, 20 —y) e
To(x,y,2) = (3¢ — 2y + 2z, x — z). Determine uma base para Nuc(7}) N Nuc(73).
Extra 5. Determine o niicleo, a imagem e suas respectivas dimensdes de:

(@) T:R*— R T(x,y,2) = (2 —z, 2y +x, 32— 22+ 2y, 2y —z, 2y — 2);

(b) T : R* - R T(x,y,2,w) = (v + 2+ w, 2y —x, v+ 2y + 2z + aw) para todo
a € R;

() L:R> >R L(xv,y,2) =2z —y+2, y—2z 4o —y+2z 2r — 2y + 22);
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(d) L:R* - R? L(z,y,z,w) = (x —y+ 2 — 3w, 20 +y — 2 +w, 3x — 2w);
Extra 6. Explique em cada caso abaixo porque n&o existe uma TL:

(a) T : R?* — R* que seja sobrejetiva;

(b) T : R® — R? cujo nicleo seja gerado pelo vetor (1,2, 1);

(c) T : RS — R? cujo nicleo seja igual a imagem:;
Extra 7. Em cada item dé um exemplo de TL satisfazendo as condices dadas.

(a) T : R? — R? cujo nicleo seja a reta z = 2y;

(b) T : R? — R? cuja imagem seja a reta 2z +y = 0;

(c) T : R® — R? cujo nicleo seja o plano z +y — 2 = 0 e a imagem seja a reta
(x(t), y(t), 2(t)) = (=t,0,2);

(d) T : R® — R* cujo nicleo seja gerado por (1,1,1) e a imagem seja o hiperplano
r+y+z=0;
e) T : R? — R? tal que T'(1,0) = (1,1) e cujo nicleo seja o eixo y;
f) T: R® — R® tal que T(1,0,0) = 7(0,0,1) = T(1,0,—1) = (1,1, 1);
g) T : R® — R3 cujo nicleo seja gerado por (1,1, 1) e aimagem seja o plano x+y+2z = 0;
h) T:R® — R3 tal que T'(1,0,1) = (1,1, 1) e tenha como niicleo o plano x + z = 0;
i) T:R> — R3 tal que T(1,0,1) = (1,1, 1) e tenha como imagem o plano = + z = 0;
j) T : R* — R* cujo nacleo seja ((1,0,1,0),(1,2,0,1)) e a imagem o plano dado por
J),y(s,t), 2(s, 1), w(s, t)) = (—s,t, 8,5+ t);
k) T: R® — R® tal que NucT = ((0,1,0)) e ImT = ((1,1,—1),(1,0,1)). T €& injetiva?

Fam R R e N R ane

—.

(a(

—~ ®»

Extra 8. Mostre que a composicdo de duas TLs:
(a) é uma TL; (b) injetivas € uma TL injetiva.
Extra 9. Seja T V' — W linear. Prove que:
(a) T(0) =
(b) Nuc(T ) é subespaco vetorial de V;
(c) Im(T") & subespaco vetorial de W.
(d) se T é injetiva, T leva conjunto LI em conjunto LI.
(e) se T possui inversa, T leva base em base.

Extra 10. (Shilov p. 113 #3) Determine se sdo lineares as seguintes operacdes no espaco P
de todos os polinémios em z:

(a) multiplicacdo por x; (b) multiplicacdo por x?; (c) derivada em relagdo a x.
Extra 11. Determine se 7' : P, — P,41, definido por T'(p)(z) = xp(x) (multiplica o po-
linémio por x, aumentando seu grau). é linear e injetiva. Por exemplo se p(x) = 2% + 1,
T(p)(x) =2+ x.

Extra 12.Seja P, o espaco dos polindmios de grau < n. Determine se é linear:

(a) L : Py — R definida por L(p) = (p(0) + p(1))/2.

(b) L : Ps — Ps definida por (L(p))(z) = p(z) + 2;

Extra 13.Sejam T, S : F(R;R) — F(R;R) definida por T'(f)(xz) = 1+ f(z) e S(f)(z) =
flo+1)

(a) T' e S sdo lineares?

(b) Determine, para as que sdo lineares, o nicleo e a imagem.

Extra 14.Sabemos que se a,b € R entdo ab = 0 implica que a = 0 ou b = 0. Vamos ver
que para TLs isto ndo é verdade.

(a) Considere projecdes P, no eixo x e P, no eixo y em R?. Prove que embora nenhuma
delas seja nula, P,P, = P,P, = 0;
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(b) Considere D,, o operador segunda derivada e D,,, o operador terceira derivada.
Prove que em P4 (polindbmios de grau maximo igual a 4) D,,D,,, = 0 embora nem nem
D, nem D,,. sejam nulos.

Obs: em algebra quando acontece de ST = 0 com S e T ndo-nulos dizemos que existe
um divisor de 0.



Capitulo 5

Matrizes

Até este momento, matrizes apareceram principalmente como um artificio para resolucio de
sistemas lineares: ao invés de se trocar linhas de um sistema, trocam-se linhas da matriz que o
representa, etc. Neste capitulo as matrizes como objetos matematicos independentes. Neste
capitulo apresentamos, para espacos vetoriais de dimensio finita, a associacdo entre:

e TLs a matrizes e
e matrizes a TLs.

Nesse sentido, toda TL é dada por uma matriz e o estudo de TLs pode ser reduzido ao estudo
de matrizes. A cada operacdo definida (no capitulo anterior) entre TLs corresponde uma
operacdo entre matrizes:

e multiplicacdo de TL por escalar — produto escalar-matriz;
e soma de TLs — soma de matrizes;
e composicdo de TLs — produto matriz-matriz.

Desta associacdo, utilizando definices correspondentes com TLs, podemos ainda definir para
matrizes:

e nicleo, nulidade, posto e imagem;
e inversa.

Principais resultados:
(a) como determinar nicleo e imagem de matrizes;
(b) interpretacdes do produto matriz-matriz;
(c) como calcular a inversa de uma matriz;
(d) matrizes de TLs geométricas;
(e) representacdo matricial de TLs e mudanca de base.

5.1 Definicoes e Operacoes Basicas

Nesta secdo definimos matrizes, sua correspondéncia com TLs, e operacdes de soma e produto
por escalar. Mostramos que o conjunto de matrizes & um espaco vetorial com operacdes de
soma e multiplicacdo por escalar.

OVersao 21.jul.2008 16h
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Definicdo 61 (matriz) Uma matriz m x n (m linhas e n colunas) sobre um conjunto de
escalares (aqui neste texto R) é um arranjo de mn elementosa;; (i=1,....mej=1,...,n)
num retangulo:
aip -0 Gip
A=

m1 - Qmn

Escrevemos também que A = (a;;), onde o nimero de linhas e colunas fica subentendido
pelo contexto.

Observacao 37 Para lembrar da convencdo que matriz m X n significa m linhas e n
colunas observe que quando queremos localizar uma letra numa pégina (arranjo retangular)
falamos que ela esta na linha m, coluna n: é natural dizer a linha primeiro.

Definicdo 62 (matriz transposta) A transposta de uma matriz A = (a;;) é a matriz
B = (b;;) = A" dada por

bij = a;;, para todo i, j.
SeAémxnentio AT én xm e
;. -0 Gpl
B=AT =

A1m Qnm

Note que (AT)T = A.

Definicdo 63 (espaco das matrizes) Denotamos por M., o espaco (mais adiante, no
Lema 24 da pagina 101, provamos que é um espaco vetorial) de matrizes com m linhas e n
colunas.

Podemos ver uma matriz como um conjunto de vetores dispostos em colunas ou linhas.
Assim, dado A € M., x,, pensando em colunas (sdo n colunas),

7 7
A=|vy - vy |,
! !

onde cada coluna é o vetor v; € R™. Pensando em linhas (sdo m linhas),

— u; —
A= : :

—u, —

onde cada linha é o vetor u; € R™. Esta visdo das matrizes é muito importante, entre outras
razdes (aguarde préximos capitulos), pois as operacbes de soma e produto sdo mais faceis (e
naturais) de serem definidas utilizando este ponto de vista.

Vamos comecar revisitando a definicdo do produto matriz-vetor (ja tinhamos visto duas
interpretacdes distintas na pagina 42).
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T T
Definicio 64 (produto matriz-vetor) Seja A = [ vy - v, | € Myxp e W =
| |
w1
w2 .
€ R™. Definimos Aw € R™, o produto da matriz A pelo vetor w, por
wn

n
Aw = E Wy V.
i=1

Portanto o produto matriz-vetor é a combinacdo linear das colunas da matriz com coeficientes
dados pelas coordenadas do vetor.

Lema 21 (linearidade do produto matriz-vetor) Dados uma matriz A, vetores u,v €
R" e escalar k,

o A(lu+v)=Au+ Av,
o A(ku) = kAu.

Prova: Basta escrever as coordenadas dos vetores u, v e aplicar a definicio do produto
matriz-vetor como combinac&o linear das colunas da matriz. Deixamos detalhes para o leitor.
]

Lema 22 (interpretacdo do produto matriz-vetor) Seja A = : € Myxn
—u,, —

ew € R". Ento
u -w

Aw =
u, W

Portanto cada entrada do produto matriz-vetor é o produto escalar (reveja Definicio 26 na
pagina 41) de w com cada linha da matriz.

Prova: Verificacdo deixada para o leitor. Basta explicitar em termos de coeficientes (a;;)
da matriz e do vetor w = (w;). Ver Exemplo 168. n

O produto matriz-vetor induz uma bijecdo entre matrizes (M,,x,) e TLs (L(R"; R™))
conforme veremos no Lema 23.

Definicdo 65 (TL associada a uma matriz) Dada A € M,,y,, definimos Ty €
L(R™; R™) por Ta(w) = Aw (produto matriz-vetor). T4 é linear pelo Lema 21.

Observacao 38 Falamos, num abuso de linguagem, “dada a matriz A, considere a trans-
formacdo linear A : R® — R™" utilizando o mesmo simbolo para a matriz e para a TL.
O correto seria dizer “dada a matriz A, considere a transformacio linear Ty". Abusamos
também falando no “dominio e imagem de A", quando o correto seria “dominio e imagem
de TA "
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1 2 3
4 5 6
Utilizando a definicdo do produto matriz-vetor,

sl _fv2s]| | _, ]! JI21.L03] 2
Y97 as 6| | Y| "4l Y 5] 6|

_ T n 2y_+ 3z | T+ 2y + 3z

| 4x 5y | 62z | | dx+5y+62 |’

E mais facil (e é o que deve ser feito na pratica) usar o Lema 22 e fazer produto escalar

r x
com linhas: B | y :{1 2 3] y :{(1373)‘(%%2)}:{ x+2y+3z]
< z

Exemplo 168 Considere B = { } . Determine T : R? — R2.

4 5 6 (4,5,6) - (z,y, 2) dx + 5y + 62

De uma forma ou de outra, concluimos que Tg(x,y,2) = (x + 2y + 3z,4x + 5y + 62).
Observe que acabamos de demonstrar o Lema 22 para a matriz B.

Lema 23 (bijecdo entre matrizes e TLs) A funcio da Definicio 65 que associa a cada
matriz A € M,,x,, a transformacéo linear Ty € L(R™; R™) é uma bijeco.

Prova: Vamos provar a injetividade. Suponha que T4 = Tpy. Logo, dados vetores da
base candnica do R" e;, i = 1,...,n, T4(e;) = Ae; = Be; = Tg(e;) para todo i. Agora,
é claro que Ae; é a i-ésima coluna de A pois na combinacdo linear dos vetores colunas de
A vai aparecer somente a i-ésima coluna. Do mesmo modo, Be; é a i-ésima coluna de B.
Concluimos que cada coluna de A é igual a cada coluna de B, isto é, A = B, provando a
injetividade.

Para a sobrejetividade, considere S € L(R"™;R™). Definav; = S(e;), i =1,...,n. Defina

T T
A= |vy -+ v, |. Agora, & claro que Ae; = v;. Logo Ta(e;) = Ae; = v; = S(e;).
! !
Como S e T4 sdo lineares e assumem os mesmo valores em todos os vetores da base, pelo
Lema 11 da pagina 82, S =T4. [ ]

Exemplo 169 Determine a matriz associada a T'(x,y, z,w) = (r —y + 2z, + y, 2 + w).
Calcule T(1,0,0,0) = (1,1,0), T(0,1,0,0) = (—1,1,0), T(0,0,1,0) = (2,0,1),
7(0,0,0,1) = (0,0, 1). Colocando estes vetores como colunas da matriz A, obtemos que

1 -1
A=1|1 1
0 0

— O N
— o O

Vamos definir as operacdes abaixo utilizando as definicdes correspondentes (ver Definicdo 2
e Definicdo 4 na pagina 3) em R™: note que o sinal de soma dentro da matriz tem significado
distinto do sinal de soma fora da matriz: trata-se de soma de vetores, num caso, e de soma
de matrizes, no outro.
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Definicdo 66 (soma de matrizes e multiplicacdo por escalar) Sejam k um escalar e

A, B € M,,«, cujas colunas sdo compostas por vetores ai,...,a, € by,..., b,, isto €,
T T T 7
A=|a - a,| eB=|by --- b,
! | | !
Define-se
T T T 7
A+B=|(ag+by) -+ (a,+b,) | ekA=| (ka) --- (ka,)
! | | !

Observacao 39 Poderiamos ter feito a definicdo usual equivalente, componente a com-

ponente,

(A + B)zg = CLZ‘j + b,‘j e (I{ZA)ZJ = kZCLZ'j.

Lema 24 (espaco vetorial das matrizes) O conjunto M,,.,, munido com as operacées
definidas acima é espaco vetorial.

Prova: Uma matriz de M,,,, pode ser vista como um vetor em R"*" com entradas (a;;).
Vista deste modo, com operacdes definidas componente a componente, M,,.,, é igual a
R™*"  Como ja sabemos que R™*™ & um espaco vetorial, M,,,«,, € um espaco vetorial. m

5.2 Nicleo e Imagem

Define-se nicleo (ou kernel), imagem, posto e nulidade de uma matriz A através da transfor-
mac3o linear correspondente T4 da Definicio 65.

Dada uma matriz A= | vi --- v, |, como determinar uma base para o niicleo e para

a imagem de A7

(a) para o niicleo temos que resolver o sistema Ax = 0, o que é feito escalonando a matriz
A.

(b) para a imagem, o conjunto T4(e;) = Ae; = v,, para j = 1,...,n (colunas de A),
gera a imagem. Concluimos que as colunas de A geram Im(A). Uma base da imagem é
obtida tomando-se um subconjunto das colunas de A. Para fazer isto aplicamos o Lema 6 da

— V] —
pagina 66, escalonando (n&o precisa ser totalmente escalonada) a matriz AT =
— Vv, —

Em resumo, para calcular o nicleo escalonamos totalmente a matriz A e resolvemos o

sistema homogéneo, para calcular a imagem escalonamos (n&o é necessario escalonar total-

mente) a matriz AT,
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Exemplo 170 Determine uma base e dimens3o do nicleo e da imagem de
2 2 -1 0 1
-1 -1 2 0 1
1 1 -2 0 -1
0 0 10 1
Para calcular o nicleo temos que resolver o sistema homogéneo Av = 0. Para isto,
1 1T 001
0 01 01
sabemos que o niicleo tem dimensdo 3. Tomando r,s,t como pardmetros, obtemos que o
nicleo é (1, xq, 3,24, x5) = (—s — t,s,—t,r,t). Colocandor =1 es =1t =0 obtemos
(0,0,0,1,0) no nicleo. Colocando s = 1 er =t = 0 obtemos (—1,1,0,0,0) no nicleo.
Colocandot =1 er = s =0 obtemos (—1,0,—1,0,1) no nicleo. Portanto, uma base para
o Nuc(T) 6 {(0,0,0,1,0), (—1,1,0,0,0), (—1,0,—1,0, 1)}.
Pelo TNI ja sabemos que a dimensdo da imagem é 5 (nimero de colunas) menos a dimen-
sdo do niicleo 3. Logo a dimensdo da imagem é 2. Para calcular uma base (e a dimenso tam-

A:

escalonando totalmente A, obtemos } S&o trés varidveis livres. Com isso

2 -1 10
2 —1 10
bém, caso tivéssemos comecado por aqui) temos que escalonar AT = | —1 2 -2 1
0 0 00
1 1 -1 1

2 -1 10
0 3/2 —3/2 1
{(2,-1,1,0),(0,3/2,—-3/2,1)}.

Escalonando obtemos, . Portanto, uma base para o Im(T") é

Exemplo 171 Determine uma base e dimens3o do nicleo e da imagem de

1 0 —-10
B=| -1 -1 11
0 -1 01
Para calcular o nicleo temos que resolver o sistema homogéneo Bv = 0. Para isto,
escalonando totalmente B, obtemos { 0 (1] _(1) _g) } S0 duas varidveis livres. Com

isso sabemos que o nicleo tem dimensdo 2. Tomando s,t como pardmetros, obtemos que o
nicleo é (1, xs,x3,14) = (8,t,8,t). Colocando s =1 et =0 obtemos (1,0,1,0) no nicleo.
Colocandot =1 e s = 0 obtemos (0, 1,0, 1) no nicleo. Portanto, uma base para o Nuc(T)
é{(1,0,1,0),(0,1,0,1)}.

Pelo TNI j& sabemos que a dimensdo da imagem é 4 (ndmero de colunas) menos a
dimens3o do niicleo 2. Logo a dimens3do da imagem é 2. Para calcular uma base (e a dimensdo

1 -1 0
' » . . 0 -1 -1
também, caso tivéssemos comecado por aqui) temos que escalonar A" = 1 1 0
0 1 1

-1 0 .

Escalonando obtemos, 0 -1 -1 | Portanto, uma base para a Im(T) é

{(1,-1,0),(0,—1,-1)}.
A relac3o entre linhas e colunas com niicleo e imagem motiva a préxima definic3o.
Definicdo 67 (espaco-linha e espaco-coluna) O espaco-coluna de A é o espaco ge-

rado pelas colunas de A, isto é, é igual Im(A). O espaco-linha de A é o espaco gerado
pelas linhas de A, isto é, Im(AT).
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Lema 25 (dimens3o do espaco linha e coluna) O dimensdo do espaco-linha é igual a
dimensdo do espaco-coluna.

Prova: Considere A com m linhas e n colunas. A dimensdo do espaco-coluna é igual a
dim(Im(A)). A dimensdo do espago-linha é o niimero k de linhas ndo-nulas apés escalonar
A. Como o sistema possui n variaveis e foi reduzido a k equacdes, concluimos que sdo
n — k variaveis livres, isto é, o Nuc(A) possui dimensdo n — k. Pelo TNI, dim(Im(A4)) = n —
dim(Nuc(A)) =n—(n—k) = k. Ou seja, dimens&o do espaco-coluna = dim(Im(A)) = k =
dimensio espaco-linha. [ ]

Como conseqiiéncia deste lema, quando se resolve um sistema automaticamente obtemos
o posto da matriz, a dimensdo de sua imagem, que é igual ao niimero de linhas ndo-nulas da
matriz escalonada.

5.3 Produto e Inversa

A operacdo de produto entre duas matrizes é conhecida dos alunos. Vamos introduzi-la de
forma bastante distinta para depois re-interpreta-la de diversos modos, tal qual fizemos com
o produto matriz-vetor na Definicdo 64 e no Lema 22 deste Capitulo.

Definicdo 68 (produto de matrizes) Sejam A € My, e B € M,,,. Considere T'y,Tp
as Tls correspondentes. Por definicdo Tg : R" — RP e Ty : R? — R™. Como a composicdo
de Tlséuma TL, S =T4,0Tg : R" — R™ é TL. Pelo Lema 23, existe C € M,,x, tal que
S = T¢. Definimos AB = C € M,,x,,. Teremos entdo que Thap = T4 o Tg.

De forma mais curta, abusando a linguagem, C' = Ao B (composicdo das TLs correspon-
dentes a A e B).

Observacao 40

e As restricGes nas dimensées das matrizes A e B para que faca sentido AB decorrem,
de forma natural, da definicido por composicdo de Tls: o contradominio de A deve
ser igual ao dominio de B;

e A ndo-comutatividade do produto de matrizes decorre da ndo-comutatividade da
composicdo de fungdes;

e O produto de matrizes herda todas as propriedades da composicdo de TLs: distribu-
tividade, associatividade, etc.

e Porque n3o se define o produto de matrizes componente a componente? A resposta
€ que, embora se possa fazer isto, por ndo corresponder a nada especial em termos
da TL correspondente, é uma definicio estéril (sem conseqiiéncias).

A definicdo acima é elegante mas ndo explicita como calcular o produto matriz-matriz.
Este & o contetido do préximo lema, que reduz o produto matriz-matriz a produtos matriz-
vetor.
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T T
Lema 26 (produto matriz-matriz) Sejam A€ M., e B= | vi --- v, | € My,
! !
com v,; € RP. Entdo,
T T T T
AB=A| vy - v, | = | Avy ... Av,
| | ! |

Prova: Vamos determina quem s3o as colunas de AB. Para isto, basta aplicar AB em
um vetor da base candnica e;. Note que Ts(e;) = Be; = v, (j-ésima coluna de B). Pela
Definicdo 68, Tup(e;) = Ta(Tg(e;)) = Ta(v;) = Av,. Logo a j-ésima coluna de AB é
AVj. |

Observacao 41 Podemos definir as operacdes de soma e produto por escalar do mesmo
modo que fizemos com o produto matriz-matriz: utilizando a bijec3o entre matrizes e TlLs.
A soma de duas matrizes A, B seria definida com a matriz C tal que Tc = Ta + T3 (a
soma aqui é de TLs!).

O produto do escalar k pela matriz A seria definida com a matriz C' tal que T = kT4 (o
produto aqui é com uma TL!).

Desta forma teriamos que: Ta,p = Ta+ Tg, Tya = kA, Tap =Tro0Tp.

Vimos que (Definicdo 64 e Lema 22 deste capitulo) o produto matriz-vetor pode ser visto
como:

(a) produto escalar com linhas da matriz, ou

(b) combinacdo linear das colunas da matriz.

Vamos ver trés interpretacdes para o produto matriz-matriz.
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Lema 27 (interpretacGes do produto matriz-matriz) Sejam A e B matrizes (de di-
mensBes apropriadas para que esteja definido AB). Ent3o:
(a) colunas de AB sdo combinagdes lineares das colunas de A:

P

T

p

m

g

(b) linhas de AB sio combinacdes lineares das linhas de B:

P

(c) entradas de AB s3o produtos escalares de linhas de A por colunas de B:

P

Prova:

T

P

p

S m

n

° m

(a) segue do Lema 26 que colunas de AB sdo produto matriz-vetor de A com

colunas de B. Como produto matriz-vetor é CL de colunas de A, segue o resultado. (b)
segue de (a) se aplicarmos a transposicdo de matrizes dos dois lados; (c) segue do Lema 64

e da interpretacdo do produto matriz-vetor do Lema 22.

Lema 28 (propriedades das operacdes com matrizes) Dadas matrizes A, B, C' e esca-
lar k, sempre que o produto faca sentido, valera as seguintes propriedades:

(kA)B = A(kB) = k(AB) (associativa),

(AB)C = A(BC) = ABC (associativa),

A(B + C) = AB + AC (distributiva),
(A+ B)C = AC + BC (distributiva),

AB # BA (ndo-comutativo)

(AB)T = BT AT,

AB=0 # A=0ouB=0
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Prova: Por ser enfadonha serd omitida. Pode ser feito por aplicacdes apropriadas do
Lema 21 e Lema 26 ou abrindo todas as matrizes em coordenadas. Outra opcdo é utilizar
propriedades correspondentes de TLs do Lema 16 da pagina 88. [ ]

Exemplo 172 Para mostrar que o produto de matrizes ndo é comutativo de forma geral

observe que

10 01_017&00_01 10

0 0 00| (00 00| (00 0 0|
Este exemplo também mostra que o produto ser zero ndo implica que um dos fatores é zero,
ao contrario do que ocorre com niimero reais, onde ab = 0 implica que a = 0 ou b = 0.

Definicdo 69 (matriz identidade) Definimos como matriz identidade I a matriz que cor-
responde a TL identidade I € L(R™;R™) definida por I(v) = v para todov € R". Em termos
de matriz, para toda matriz quadrada A, AI = IA = A. Portanto a matriz identidade é o
elemento neutro para o produto de matrizes.

Explicitamente, I serd uma matriz diagonal com n 1's na diagonal, ou com os vetores da
base canénica em cada coluna, isto é,

] ] 1
I=| e e, | =
! ! 1

Definicdo 70 (matriz inversa e singular) Diz-se que uma matriz A é invertivel se existe
B tal que AB = BA = I. Neste caso, denota-se B = A~!.
Caso A n3o seja invertivel dizemos que A é singular.

Observacao 42 Se A é quadrada, basta verificar que AB = I ou que BA = 1.
A outra identidade segue.
Isto é falso se a hipétese de A ser quadrada for relaxada.

O préximo Lema relaciona o niicleo de uma matriz com a existéncia de inversa.

Lema 29 (nicleo e inversa de matriz) A matriz quadrada A possui inversa se, e somente
se, Nuc(A) = 0.

Prova: Considere T4 a transformac3o linear associada a matriz A. Aplique o Teorema 5 da
pagina 91. [

Como calcular a inversa de uma matriz qualquer? I

Teorema 6 (algoritmo para calcular matriz inversa) Seja A uma matriz quadrada.
(a) Monte matriz estendida [A|I];
(b) Escalone totalmente até obter a matriz identidade no lado esquerdo.
Caso isto seja possivel, a inversa aparecerd do lado direito: [I|A™!].
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T T
Prova: Pela observacdo acima basta determinar B = | vi --- v, | tal que AB = I.
| |
T T
Comol=|e ... e, |, queremos que
| |
7 7 7 T T T
AB=A| vy - v, | =|Avy ... Av, | =1=|e ... e,
! ! ! | | |
Para isto temos que resolver n sistemas do tipo Av; = e; parai=1,...,n. Na Secdo 2.7.2
na pagina 46, vimos como resolver simultaneamente sistemas cujo lado esquerdo é o mesmo.
T 1
Monte a matriz ampliada A |e1---e, | = [A|I] e a escalone-a totalmente, obtendo a
ol

matriz identidade a esquerda e a solucdo dos sistema no lado direito. Desta forma, apds o
escalonamento total, obteremos

T 1 T 1
A le-e, | =[AI~ | I |vi---v, | =[I|B]=[I|A7".
Lol Lo

1 1
—2‘10

Exemplo 173 Considere A = { b=2 }

Escalonando totalmente { 1 Lo 1

[

},obtemos[1 0‘ 1/32/3

-1 _
0 1[-1/3 1/3}Log°'A -

Finalizamos esta Secdo com definicBes Gteis para a Secdo Autovalores e Autovetores
(matriz simétrica) e para Segdo Produto Interno (matriz ortogonal).

Definicdo 71 (matriz simétrica) Dizemos que A é simétrica se (AT) = A.

Note que a matriz tem que ser, necessariamente, quadrada para ser simétrica.

1 2 3 4
hioa b 256 7
Exemplo 174 S3o simétricas: | a ko ¢
b I 3 6 8 9
N 479 10

Definicdo 72 (matriz ortogonal) Dizemos que Q é ortogonal se QTQ = I (identidade).

Exemplo 175 S3o ortogonais: 0 11, 0 1 0

1/vV2 0 V3/2 0 1/2
1/vV2 0 —1/2 0 /3/2 {

senf cosf
—cosf senf |’
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5.4 Matriz em Blocos

Ja haviamos visto uma matriz por colunas ou linhas. Podemos generalizar para blocos de
tamanho qualquer. Apresentamos a divisdo em 4 blocos mas podemos dividir num nimero
arbitrario de blocos. E muito importante em linguagens de programacdo moderna (Fortran
2000 e Python por exemplo) e em programas de computacdo cientifica (Scilab, Matlab por
exemplo) interpretar o produto e soma de matrizes por blocos. Um exemplo é considere a

2 2 2|12 2
1 2 3 5)
matriz A abaixo dividido em 4 blocos: | 2 2 2|2 2 |. Definindo A;; cada um destes
1 2 314 5
2 2 2|12 2
Ap | App
blocos, A = 1, [ A }

O resultado fundamental é apresentado no préximo lema, que mostra que podemos operar
com os blocos como se fossem niimeros, com o Gnico cuidade de manter a ordem nos produtos
pois o produto de matrizes ndo & comutativo.

Lema 30 (soma e produto de matrizes por blocos) Sejam A e B matrizes divididas
Ay | Arg ] _ { B | Bio ]
e B= :
Agy | Aga Ba1 | Ba
kA | kA
kAg | kA ]
Caso o tamanho dos blocos sejam compativeis para que as somas que aparecem na férmula
Ay + Bn ‘ Ajp + Byp ]
Agy + By ‘ Ay + By |
Caso o tamanho dos blocos sejam compativeis para que os produtos que aparecem na
Ay Bu + A By ‘ Ay Bia + A1aBoy ]
Ag1 By + Az Bay ‘ A By + A Boy |

em blocos com A = {

SejakE]R,kA:[

sejam possiveis, A+ B = [

férmula sejam possiveis, AB = {

Prova: Consulte a literatura. |
B 0
Exemplo 176 Suponha A € My, tal que A = 0 C | com B,C € Msys. Note que
o 0 aqui significa uma matriz com todas as entradas nulas de tamanho apropriado. Ent3o
B? 0 ) . Bt 0
2 _ — 5 i = -1 _
A= AA = 0 2 | Suponha que B e C' sdo invertiveis. Entdo A~ = [ 0 -1 }
. BBt 0 I 0
-1 _ _ _
pois AA —{ 0 C’C’l]_{o I}—I.

A

Exemplo 177 Suponha A, B, C' quadradas, M = . Calcule M? e 2M.

0
2
2A 23} eMQZ[A AB+ BD

B
C
0 2C 0 C? }

Entio 2M = {

Exemplo 178 Suponha A, B quadradas, I matriz identidade com a dimens3o correta em
cada caso (qual deve ser? note que usamos mesmo simbolo com significado diferente, abuso

comum de linguagem). Seja M = { 61 ? } M = [ é g } Calcule M + N, M N, NM.

A+T 0 }eMN:[A 0

0 B+1

EntaoM+N:{ 0 B

| = war
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5.5 Transformacdoes Geométricas

Uma aplicacdo importante de matrizes é computacdo grafica. Elas sdo utilizadas para se fazer
transformacdes em imagens tais como ampliacdes e reducdes, reflexdo e rotac3o, projecdo.
Em todos os exemplos vamos utilizar o resultado que garante que basta saber o valor de uma
TL em vetores da base para se conhecer em todos os vetores (Lema 11 da pagina 82).

Exemplo 179 (matriz de amplicacdo ou reducdo) Determine a matriz que amplia to-
dos os vetores do plano por um fator k.

A(1,0) = k(1,0) = (k,0), A0,1) = k(0,1) = (0, k). Logo, A — [ ho0

0 k} = kI. Para

ilustracdo do caso k = 2 veja Figura 7.3 na pagina 165.

Exemplo 180 (matriz de reflexdo no eixo-x) Determine a matriz que reflete os vetores
do plano em torno do eixo-x.

A(1,0) = (1,0), A(0,1) = (0,—1). Logo, A = {
gura 7.1 na pagina 164.

1

0 _(1] } Para ilustracdo veja Fi-

Exemplo 181 (matriz de reflexdo no eixo-y) Determine a matriz que reflete os vetores
do plano em torno do eixo-y.

A(1,0) = (—1,0), A(0,1) = (0,1). Logo, A = { Lo }

01
Exemplo 182 (matriz de reflexdo na reta y = —x) Determine a matriz que reflete os
vetores do plano em torno da reta y = —x.
Com auxilio de um desenho, verifique que A(1,0) = (0,—1), A(0,1) = (—1,0). Logo,
0 -1
4= { o }

Exemplo 183 (matriz de reflexdo no plano z = 0) Determine a matriz que reflete os
vetores do espaco em torno do plano z = 0.

Como os vetores que estdo no plano z = 0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0,0) =
(1,0,0), A(0,1,0) = (0,1,0). O vetor (0,0,1) apds reflexdo se transformard em —(0,0,1).

1 0 0
Logo, A(0,0,1) = (0,0,—1). Logo, A= 0 1 0
0 0 -1

Exemplo 184 (matriz de rotacdo) Determine a matriz R que roda os vetores do plano
por um angulo 6 (no sentido trigonométrico, isto é, anti-horario).
Observe na figura abaixo a imagem de R(e;) e R(e3).

€9

R(el) 0 \
9 Re /7

cosf "~ e; —sen

sen

cos

\

cosf) —senf
Logo, R(e;) = (cosf,senf) e R(ey) = (—sen#, cosf). Logo, R = [ wenfd  cosd }

Para ilustracdo de uma rotacdo de 23° veja Figura 7.2 na pagina 164.
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Exemplo 185 (matriz de projecdo no plano z = 0) Determine a matriz que projeta os
vetores do espaco no plano z = 0.
Como os vetores que estdo no plano z = 0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0,0) =
(1,0,0), A(0,1,0) = (0,1,0). O vetor (0,0,1) quando projetado valera (0,0,0). Logo,
1 00
A(0,0,1) = (0,0,0). Logo, A= | 0 1 0 |. Parailustracdo veja Figura 7.9 na pagina 169.
0 00

Exemplo 186 (matriz de projecdo no plano y = 0) Determine a matriz que projeta os
vetores do espaco no plano y = 0.

Como os vetores que estdo no plano y = 0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0,0) =
(1,0,0), A(0,0,1) = (0,0,1). O vetor (0,1,0) quando projetado valers (0,0,0). Logo,

0
A(0,1,0) = (0,0,0). Logo, A= 0
1

S O =
o O O

5.6 Mudanca de Base

Para se entender corretamente esta secdo deve-se estudar no Capitulo de Espacos Vetoriais o
conceito de coordenadas (veja Definicdo 48 na pagina 67) de um vetor numa base. Recordemos
que as coordenadas s3o escritas como uma matriz com uma Gnica coluna.

J& vimos como associar a TLs de R™ em R™ uma matriz. Mais precisamente, o Lema 23
mostrou que existe uma bijecdo entre M,,.,, (matrizes) e L(R"; R™). Vamos agora associar
matrizes a TLs entre dois espacos vetoriais quaisquer de dimensio finita.

Definicdo 73 (matriz associada a TL) SejaT € L(U;V) e bases = {uy,...,u,} de
U e~ de V. Denotamos por [T]WHﬂ a matriz de que representa T'. Ela é definida por

T T
[T]»YHﬁ = ([T(u)]y - [T(un)l,
| |

Desta forma, cada coluna da matriz [T, é formada pelas coordenadas do vetor T'(u;) na
base ~.

Em que sentido a matriz [T _ , representa 77

A resposta esta no préximo teorema, cujo resultado apresentamos no diagrama abaixo.
O significado do diagrama (e do teorema) é que tanto faz, partindo de u € U, aplicar
diretamente T e calcular suas coordenadas na base ~, ou calcular suas coordenadas na base
f e aplicar a matriz [T'],_ .

T

u — V
[-1g j l [~ 1y
R — R™
[T]

v—p
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Teorema 7 (relacdo entre matriz e TL) Seja T € L(U;V) e bases 3 de U e v de V.
Ent3o, para todou € U,

[T(w)]y = [T],_pluls.

Prova: Seja = {uy,...,u,}. Entdo, pela linearidade do produto matriz-vetor (Lema 21),
[T(u)], = [T],_sluls para todo u € U se, e somente se, [T'(w;)], = [T],_4[u;]s para
7=1....n

Como [u;]s = e;, [T],_slusls = [T],_ge;, que é igual a j-ésima coluna de [T, _;, que
por definicdo & [T'(u;)],. Portanto, [T, _s[u;]s = [T'(u;)],. n

Exemplo 187 Considere T : R*> — R? linear tal que T(1,0) = (1,2,3) e T(2,1) =
(0,0,2). Considere as bases 3 = {(1,0), (2,1)}, v = {(1,2,3), (0,0,2), (0,1,0)},
g2 = {(1,0), (0,1)} e ez = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Determine [T] _,= e [T]

3<1—€2'
Como a base = {(1,0), (2,1)}, precisamos calcular [T'(1,0)], = [(1,2,3)], =1 0 | e
0
0 T T 10
T2, 1)}, =[(0,0,2)], = | 1 |. Logo, [T], 5= |[T(L,0)], [T(2,1)],| = | 0 1
0 l l 00
Como a base e = {(1,0), (0,1)}, precisamos calcular [T'(1,0)]., e [T(0,1)],.
bora n&o tenha sido fornecido T'(0,1) diretamente, note que (0,1) = (2 1) 2(1,0). /ogo
T(0,1) = T(2,1) — 27(1,0) = (0,0,2) — 2(1,2,3) = (—2, —4, —4). Portanto, [T(1,0)]., =
1 —2
[(17273)]83 = 2 € [T(O7 1)]63 = [(_27 —4, _4)]83 - —4 | Logo, [T]53<—52 =
3 —4
T T 1 =2
[T(lvo)]és [T(Ovl)]és =12 -4
! l 3 —4

Exemplo 188 Considere T : R?> — R? com Te; = e; + ey, Tey = 2e; + 2e,, ¢ base
canénica de R?. Determine [T

g€’

Como [Te1]. = [e1 + e, = { | } e [Tes). = [2e1 + 2¢3. = [ . ] ). = { o ] .

Exemplo 189 Considere T : R? — R? com Te; = e, + ey, Tes = 2e; + 2e,,

B ={v,va} com v;=e;+ ey, vy =ey—2e. Determine [T]gHg-

Precisamos calcular [T'(v1)], e [T'(v2)] 5.

Vemos que [T'(v1)]; = [T'(e1 + e2)|5 = [T'(e1) + T'(e2)]; = [(e1 + e2) + (2e1 + 2e3)]5 =
3
[3(81 + eg)]ﬂ = [3V1],6’ 0

Por outro lado, [T'(vs)]; = [T(e2 — 2e1)]; = [T'(e2) — 2T'(e1)]; =

[(281 + 282) - 2(81 -+ eg)]ﬁ = [0],6’ = [0V1 + OVQ]ﬂ = |: 8 :|

3 0
Logo, [T], 5= {0 O}'

Notacdo 2 Quando uma TL vai de um EV nele mesmo, T : U — U, podemos escolher a
mesma base (3 para o dominio e o contra-dominio. Podemos denotar [T'],_, por [T]s.
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Exemplo 190 Seja v = {1,z,2%}, e D : Py — P, definido por D(f) = f' (derivada).
Determine [D].,.

0 1 0
DA)=0e0),=| 0| Dx)=1ell],=|0], D@a?) =2z e2a], = | 2
0 0 0

Exemplo 191 Seja 3 = {senz, e cosz}, V = (8) CC(R;R) e D : V — V definido por
D(f) = f' (derivada). Determine [D]gz.

0 —1

D(senx) = cosz e [cosz|zg = | 0 |, D(cosxz) = —senz e [—senz|z = 0

1 0
0 0 -1 0
D(e**) =2e* e[2e**|z=| 2 |. Logo[D]g=| 0 0 2
0 1 00

Definicdo 74 (matriz de mudanca de base) Considere bases 3 e v de U e a matriz
identidade I. Como

], pluls = [ (w)]y = [u]y,

a matriz [I]_ ; transforma as coordenadas de u na base 3 para coordenadas na base ~y. Pela
definicdo, se = {uy,...,u,},

T T T T
[I]«,<_ﬁ = (I(w)], ()], | = |[w]y [w,],
| | |

Exemplo 192 Considere as bases de R?: canénicac e 3 = {(1,2),(3,4)}.
E imediato que

7 T
ey = {1020 1G] = | 5 3]

Se quisermos [I] Beer pelo Corolario 6 mais adiante, basta inverter a matriz acima.

Observacao 43 Do exemplo anterior observamos que calculo da matriz mudanca de base
da uma base (3 qualquer para canénica € é muito facil. A matriz de mudanca inversa pode
ser obtida invertendo esta matriz. Esta é uma importante conseqiiéncia do préximo lema.
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Lema 31 (relacao entre produto de matrizes e composicdo de TLs) Dados T €
LU;V)eSeL(V;W), ebases (3,7, de U, V, W, conforme indicado no diagrama abaixo,

[S]s5y [T],p = [S 0 T5p-
SoT
T
v-L ~v_9° .w
[-1s [ [-]s
@ Y TEL s
[SoTT,.,
Prova: Omitimos. [

Corolario 6 (inversa da mudanca de base) Considere bases 3 ey de U e a matriz iden-
tidade I. Entdo a matriz mudanca de base [I|,_; é igual a [I]giy (inversa).

Qual a relacdo entre matrizes que representam a mesma TL? Vamos simplificar e considerar
o caso em que T' € L(U;U) (mesmo espa¢o). Considere bases 3 e v de U. Qual a relagdo
entre as matrizes [T, e [T];_ 57
Definicdo 75 (matrizes semelhantes) Dizemos que duas matrizes A e B sdo semelhantes
quando existe uma matriz invertivel (quadrada) P tal que PAP~! = B.

Lema 32 (matrizes da mesma TL) Considere T' € L(U;U) e bases 3 e v de U. Entdo
[T e [T];._, sdo semelhantes com P = [I],__ (matriz de mudanca de base).

rey
Prova: Como ITI =T, aplicando o Lema 31 duas vezes, [I|, _[T].__[I]._ ;= [T];_4
Tomando P = [I];_, e aplicando o Corolario 6, P~ = [I], _. u

O que ocorre de forma geral é que fazendo uma escolha adequada da base, a matriz que
representa a TL pode ser muito mais simples, como por exemplo diagonal. Como descobrir
qual base fara isso? Este &€ o assunto do Capitulo Autovalores e Autovetores.

Para resumir o conteido desta Secdo, observamos que as coordenadas de um vetor estdo
para o vetor assim com a matriz que representa uma TL estd para a TL:

coordenadas matriz

vetor transformacao linear’

5.7 Exercicios de Matrizes

5.7.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. Qual(is) das seguintes propriedades do produto de matrizes sdo validas:

028.jul.2008 11h
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(a) associatividade?

(b) comutatividade?

(c) distributividade?
Exercicio 2.S5e A, B € M, x, entdo (A+ B)(A+ B)=__ (A2 +2AB+ B? A?>+ AB+
BA + B?)
Exercicio 3. Seja A uma matriz e T4 a transformac3o linear induzida por A. O posto de A
é igual a dim (___ )(Nuc(Ta), Im(T4)).
Exercicio 4.Se A € M,,,, é invertivel entdo

(a) dim(Nuc(A)) = __; (b) dim(Im(A)) = ___
Exercicio 5. Considere ¢ = {(1,0), (0,1)} a base canénica do R?, T': R* — R? e a matriz

que a representa nesta base [T7]..

(@) se T'(z,y) = (3 + Ty, 5z — 4y), entdo [T, = { : : };

(b) se T(z,y) = (y, —), entdo [T], = [— - };

Y

©se [t = g | entso Twn) =
(d) se [T], = [ S, } entdo T'(x,y) = (

Exercicio 6. O produto matriz-vetor pode ser visto como:
(a) combinagdo linear das (linhas, colunas) da matriz;
(b) produto escalar com as (linhas, colunas) da matriz.

Y

Exercicio 7.Sejam A e B matrizes (de dimens&es apropriadas para que esteja definido AB).
Entdo:

(a) colunas de AB sdo combinagdes lineares das (linhas, colunas) da matriz
_ (4 B).

(b) linhas de AB sdo combinacdes lineares (linhas, colunas) da matriz ___(A, B).

(c) entradas de AB sdo produto escalar de (linhas, colunas) de A por

(linhas, colunas) B.

Exercicio 8. Considere uma matriz A com m linhas e n colunas. Determine se é verdadeiro
ou falso:

(a) se m > n entdo as colunas sdo Lls;

(b) se m < n entdo o niacleo de A contém uma reta;

5.7.2 Problemas
Ndcleo e Imagem e Inversa em R"

Problema 1. Para cada uma das matrizes abaixo, determine uma base e dimens3o do niicleo
e da imagem.

. L2 00
(a) 01 b) |13 10
B 0110
oL Lo 1o
(c) (d | -1 -1 11
-1 01 0 -1 0 1

| 110
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Problema 2. Inverta as matrizes:
9 1 1 -1 1
(a)[_1 0}; M) |1 11
0 01
Problema 3. Encontre a representacdo matricial e inverta (se for possivel) a TL: T'(z
(x4 z,2 — 2,9);

Problema 4. Considere a matriz A =

— =
W w O
o O O

(a) Calcule A=t (inversa)

(b) Determine u, v e w tais que: Au=e;, Av = ey, AW = e3.
Problema 5. Determine a matriz inversa das matrizes formada por: blocos de zeros, matriz
identidade e A (que ndo precisa ser invertivel).

@7 ] o5 7]

0

Problema 6.Seja S = { B 0

} uma matriz de blocos. Calcule S2.

Geometria e TLs

Problema 7. Este exercicio é para ser feito com argumentos geométricos. Todas as trans-
formacdes estdo definidas de R? em R2. Seja P uma projecdo ortogonal na reta 7 e R uma
reflexdo em torno da mesma reta r. Determine:
(a) Im(P) =__(0,r,R?); (b) Nuc(R) =__(0,r,R?); (c) PP =__(P,R,1,0);
(d) RR=__(P,R,1,0); (e) RP =__(P,R,1,0); (f) PR=__(P,R,1,0);
(g) de forma geral P* e R" com 1 <n e N.
Problema 8. Calcule uma base para o nicleo e a imagem de uma projecdo ortogonal no
plano xz (gerado pelos eixos = e z) em R3.

Mudanca de bases

Problema 9. Considere as bases de R?: o = {(6,11),(2,4)} ¢ = {(1,0),(0,1)}.
(a) Calcule a matriz mudanca de base [/]__ .
(b) Explique como determinar [],. . usando (a). (N&o faca as contas.)

(c) Verifique que [I]__ = { » /g _; ]
Problema 10. Seja 8 = {(1,0,0), (0,1, —1), (1, —1,0)}.
(a) Calcule [I]__5 e [I],._..
(b) Se v =(0,1,0), calcule [v],

1
(c) se [w]; = | 2 | determine [w]_.
3

(d) se T'(x,y,2) = (x — z,—2,y + 22), determine [T ;.
Dica: [T]p = [1]5._[T][1 ]EH@

Problema 11. Considere T : R? — R? dada na base canénica por { g _i }
(a) Ache u e v ndo-nulos tais que Tu =2ue Tv = —v;
(b) prove que 8 = {u, v} é base de R?
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(c) determine [T'], ;. Note que nesta base a matriz que representa & mais simples
(diagonal).
Problema 12. Considere trés bases distintas (31, 32, O3 de um espaco vetorial de dimensdo
finita.

(a) determine [I], _ 5 ;

(b) defina A =1, 4, B=1[l]s, 4, C=[Is. s Determine ABC.
Problema 13. Considere V' = Py, o espaco dos polinémios de grau menor ou igual a 1 e as
bases & = {1 — z,22} B = {1 + x,x}. Determine []
Problema 14. Considere W = (%, ze”, z%¢®). Determine a matriz que representa D : W —
W com Df = f' nesta base.

Problema 15.Seja 8, = {1,2} base de P, e B, = {1,z,2°} base de P,. Considere
S : Py — P, definida por S(p)(x) = zp(x). Assim, por exemplo se p(z) = x + 1,
S(p)(z) = z* + x. Determine [S]

a—f3"

Ba—P1-

5.7.3 Desafios

Desafio 1.Suponha que B é a inversa de A%2. Mostre que A & invertivel e determine A1
em termos de A e B.

Desafio 2. Considere 7' : V' — V' linear e A uma matriz quadrada fixa. Se [T, = A para
qualquer base (3 de V entdo T' = AI para algum X\ € R (a trasnformacdo é um miltiplo da

identidade).

Desafio 3.Seja J,, uma matriz quadrada n X n em que todas as entradas sdo iguais a 1.
-1 _ 1

Mostre que (I —J,)™' =1 — —J,.

Desafio 4. Prove que se A é invertivel entdo A + B é invertivel se, e somente se, ] + BA™!

é invertivel.

Desafio 5.Fixe B € M,,y, e defina 7,5 : M,«, — M, por T(A) = AB — BA e
S(A) = BA para todo A € M,,xy,.

(a) mostre que Nuc(T") & n3o-trivial. Conclua que 7" ndo é invertivel;

(b) Mostre que Nuc(S) = {0} se, e somente se, B possui inversa.

Desafio 6. Para nimeros reais vale a chamada lei do corte: se ab = ac e a # 0 entdo b = c.
Para matrizes isto ndo é valido.

(a) tome A = ; ; } e determine B,C' € My, tal que AB = AC e B # C,

(b) supondo que A & invertivel, mostre que AB = AC implica B =C.

Desafio 7.Seja Ry : R? — R? uma rotacdo em torno da origem com angulo 6 satisfazendo
0<8 < 2m.

(a) se 6 # 0 existe v € R* v # 0, Ryv = v?

(b) se v € R?,v # 0, determine condicdes em 6 para que v e Ryv sejam linearmente
independentes.

11
0 1

Desafio 9. (Shilov p.114 #5) Em R? considere A uma rotacdo de 90° em torno do eixo-
e B uma rotacdo de 90° em torno do eixo-y e C' uma rotacdo de 90° em torno do eixo-z.
Mostre que:

(a) Al=Bt=Ct =1, (b) AB # BA; (c) A2B? = B2A?,

Desafio 8. (Shilov p.114 #11) Considere A = { } Calcule A™ para qualquer n € N.
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5.7.4 Extras

Nicleo e Imagem e Inversa em R"

Extra 1. Para cada uma das matrizes abaixo, determine uma base e dimens3o do ndcleo e
da imagem.

1 0 -1 1 0 01 00
-1 0 1 -2 1 -1 0 00O
(2) 0 0 B 90 2 © 1900 0
1 0 —1 1 1 2 0010
. 2 h 7 . .
Extra 2. Considere A = L5 7 Determine TODOS os valores de A € R tais que o
posto de A: (a) seja 1; (b) seja 2.
11 1 01
Extra 3. Inverta as matrizes: (a) ; (b) ] 0 1 1
-1 1
1 10
Extra 4.Encontre a representacdo matricial na base candnica e inverta (se for possivel):

T(z,y,x)=(z2,y+ z,x+y+ 2).

Geometria e TlLs

Extra 5. Determine a TL que representa uma reflexdo em R? em relacio a reta z +y = 0.

Extra 6. Em cada item dé um exemplo de uma 7T : R® — R3 que seja uma:
(a) projecdo sobre o plano y = z; (b) rotacdo de 45° em torno do eixo z.

Extra 7. Este exercicio é para ser feito com argumentos geométricos. Todas as transforma-
cdes estdo definidas de R? em R?. Sejam:

— R uma reflexdo em torno da reta r,

— P uma projecdo ortogonal na mesma reta r, e

— () uma projecdo ortogonal na reta s perpendicular a reta r.

Determine:

(a) PQ =__ (£P,+Q,£R,+1,0); (b) QP =__ (£P,+£Q,£R,+£I1,0);

(c) QR =__ (+P,+Q,+R,+I,0); (d) RQ =__ (£P,+Q,+R,+I,0).
Matrizes

Extra 8. Encontre uma P (n3o precisa calcular P~1) tal que: P! [ ; ; } P = { 81 _(1) }

Dica: reveja o Problema 11.

Extra 9. Verifique se & subespaco vetorial o subconjunto das matrizes quadradas:
(a) triangulares superiores;
(b) diagonais;
(c) simétricas;
(d) determine bases para os os subconjuntos acima que sejam subespacos quando a matrize
é€2x2edx3.

Extra 10. Dé exemplos de matrizes em Mo, tais que:

(a) A% = —TI; (b) B> =0 com B # 0;
(c) C* =C com C # I (d) C?* =1 com C # I;
Extra 11.

(a) Encontre uma base de Myy3. Qual a dimensdo deste espaco?
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(b) De forma geral, determine base e dimensdo de M.

Extra 12. Considere W7, W5 subespacos das matrizes quadradas 4 x 4. Seja W, o subespaco
das matrizes triangulares superiores e 15 as matrizes triangulares inferiores. Prove que Wi N
W5 & o subespaco das matrizes diagonais.

Extra 13. Considere V' o espaco das matrizes diagonais 2 x 2 e as bases

ST T T e

Extra 14. Considere T : M,,x,, — M« definida por T(A) = AT.
(a) Determine Nuc(7') e Im(T).
(b) Determine se T' € injetiva e se T' é sobrejetiva.

Extra 15. Suponha que A € M,,,, satisfaz Av;, = \;,v;comv; e R" \; e Rei=1,...,n.

T 11
Defina P = | vi -+ v, | e ¥ uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal sio
ol

Ay ..oy An. Mostre que AP = PX..

3 2 2 4
(i.e. determine a matriz X) AX + 21 = B.

Extra 17.

Extra 16. Considere as matrizes A = [ o3 } B = [ 6 2 } Resolva a equacao matricial

Definicdo 76 (matriz nilpotente) Dizemos que uma matriz quadrada N é nilpotente de
ordem k se existe k € N tal que N*¥ =0 e N*~1 £ 0.

(a) mostre [ 8 (1) } é nilpotente;

010
(b) mostre que | 0 O 1 | é nilpotente. Qual valor de k7
000
(c) Seja D o operador de deriva¢do em P,, (polindmios de grau menor ou igual n). Mostre
que D é nilpotente. Qual o valor de k7
(d) Mostre que (I — N)™* =T+ N+ N2+ N3+...+ N1

Mudanca de bases

Extra 18. Considere as bases de R*: o = {vy, vy, v3} e 3 = {w, Wy, w3} com w; = v;+v3,

Wy = V| + Vo + V3 € Wy = v; — v3. Determine a matriz mudanca de base [[]aHﬁ.

Extra 19. Considere as bases de R*: o = {(1,0,-1), (1,2,3), (1,1,1)}, 8 = {(3,2,1),
(4,5,6), (7,8,9)} ¢ = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} (base canbnica).

(a) determine as matrizes mudanca de base A = [I]__, e B =[I]__g;

(b) escreva equacdes matriciais que determinem, como funcdo de A, B, A~!, B! (ndo
calcule A=, B!, as matrizes mudanca de base [I],.__, [T]5_.. [[]o_s. ([l o
Extra 20.Seja o = {(1,1,1),(—1,1,1),(0,—1,1)} base de R3. Determine uma base f3 tal
1 0 0
que [I],. s=12 -1 1
0 01

Extra 21.Considere as bases do R*: 3, = {(=1,1),(1,1)} e B = {(0,2),(1,0)}. Se
[v]5, = (2,3) determine [v],, .
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Extra 22. Considere as bases de R?: o = {(1,0),(0,2)} e 8 = {(1,1),(2,1)}. Calcule a

matriz mudanca de base [I];_,.

Extra 23. Considere as bases do Py: o = {1,z,2%} e 3 = {1+ 2,1 —x, 2%+ 1}. Determine
] op

Extra 24.Seja D o operador derivada, isto é, Df = f’ definido em W; = (3;). Determine a
matriz [D]ﬁi que representa D : W; — W, na base [3;:

(a) B1 = {cosx,senx}; (b) By = {e*, e**}; (c) Bs = {1,z,e%, xe®};
Extra 25.Seja D? o operador derivada segunda, isto &, D?f = f” definido em W; = (3;).
Determine a matriz [D?]; que representa D? : TW; — W; na base f3;:

(a) 81 = {1, z,2%}; (b) By = {sen(x),sen(2z),sen(3z)}.
Extra 26. Considere T' : P, — Py, definido por T'(p)(z) = p(x + 1). Seja e = {1,z,2*}.
Calcule [T7..
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Capitulo 6

Determinante

Vamos responder as seguintes perguntas sobre o determinante:
(a) O que é7
(b) Quais sdo suas propriedades?
(c) Como se calcula (Qual é a férmula ou algoritmo para o calculo)?
(d) Qual a utilidade?
Note que saber o que é n3o é 0 mesmo que saber como se calcula.

Vamos comecar a responder a pergunta

O que é o determinante?

O determinante & uma funcdo que associa a cada matriz quadrada A um namero real
denotado por det(A). Desta forma, det : {matrizes quadradas} — R.

Para motivar comecamos em dimensdo 2, relacionando o determinante com éarea (com
sinal) e, em dimens3o 3, relacionando-o com volume (com sinal). Isto implicara em pro-
priedades basicas do determinante. No caso geral invertemos o procedimento, definindo o
determinante através de propriedades. Somente depois disso apresentaremos um algoritmo
para o calculo (e ndo uma férmula).

Qual a utilidade do determinante?

(a) caracterizar matrizes ndo-invertiveis (isto &, as matrizes singulares) — fundamental para
o Capitulo de Autovalores e Autovetores;

(b) relacionar areas/volumes de regides do plano/espaco apés aplicagdo de uma fungdo
— fundamental em mudanca de varidveis de integral de varias varidveis (o determinante
jacobiano);

(c) explicitar solugdo de sistema linear (regra de Cramer) e férmula da matriz inversa.

Neste Capitulo sera muito importante a visdo de uma matriz estruturada por colunas (ver
pagina 98).

Algumas provas, ou partes de provas, foram omitidas (mais precisamente omitimos prova
da existéncia e unicidade do determinante e que det(A) = det(A”)). Uma excelente referéncia
para estas demonstracdes, acessivel aos alunos neste nivel, é o Janich.

OVersao 22.jul.2008 19h
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6.1 Motivacao Geomeétrica

6.1.1 R?

Para motivar o assunto vamos apresentar uma definicdo (proviséria) de determinante para
matrizes 2 X 2 que é geométrica. Vamos interpreta-la e deduzir propriedades basicas.

T 1

Definicdo 77 (determinante de matriz 2 x 2) Considere a matriz A = | u v |, com
1

u,v € R?. Associamos a esta matriz o paralelogramo P com vértices na extremidade dos

vetores 0, u, v, u-+v, conforme indicado na Figura 6.1. Definimos o determinante de A como

a drea (com sinal) do paralelogramo P.

u-+v

0

Figura 6.1: Paralelogramo Gerado por u e v

Exemplo 193 Considere A = { E)L 2 } com a,b > 0. Calcule det A.

Pela definicdo, det A é a drea do retingulo com lados de tamanho a e b. Portanto,
det A = ab. Isto ilustra o caso geral: o determinante de uma matriz diagonal é igual ao
produto dos elementos da diagonal.

Exemplo 194 Considere A = , com a,b> 0. Calcule det A.

a c
0 b

Um desenho simples (faca) mostra que a area deste paralelogramo é igual a drea do
retangulo de lados a e b. Logo, det A = ab. Isto ilustra o caso geral: o determinante de uma

matriz triangular é igual ao produto dos elementos da diagonal.

Exemplo 195 (colunas sdo maultiplos) Considere A = { Z IZZ } Calcule det A.

Como um vetor é miltiplo do outro, o paralelogramo fica degenerado num segmento de
reta. Portanto det A = 0.

a b
ka kb
Sejau = (a,ka). Se a = 0 entdo det A = 0 (paralelogramo com uma aresta degenerada).
Sendo tome A\ = b/a. E claro que Au = (b, kb), o outro vetor. Como um é miiltiplo do outro,
det A = 0.

Exemplo 196 (linhas sdo miiltiplos) Considere A = ] Calcule det A.
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Observacio 44 (area com sinal) Vamos recordar que drea com sinal aparece num pri-
meiro curso de calculo, quando a integral de uma funcdo é associada a drea (com sinal)
entre a curva € o eixo-r: drea acima do eixo é considerada positiva e abaixo é considerada
negativa. Se a integral fosse simplesmente a area, fab 2?dz e fab —x%dx seriam ambas
estritamente positivas e portanto f; 2% dx + f; —x?dr # f;(a:2 — 2% dr = f; 0dx = 0.
Com isto a integral ndo seria linear com relacdo a soma (integral da soma de duas funcées
é igual a soma das integrais).

O que significa det(A) = 0 em R??

A resposta estd no préximo lema.

Lema 33 (significado de determinante nulo em R?) O det | u v | = 0 se, e so-

mente se, u e v sdo colineares (e portanto LDs).

Prova: Segue das seguintes equivaléncias:
— determinante é nulo;
— a area do paralelogramo é nula;
— paralelogramo é degenerado num segmento de reta;

— u e v sdo colineares. ™

12 —4

Exemplo 197 det { 9 3

] = 0 pois 1* coluna = —3 x 2* coluna.

3 3

Exemplo 198 det { 3 3

} = 0 pois 3* coluna = 1* coluna.

No préximo lema vamos deduzir algumas propriedades diretamente da definicdo de deter-
minante como area. Um fato surpreendente (que veremos na préxima Secdo) é que podemos
(e assim vamos fazer) inverter a ordem e utilizar estas propriedades para definir o determi-
nante no caso geral em R™. Por isso a prova do lema é somente uma ilustracdo, pois ndo
utilizaremos este lema na seqiiéncia.
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Lema 34 (propriedades do determinante de matriz 2 x 2) Dados u,v,w € R?:

T 1
(a)det | u u | =0 (se duas colunas so iguais entdo o determinante é zero);
1l
T 1 T 1
(b1) det | ku w | = kdet | u w | (se multiplicarmos uma coluna por k o determi-
R L
nante sera multiplicado por k);
T 1 T 1 T 1
(b2)det | u+v w | =det | u w | +det | v. w | (determinante da soma de dois
] Ll ol
vetores & igual a soma dos determinantes);
T 1 T 1 T 1
(b)det | ku+v w | =kdet | u w | +det | v w e
Lol U ol
T 1 T 1 T 1
det | u kv+w | =kdet [ u v | +det | u w | (determinante é linear na primeira
Lo Ll L
ou na segunda coluna);
1 0 T 1
(c) det { 0 1 } =det | e; ey | =detI =1 (determinante da matriz identidade é 1).
1

Prova: (a) se duas colunas sdo iguais o paralelogramo é degenerado e portanto a area é
igual a zero.

(c) o paralelogramo com arestas e;, e, € um quadrado unitario, que possui area 1.

Para os itens (b1) e (b2) vamos apresentar um argumento convincente, através de duas
figuras que n3o representam todos os casos possiveis.

(b1) conforme indicamos na Figura 6.2, se multiplicamos o vetor u por 2 duplicamos a
area, por 3 triplicamos a area e assim por diante. O mesmo ocorre com fracdes, como por
exemplo multiplicando u por 3, 5.

Figura 6.2: Produto por Escalar e Mudanca de Area

(b2) observe a Figura 6.3. Queremos provar que a soma das areas dos dois paralelogramos
menores é igual a drea do maior. Observe que os trés possuem a aresta da base w em comum.
Como a area é base vezes altura, basta comparar as alturas. As alturas sdo as projecdes de
u e v na direcdo perpendicular a w. Por definicdo de soma de vetores, a projecdo de u + v
é igual a projecdo de u mais a projecdo de v. logo a altura do paralelogramo maior € igual a
soma das alturas dos menores. Concluimos o resultado.

(b) segue de (bl) e (b2). |
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u+v

0 W

Figura 6.3: Soma de Vetores e Mudanca de Area

Observacdo 45 A linearidade da propriedade (b) acima n&o significa que det(A + B) =
det(A) + det(B). Por exemplo, det ({ L0 } + [ L0 }) = det {g g } =4 #

0 1 0 1
10 10
det{o 1]+det{0 1}—1—1—1—2.
Podemos chegar ao resultado correto wusando linearidade da seguinte forma:
T 1 T 1
det(2I) = det | 2e; 2ey | = (linearidade na primeira coluna) 2det | e; 2ey | =
o Ll
T 1
(linearidade na segunda coluna) 2 -2det | e; ey | = 4.

o

Exemplo 199 Utilize a linearidade na primeira coluna para calcular det 2 ‘ g }
2 240 2 0 210 2400 |
ono | 1] =[556 ) =[]+ [§ o[ 85 ] -ae [ S25]5 ] -
210 0|0 . ) . )
det ols + det 6lal = 6+ 0 = 6. O primeiro determinante é 6 por ser matriz

diagonal, o segundo é zero pois uma coluna é maltipla da outra.

6.1.2 R?

Para motivar o assunto, vamos apresentar uma definicdo (proviséria) de determinante para
matrizes 3 X 3 que é geométrica. Vamos interpretd-la e deduzir propriedades basicas.

T 11
Definicdo 78 (determinante de matriz 3 x 3) Considere a matriz A = | u v w
Ll

comu,v,w € R® Associamos a esta matriz o paralelepipedo P gerado poru, v, w, conforme
indicado na Figura 6.4. Definimos o determinante de A como o volume (com sinal) do
paralelepipedo P.

Exemplo 200 Considere A = , com a,b,c > 0. Calcule det A.

o O e
o o O
o O O
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0

Figura 6.4: Paralelepipedo Gerado por u,ve w

Pela definicdo, det A é a area da caixa retangular com lados de tamanho a, b, c. Portanto,
det A = abc. Isto ilustra o caso geral: o determinante de uma matriz diagonal é igual ao
produto dos elementos da diagonal.

O que significa det(A) = 0 em R3?

A resposta estd no préximo lema.

/l\
Lema 35 (significado de determinante nulo em R?) O det w | =0 se, e so-
!

— £ —
— < —

mente se, o conjunto {u,v,w} é LD.

Prova: Segue das seguintes equivaléncias:
— determinante é nulo;
— o volume do paralelepipedo é nulo;
— paralelepipedo é degenerado, isto é, sua altura é 0;
— os trés vetores s3o coplanares;
— um vetor pertence ao plano gerado pelos outros dois;
— o conjunto de vetores é LD. [ ]

1 31
Exemplo 201 det | 1 7 = 0 pois 3* coluna = 1* coluna.
L. 9 -
(1 2 3]
Exemplo 202 det | 1 2 3 | =0 pois 3* coluna = 1? coluna + 2* coluna.
T1 T
Exemplo 203 Considere A= | u v 3u—5v |. Calcule det A.
1l |

Como w = 3u — 5v é multiplo dos outros dois, isto é pertence ao plano (u,v), o
paralelepipedo é degenerado, possuindo volume igual a 0. Logo, det A = 0.
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Lema 36 (propriedades do determinante de matriz 3 x 3) Dados u,v,w,z € R3:

(111 T11 T 11
(a)det | u u v| =det|{u v u| =det| v u u| =0 (se duas colunas sio
L1 Ll Ll
iguais entdo o determinante é zero);
T 11 T 11 T1T1
(b)det | ku+z v w | =kdet |u v w | +det |z v w | ou
Lo Clr 1Ll
T 1 1 T 11 TT1
det | u kv+z W | =kdet | u v w [ +det | u z w | ou
1L R [
T 1 T 11 T 11
det |u v kw+z | =kdet | u v w | +det | u v z | (determinante é linear na
Ll R Ll
primeira, segunda ou terceira coluna);
100 T 11
(c)det | 0 1 0 | =det | e ey e; | =detl =1 (determinante da matriz identi-
0 01 Il
dade é 1).

Prova: Segue diretamente da definicio do determinante como volume do paralelepipedo
(a) e (c). Para (b) precisamos seguir os passos da prova do Lema 34 com a dificuldade de
visualizar figuras correspondentes tridimensionais. Basicamente, se multiplicamos uma aresta
por k o volume do paralelepipedo & multiplicado por k. Deixamos para o leitor as figuras e
verificacdo para soma de vetores. ]

6.2 Definicao e Propriedades Basicas

Nossa definicio de determinante é baseada num fato surpreendente expresso no préximo
teorema: existe uma Gnica funcdo com propriedades similares as satisfeitas pela funcio area
e volume que apresentamos na Secdo anterior.

Teorema 8 (caracterizacio algébrica do determinante) Considere o conjunto M,y
das matrizes quadradas n x n. Existe uma tnica funco det : M,,,, — R com as seguintes
propriedades:

(a) se duas colunas s3o iguais o valor é zero;

(b) é linear em cada coluna;

(c) na matriz identidade o valor é 1.

Prova: Vamos provar somente a existéncia (deduzir uma férmula) para o caso da matriz
a
2 x 2
¥
para o leitor interessado consultar a literatura. Observe a beleza desta demonstracdo, onde
estas trés propriedades obrigam o surgimento da férmula (ja conhecida) de determinante de
matriz 2 x 2.

Como [ (Z } = [ 8 } + { 2 } =a [ (1) } +b { ? } linearidade na primeira coluna (pro-

0c
11d |’

c . . . .
d } Quanto a unicidade e a generalizacdo para uma matriz qualquer, deixamos

C

. T alc 1
priedade (b)) implica que det { b ‘ d } = adet { 0ld

B
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Como [ ; } = [ (C) } + { 2 } =c { é } +d [ ? } linearidade na segunda coluna (pro-
priedade (b)) implica que:

. 1|e 11 1107
(|)det{0‘d}—cdet{o‘o]dedet[o‘l}

.. (0] ¢ 01 0]0
(||)det_1 d}—cdet[l‘o}—kddet{l‘l}
Portanto, obtemos:
111 110 01 00
—acdet{o‘o]j%ddet{o‘l]+bcdet[1‘0}+bddet[1‘l]

Como as colunas sdo iguais (propriedade (a)), det [ (1) ‘ (1) } = det { 0 ‘ 0 } = 0. Pela

alel
det{b d_

propriedade (c), det [ é ‘ (1) } = 1.

Vamos provar que det { ? ‘ (1] } = —1, obtendo que det [ (Z ‘ ccl } =ac-0+ad- -1+
be - (—1) +bd -0 = ad — be. Para isto, pela propriedade (a), det }H = 0. Pela

01 1|1
110 11 ) .
det { ‘ } + det [ ‘ 0 } + det { ‘ } + det [ ‘ } . Como os dois termos do meio

propriedade (b) utilizada duas vezes, det { ‘ } = 0 = det { ! ‘ ! } + det { 0 ‘ L } =

01 0

desta expansdo sdo nulos pela propriedade (a), obtemos que 0 = det [ (1) ‘ (1] } +det { (1] ‘ (1] } )

Pela propriedade (c), deduzimos que det [ (1) ‘ (1) } =1
[

Definicdo 79 (determinante de matriz) O determinante é a funcdo dada pelo teorema
acima.

Observacdo 46 Embora completa, a definicio acima ndo apresenta (diretamente) uma
férmula para calcular o determinante. Deixo para reflexdo do leitor o que disse Klaus Janich
(veja bibliografia):

“Se vocé ainda acha que a informacdo mais importante acerca de um objeto
matematico é uma férmula para calcular o seu valor, certamente vocé
compartilha o pensamento da maioria das pessoas medianamente educadas,
mas com conhecimentos apenas superficiais de matematica.”

O préximo lema mostra que podemos substituir a propriedade (a) por outra para caracte-
rizar o determinante.

Lema 37 (propriedades equivalentes) Se a funcdo det : M,,«, — R é linear em cada
coluna (propriedade (b) do Teorema 8) entdo sio equivalentes:

(a) se duas colunas s3o iguais o determinante é zero;

(a’) se trocarmos duas colunas o determinante troca de sinal.
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Prova: Vamos provar no caso 2 x 2. O caso geral é provado de forma similar com mais
colunas.
Pela linearidade (propriedade (b)),

T T T 1 T 1
det | u+v u+v | ==det|u u+v |+det|v ut+v| =
! ! Lo Lol
T 1 T 1 T 1]
=det |uu|+det|uv|+det|v u|+det|v v
Ll Ll Ll
Suponha que (a) é verdade. Entdo
T T
det | u+v u+v | =det|uu|=det|v v|=0
l l
T 1
Logo, pela identidade acima, det | u v | +det [ v u | = 0, isto & det | u v | =
I Ll I
T 1
—det | v u |. Portanto (a) implica em (a’).
Ll
Suponha que (a') é verdade. Entdo (imagine que trocamos u com u)
T 1 T 1
a=det|uu|=—det|uu|=-a
Ll Ll
T 1
Como a = —a implica que a =0, det | u u | = 0. Portanto (a') implica em (a). u
Ll

Observacdo 47 Como o determinante possui a propriedade (a’) de troca (alternancia) de
sinais e pela propriedade (b) ela é linear em cada coluna, dizemos que o determinante é
uma funcdo multilinear alternada. Pelo Teorema 8, o determinante é a dnica funcdo
multilinear alternada que vale 1 na matriz identidade.

Observacdo 48 (analogias com integral) Propriedades (a) e (a’) sdo similares a da
integral:

(a) [ f(x)dx =0 (duas colunas iguais);

(@) [ f(x)de = — [ f(x)dx (troca de duas colunas);

A propriedade do determinante da matriz transposta (para recordar o que é matriz trans-
posta, ver Definicdo 62 da pagina 98) transfere todas as propriedades do determinante para
linhas da matriz. Isto & utilizado para relacionar operacbes elementares nas linhas de uma
matriz com o determinante, que gera um algoritmo eficiente (no sentido preciso da Observa-
¢do 50 da pagina 133) para o célculo do determinante.

Teorema 9 (determinante da transposta) det(A”) = det(A).
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Prova: Esta prova serd omitida. Consulte a literatura. [ ]

Corolario 7 Todas as propriedades do determinante para colunas podem ser enunciadas como
propriedades das linhas. Portanto, o determinante:

(a) é linear por linhas;

(b) troca de sinal quando se trocam as linhas;

(c) é nulo quando duas linhas sio iguais.

Prova: Segue facilmente do Teorema anterior e propriedades correspondentes (por colunas)
do determinante. |

Corolario 8 (operacdes elementares e determinante) O efeito de cada operacdo ele-
mentar abaixo sobre o determinante de uma matriz é:

(a) trocar ordem de duas linhas: determinante troca de sinal;

(b) multiplicar uma linha por um escalar ndo-nulo: determinante é multiplicado pela
constante,

(c) substituir linha por sua soma com miltiplo de outra: determinante ngo se altera.

Prova: Os itens (a) e (b) seguem diretamente do dltimo Corolario. Quanto ao item (c),
pelo Teorema 9, basta mostrar propriedade correspondente por coluna. Considere

T T
A= |- u --- v ---|. Substituindo uma coluna pela soma com miltiplo de outra
! |
T T
obtemos B=| -+ u+kv -+ v . Portanto, por linearidade,
| !
T T
det B=det | --- u+kv -+ v - | =
| |
T T T T
| ! ! !
Como duas colunas sdo iguais no Gltimo determinante, ele é nulo (independente do valor de
T T
k) e portanto det B=det | -+ u --- v --- | =det A. |
| |

Lema 38 (matrizes LDs possuem determinante nulo) Seja A matriz quadrada. Se as
colunas (ou linhas) de A formam um conjunto linearmente dependente entdo det A = 0.

Prova: Vamos provar para o caso das colunas formarem um conjunto LD. Segue para as
linhas pelo Teorema 9 (determinante da transposta).

Suponha que as colunas formam um conjunto LD. Ent3o uma delas é combinac3o linear
das outras. Substituindo esta coluna pela combinacdo das demais e utilizando a linearidade do
determinante, obteremos soma de determinantes de matrizes com colunas repetidas. Como
cada um destes determinantes é zero (colunas repetidas), concluiremos que o determinante é
zero. ]

Quando a matriz é diagonal ou triangular (superior ou inferior), & muito facil calcular o
determinante. Vamos provar férmula do determinante de matriz diagonal para aquecer, pois
logo em seguida provaremos o caso geral de matriz triangular.
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Lema 39 (determinante de matriz diagonal) Se uma matriz é diagonal entdo seu de-
terminante é igual ao produto dos elementos da diagonal.

Prova: Pela linearidade, retire cada elemento da diagonal até ficar com matriz identidade,
cujo determinante é 1. n

Lema 40 (determinante de matriz triangular) Se uma matriz é triangular (superior ou
inferior) ent3o seu determinante é igual ao produto dos elementos da diagonal.

Prova:  Vamos supor que a matriz é triangular superior (argumento analogo vale para
triangular inferior). Considere dois casos:

(a) tem pelo menos um zero na diagonal. Suponha que a, = 0. Considere M a matriz
formada pelas k primeiras colunas desta matriz. Como M estd escalonada com no maximo
k — 1 linhas ndo-nulas, a dimens3o do espaco-linha de M é no maximo k — 1. Pelo Lema 25
da pagina 103, a dimens3do do espaco-coluna de M é igual a dimensdo do espaco-linha, e
portanto é no maximo k — 1. Como s&o k vetores coluna de M gerando espaco de dimens&o
maxima k — 1, as colunas de M, e por conseqiiéncia as primeiras k colunas da matriz, sdo
LDs. Pelo Lema 38 o determinante é zero.

(b) todos elementos da diagonal sdo ndo-nulos. Coloque-os em evidéncia para obter 1 na
diagonal. O valor do determinante sera o produto destes elementos vezes o determinante da
matriz com 1 na diagonal. Substitua linha por multiplo de outra linha até transforma-la em
diagonal. Pelo Corolario 8 isto ndo altera o seu determinante. Obteremos a matriz identidade,

cujo determinante é 1. |
21 3 4
: 0 3 1 2
Exemplo 204 Considere A = 00 4 11 Calcule det A.
0005
Como a matriz é triangular, det A=2-3-4-5=5!=120

6.3 Como Calcular

Vamos determinar formas praticas para calcular o determinante. No caso 2 x 2 e 3 x 3 em
geral (quando n3o sdo triangulares) vale a pena aplicar a férmula dada pela chamada regra se
Sarrus, que é vista no ensino médio. Para o caso geral apresentamos um algoritmo, bastante
eficiente, para o célculo do determinante de uma matriz geral.

As férmulas para matriz 2 x 2, vista na demonstracdo do Teorema 8, e 3 x 3, que pode ser
deduzida (exercicio) seguindo a mesma técnica da 2 x 2, sdo vistas no ensino médio. Podemos
recorda-las através da Regra de Sarrus, representadas na Figura 6.5.

Figura 6.5: Regra de Sarrus 2 x 2 e 3 x 3
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Observacdo 49 (regra se Sarrus) A regra de Sarrus NAO generaliza para dimensso
maior que 3: N3o existe procedimento semelhante a este para matrizes 4 x 4.

Para uma matriz de ordem maior que 3 utilizamos o seguinte algoritmo, baseado na
eliminacdo de Gauss. Ele funciona pelo Corolario 8, que relaciona operacdes elementares e
determinante e pelo Lema 40 (determinante de matriz triangular).

Algoritmo 1 (calculo eficiente do determinante) Para calcular o determinante de uma
matriz:

e Faca eliminacdo de Gauss, reduzindo matriz a forma diagonal superior;
e Leve em conta a cada operacdo elementar o efeito sobre o determinante:

— troca de linhas = determinante troca de sinal;
— multiplicar linha por constante = determinante é multiplicado pela constante;
— substituir linha por combinacdo linear dela com outra linha = determinante nio

se altera.

e (alcule determinante da matriz resultante pelo produto dos elementos da diagonal;

0 4 8
Exemplo 205 Considere a matrizA= | 2 1 8
3 6 9
3 6 9
Troque l; coml3: det A= —det | 2 1 8
0 4 8
1 2 3
Coloque 3 em evidéncia em l;: det A= —3det | 2 1 8
0 4 8
1 2 3
Facaly « Iy —2l1: det A= —3det | 0 —3 2
0 4 8
1 2 3
Faca l3 « I3+ 4l5/3: det A= —3det | 0 —3 2

0 0 8+48/3=32/3
Agora a matriz é triangular: calcule produto dos elementos da diagonal:
det A = —3(1)(—3)(32/3) = 96.

Se vocé folhear livros de Algebra Linear encontrard pelo menos

Trés modos de calcular o determinante:

(a) formula de Laplace (também conhecido como expansdo por cofatores);
(b) férmula de Leibniz (como produtério de elementos de cada linha ou coluna com sinal
indicando paridade das permutacdes);

(c) reducdo da matriz através de operacdes elementares (conforme foi apresentado).

Poderiamos apresentar as trés formas mas isto tomaria tempo e foco que julgamos exces-
sivos para o assunto. Embora as formas (a) e (b) sejam importantes do ponto de vista teérico



6.4. MAIS PROPRIEDADES 133

(por exemplo para provar que det A = det AT), optamos por omiti-la num curso introdutério
desta natureza. A forma do item (c) é a mais eficiente do ponto de vista computacional e
esta ligada diretamente com as propriedades basicas do determinante. A desvantagem de (c)
é que n3o é uma férmula, e sim um algoritmo baseado no Coroléario 8.

Observacdo 50 (comparando métodos de calculo do determinante) O método
de célculo usando a férmula de Laplace ou Leibniz necessita, para uma matriz de ordem
n, cerca de n! operacbes, enquanto o método eficiente que apresentamos, utilizando
operacBes elementares, necessita de cerca de 2n®/3 operacbes (fonte Leon p. 71). Para
comparacdo do nimero de operacées necessarias para se calcular o determinante observe
a tabela abaixo:

n  Laplace reducdo por op. Elementares
2 3 4

3 14 15

4 63 37

5 324 74

6 2 mil 130

7 14 mil 209

10 1 milhdo 624

20 6 x 1018 5 mil

Para n > 4 o método que apresentamos ja é mais eficiente. Para n grande é a diferenca
entre poder ser calculado ou ndo. Por exemplo, um computador que faca 1 milhdo de
operacées por segundo levaria 32 mil anos para calcular o determinante de uma matriz
20 x 20 pelo método de Laplace e fracdes de segundo pelo método aqui apresentado.

6.4 Mais Propriedades

Teorema 10 (caracterizacdo de matrizes n3o-invertiveis) Se A é matriz quadrada en-
tdo A é invertivel se, e somente se, det(A) # 0.
Equivalentemente, A é singular (ndo possui inversa) se, e somente se, det A = 0.

Prova: Suponha que A é singular (ndo possui inversa) n x n. Entdo o posto (dimensdo do
espaco coluna) é menor que n, o que implica que as colunas sdo LDs (ndo geram o espaco
todo). Pelo Lema 38, det A = 0.

Suponha que det A = 0. Aplique o algoritmo de céalculo do determinante, reduzindo-a a
forma triangular U. Agora det A = 0 se, e somente se, det U = 0. Logo um dos elementos
da diagonal de U é zero. Seguindo o argumento da prova do determinante da triangular, as
colunas de U sdo LDs, o que implica que as linhas de U sdo LDs. Logo as linhas de A sdo
LDs, o que implica que A é singular. [ ]

Corolario 9 (significado geométrico de determinante nulo em R") Se A é matriz
quadrada ent3o det A = 0 se, e somente se, as colunas (ou linhas) de A formam um conjunto
linearmente dependente.

Prova: O caso linhas (ou colunas) LDs foi feito no Lema 38.
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Suponha agora que o determinante é zero. Pelo Teorema 10, A é singular (n&o é invertivel).
Logo Nuc(T") # 0. Com isto existe v # 0 tal que Av = 0. Os componentes do vetor v,
pela definicio do produto matriz-vetor, vao determinar uma combinacio linear ndo-trivial das
colunas de A cujo resultado é o vetor zero. Logo as colunas de A formam um conjunto LD.

]

Observacao 51 Juntando Teorema 10, Corolirio 9 e Lema 29 da pagina 106, obtemos:
Se A é matriz quadrada, s3o equivalentes:

(a) o sistema homogéneo Av = 0 possui soluc3o diferente de zero;

(b) Nuc(A) é ndo-trivial;

(c) A no possui inversa;

(d) det(A) = 0;

(e) uma coluna (ou linha) é combinacdo linear das outras.

Estas idéias sdo fundamentais no Capitulo de Autovalores e Autovetores, onde determi-
namos valores para A tais que o sistema Av = \v possua solucdo ndo-trivial. Estudamos
isto reescrevendo o sistema introduzindo a matriz identidade /. Assim temos que resolver
Av = Alvou (A— A)v =0. Como queremos solu¢cdes ndo-triviais, queremos que o niicleo
de A — A\ seja nido invertivel (singular), que pelo Teorema 10 implica que det(A — AI) = 0.

1 2

Exemplo 206 Considere a matriz A = [ 9 1

} Determine valores para \ tais que o

sistema Av = \v possua solucdo nio-trivial.

Calculando det(A — M) = det { L= ;\ 1_ )2\ = (1 —X)?—4 = 0. Resolvendo esta
equacdo do segundo grau em \ obtemos que A = 3 ou \ = —1.
a
Exemplo 207 Considere a matriz diagonal A = b . . Determine valores para \
d

tais que o sistema Av = \v possua solucdo n3o-trivial.
Precisamos que det(A — M) = 0. Como a matriz (também) diagonal A — \I =
a— A
b— A
Y , det(A—AI) = (a—AN)(b—=N(c—=A)(d—N) =0. Os
d— A\
valores de \ que tornaram zero esta expressdo sdo: a,b,c,d. Um erro comum cometido pelos
alunos é expandir a expressdo (a — \)(b — X\)(c — A\)(d — X\) = 0, ao invés de obter raizes
diretamente, e tentar calcular raizes de \* — \3(a + b+ ¢+ d) + N\?(ab + ac + ad + be + bd +
cd) + abed — abel — abld — aled — lbed = 0.

A propriedade do produto caracteriza o determinante da matriz inversa e proporciona a
interpretacdo do determinante como mudanca de area/volume.

Teorema 11 (determinante do produto) Sejam A, B matrizes quadradas da mesma or-
dem. Entdo det(AB) = det(A) det(B).

Prova: Se det(A) # 0, defina f : M,x, — R por f(B) = det(AB)/det(A). Vamos
checar que f possui as propriedades da definicdo (Teorema 8) do determinante:
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(a) se duas colunas de B sdo iguais entdo, como produto matriz-matriz pode ser visto
como aplicar A em cada coluna de B (ver Lema 26 da pagina 104), AB possui duas colunas
iguais. Logo det(AB) = 0 pela propriedade (a) do determinante. Portanto f(B) = 0.

T T
(b)se B=|--- u+kv --- w --- |, entdo
l !
T T
det(AB)=det | --- A(u+kv) --- Aw ---
l !
T T
(por linearidade de A) = det | --+ Au+kAv --- Aw --. | (por propriedade (b) do
l l
T T T T
determinante) =det | --- Au --- Aw -+ [+kdet | -+ Av .-+ Aw --- |. Logo,
l l ! !
T T
f(B)=f u-+ kv - W =
! l
T T T T
! ! ! l

Portanto f é linear por colunas.

(c) f(I)=det(AIl)/det(A) = det(A)/det(A) = 1.

Pelo Teorema 8 (unicidade do determinante), f(B) = det(B). Dai segue o resultado.

Se det A = 0, com A n x n, entdo, pelo Corolario 9, as colunas de A sdo LDs. Logo
o posto coluna (dimensdo do espaco gerado pelas colunas) de A & menor que n. Pela
interpretacdo do produto matriz-matriz (ver Lema 27 item (a) da pagina 105) as colunas de
AB sdo combinacdes lineares das colunas de A. Logo o espaco gerado pelas colunas de AB
esta contido no espaco gerado pelas colunas de A. Portanto posto coluna de AB é menor
que n. Portanto colunas de AB sdo LDs, que, pelo Corolario 9, implica que det(AB) = 0.
Logo, neste caso também det(AB) = 0 = 0det(B) = det(A) det(B). n

Exemplo 208 Suponha que A é invertivel. Qual relacdo entre det(A) e det(A™1)?
Como AA~' = I, pela propriedade do determinante do produto

det(I) =1 = det(AA™") = det(A) det(A™).

Conclus3o: det(A™1) =1/ det(A).

Exemplo 209 Considere A e B duas matrizes semelhantes (ver definicio na pagina 113).
Qual a relacdo entre det(A) e det(B)?

Como sdo semelhantes, existe P invertivel tal que B = PAP~'. Pela propriedade do
produto, det(B) = det(PAP™) = det(P) det(A) det(P~!) = det(P)det(P~1)det(A) =
1-det(A) = det(A). Logo det(A) = det(B) quando A e B sio semelhantes.
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A aplicacdo sucessiva do proximo lema permite reduzir a ordem do determinante a cada
aplicacdo. Para entender esta parte reveja operacbes em matrizes divididas em blocos na
pagina 108.

Lema 41 (determinante de matriz bloco-triangular) Suponha que M = [ 61 ZB) ]
ou M = [ é 10) } com A e D matrizes quadradas. Entdo det(M) = det(A) det(D).

L I 0 ,
Prova: Vamos inicialmente provar que se M = 0D det M = detD. A téc-

nica é igual a prova do Teorema 11 (determinante do produto). Defina f : M,x, —

R por f(D) = det { L0 Se duas colunas de D sdo iguais entdo as duas colunas

0 D
correspondentes de M s3o iguais (todos elementos de M acima de D sdo nulos). Logo
T T

det M = f(D) = 0. Se calcularmos f s ut kv oooeowo-es , como elemen-

! !

tos acima de D sao nulos, usamos linearidade do determinante de M para concluir que é

T T T
iguala f W +kf eV s W . Finalmente f(I) =

! ! !

det(I) =1 (a parte de cima ja era identidade). Pelo Teorema 8 (unicidade do determinante),

f(D) = det(D). De forma analoga podemos provar que det { 61 ? } = det A.

A B , A 0|,
Vamos supor, para o caso geral, que M = { 0 D] pois o caso M = {B D} é

analogo.

Se det A = 0 entdo, pelo Corolario 9, uma coluna de A é combinacdo linear das outras.
Como a matriz M possui somente zeros abaixo de A, uma coluna de M é CL das outras.
Novamente pelo Corolario 9, det M = 0. Se det D = 0 ent3o, de forma analoga, uma linha
de M é CL das outras e det M = 0.

Supondo que det A e det D sdo ndo-nulos, podemos escrever

M= A0 I A'BD™! I 0
10 T 0 I 0 D |’
Agora, utilizando a propriedade do Teorema 11 (determinante do produto), basta calcular o

determinante de cada uma destas trés matrizes. Pelos resultados acima, o primeiro determi-
nante é det A e o Gltimo é det D. O do meio, por ser matriz diagonal com 1's na diagonal,

vale 1. Concluimos o resultado. |
Observacao 52 Considere M = CA, D } com A, B,C e D matrizes quadradas. De
forma geral, det(M) # det(A) det(D)—det(B) det(C). Vocé consegue gerar um exemplo?

Observacao 53 Por esta propriedade pode-se parar o algoritmo do determinante quando
restar um bloco 2 x 2 e aplicar a propriedade do determinante de matriz bloco-triangular.
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Exemplo 210 Calcule os valores de \ tais que o determinante da matriz abaixo se anula:

2-X2 1 3 -1 1
1 A2 01 -2
M = 0 0 A 1 1
0 01 A 2
0 00 0 3+A

Observe que ela é bloco-triangular (mas ndo é triangular!). Definindo
M1 * *
M1:[2I>\ H,MFH H,M3=3+A,M: 0 M, x |. Logo,
0 0 M

det(M) = det(M,) det(Ms) det (Ms) = —(A — 1)2(A2 — 1)(3 + A) = 0.

As raizes sdo 1, —1, —3.

Observacido 54 Um erro comum que os alunos cometem (ver exemplo anterior e Exem-
plo 207 da pagina 134) é multiplicar todos os termos ao invés de utilizar a estrutura
fatorada que decorre naturalmente do determinante de matriz diagonal ou triangular ou
bloco-triangular. Caso calculassemos diretamente, multiplicando todos os termos, obteria-
mos que det M = —)\° — \* + 63 — 2)\2 — 5\ +3 = 0. Como vocé encontraria as raizes
deste polinémio? Voltaremos a este assunto no Capitulo de Autovalores e Autovetores.

6.5 Aplicacoes

Na primeira aplicacdo definimos determinante de transformacdes lineares. A segunda aplicac3o
é importante no Calculo Integral de varias variaveis, quando aparece o chamado jacobiano na
férmula de mudanca de variaveis de integracdo.

6.5.1 Transformacoes Lineares

Como definir o determinante de uma transformacio linear 7: V — V7

Dadas bases v, 5 de V, de forma geral A = [T'|3 # B = [T],. No entanto estas matrizes sdo
relacionadas por P = [I] _ 4, pois [T], = [I],_4[T]s[I]5._.,- Como [I], = [I]w_ﬁ B =
PAP™!. Pela propriedade do produto, det(B) = det(PAP™!) = det(P) det(A) det(P~ ) =
det(P) det(P~') det(A) = det(A). Logo podemos definir det(T') por det(A) = det|[T]g,

determinante da matriz que a representa numa base qualquer.

Definicdo 80 (determinante de transformac3o linear) Dada transformacgo linear T :
V' — V e~ uma base qualquer de V', [T, a matriz que a represente na base -y, definimos
det(T") por det ([T7,).

Lema 42 (caracterizacdo de TL invertivel) Se T' uma transformaco linear de V-em V
(espacos de dimens3o finita) entdo T é invertivel se, e somente se, det(T") # 0.

Prova: Fixe uma base para V e aplique o Teorema 10. [ ]
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6.5.2 Mudanca de Area

Lema 43 (mudanca de area de um quadrado) Seja T : R? — R? uma transformacio
linear e ) C R? um quadrado com lados paralelos aos eixos x e y:

(a) T(Q) é um paralelogramo;

(b) area(T(Q)) = area(Q)| det T|.

Prova: Suponha inicialmente que o quadrado () seja unitario. Observe a Figura 6.6.
Qualquer ponto do interior do quadrado é combinacdo linear de e; e e, com coeficientes
entre 0 e 1. Pela linearidade de T, a imagem serd exatamente das combinacdes lineares de
T(e;1) e T(ey) com coeficientes entre 0 e 1, ou seja, um paralelogramo com arestas T'(e1) e

T(eg).
A area (com sinal) do paralelogramo, pelo que ja vimos, é igual ao determinante da
T T T 1
matriz | T'(e;) T'(e2) | = [T]. | e1 e2 |. Como a segunda matriz é a identidade, cujo
l | Ll

determinante é 1, pela regra do determinante do produto, a area é det[T., que é igual, por
definicdo a det T'. Logo a area (sem sinal) do paralelogramo é |det T'|.
No caso geral, as arestas do quadrado sdo ke; e ke,. Logo as arestas do paralelogramo

sdo T'(key) = kT'(e;) e T(key) = kT'(e2). A area (com sinal) do paralelogramo é igual a

T T T T
det | kT(e;) kT(e3) | = k*det | T(e;) T(ey) | = k*det[T]. = k*det T. Como a area

! ! ! !
de Q & k?, area(T(Q)) = k*| det T| = area(Q)| det T'. |

T
€9 T
(@)
0 e 0 T<e1)

Figura 6.6: Imagem de uma Quadrado () pela TL T

O préximo teorema estabelece a relacdo entre determinante e modificacdo de area de uma
regido do plano ap6s a aplicacdo de uma transformacdo linear.

Teorema 12 (modificacdo de area por TL) Seja T : R?* — R? uma transformacdo
linear e Q C R? um conjunto limitado (érea finita) qualquer. Entdo area(T(Q)) =
area(§2)| det T'|.

Prova: Vamos supor que detT" # 0 e portanto 7' & uma bijecdo, pois caso contrario o
resultado seria verdadeiro pois ambos os lados seriam iguais a zero.

Divida €2 em quadrados @; disjuntos paralelos aos eixos = e y de modo que sua unido
aproxime a regido €) (vide Figura 6.7). Pelo Lema anterior, area(7(Q;)) = area(Q;)| det(T)].
Como os quadrados @); sdo disjuntos e T' é bijecdo, T(Q);) sdo paralelogramos disjuntos.

Para finalizar com rigor precisariamos passar o limite, fazendo tender a zero, o tamanho dos
quadrados. Sem o devido rigor, desprezando as fracées de quadrados, somando os quadrados



6.6. xSINAL DO DETERMINANTE EM R? E R? 139

e colocando det T' em evidéncia, area(7T'()) ~ > . area(T'(Q;)) = |detT| >, area(Q;) ~
| det T'|area(2). n

Figura 6.7: Regido () e sua Imagem T'(Q2)

Observacao 55 Uma aplicacdo deste Teorema é em calculo de varias varidveis. Uma
funcdo qualquer f : R? — R? pode ser aproximada localmente por uma transformacdo
linear. Por este resultado, a distorcdo local de area serd dado pelo determinante desta
transformacdo linear, o chamado jacobiano de f.

Observacdo 56 Este mesmo resultado poder ser generalizado para trés dimensées: Seja
T : R? — R? uma transformacao linear e Q) C R?® um conjunto qualquer. O volume de
T(Q2) é igual ao volume de Q) vezes | det(T)|.

Utilizando esta idéia podemos reinterpretar a propriedade do determinante do produto da
seguinte forma. Dado C' = AB, composicdo das TLs A e B, a distor¢do de area (ou volume)
de C é igual ao produto da distorcdo de A e distorcdo de B.

6.6 «Sinal do Determinante em R? e R30

Para esta Secdo reveja num livro qualquer (de Fisica ou de Geometria Analitica ou de Calculo)
a regra da méo direita.

Dado um paralelogramo com arestas u e v no plano cartesiano com eixos na posicdo
candnica (eixo-x na horizontal, orientado da esquerda para a direita e eixo-y orientado de

T 1

baixo para cima), quando o det | u v | é positivo e quando é negativo?
Il
A resposta pode ser dada aplicando a regra de mio direita, partindo de u para v, e
determinando para onde o polegar aponta. Se for saindo do papel, o determinante é positivo,
se for entrando é negativo.

OA leitura desta secdo é opcional.
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Para ilustrar considere a seqiiéncia da Figura 6.8. Mantendo fixo o vetor u e variando v,
sempre com o mesmo tamanho, mas formando angulos distintos com u, obtemos paralelo-
gramos com areas variando. Observe que quando u e v vao ficando mais préximos de serem
colineares a area vai tendendo para zero. llustramos os dois casos, onde u e v sdo colineares
mas com mesmo sentido ou com sentido oposto, quando a area do paralelogramo formado
é zero. Devido a escolhas feitas, quando o paralelogramo esta acima do vetor u a area é
positiva, quando estd abaixo é negativa. O ciclo representado na figura, iniciando no alto e
girando no sentido anti-horario, em termos de sinal da area, é: positivo — 0 — negativo —
0 — positivo - - -. Utilize a figura para verificar a regra da mao direita.

v u+t+v

Figura 6.8: Variacdo da Area do Paralelogramo gerado por vetores u e v

Observacio 57 (interpretacdo de sinal de area) Por conseqiiéncia, embora paralelo-
gramo com arestas u e v seja igual a paralelogramo com arestas v e u, e portanto possuam a

[ T1

mesma drea, det | u v | = —det | v u |. Analogamente, fol f(z)dx = — flo f(z)dz,
1 11

embora seja mesmo intervalo [0, 1].

T
Em R3 quando o det | u v w | é positivo e quando é negativo?
U

A resposta pode ser dada novamente aplicando a regra de mao direita. Dados u e v, eles
geram um plano II que divide o espaco em dois pedacos. Se w € II entdo o determinante é
zero (porque?). Caso contrario, dependendo a qual pedaco o vetor w pertence, o determinante
pode ser positivo ou negativo. Se w pertencer ao mesmo pedaco que o polegar ap6s aplicacdo
da regra da mao direita, o determinante serad positivo, caso contrario, negativo.
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6.7 «Foérmula de Laplace®

Podemos repetir o que foi feito para matriz 2 x 2 na demonstracdo do Teorema 8 para
matriz n X n. No entanto, & mais simples apresentar uma férmula recursiva para calculo de
determinante. Esta férmula é conhecida como expans3do por cofatores ou férmula de Laplace.

Definicdo 81 (menor) Dada A n x n defina A;; (chamado de menor de A) a matriz
(n —1) x (n — 1) obtida eliminando-se i-ésima linha e j-ésima coluna de A.

Teorema 13 (férmula de Laplace do determinante) Definimos det(A)  recursiva-
mente:

(a) det(A) = a1 sen =1 (matriz1 x 1 é um ndmero!);

(b) det(A) = >"_ (—1)"*7 det(A;;) (expansdo pela i-ésima linha).

j=1 L
Vale ainda que det(A) = >"" (—1)""7 det(A;;) (expansdo pela j-ésima coluna).
Prova: Para demonstracio consulte a literatura. |

Observacdo 58 (tabuleiro de damas) Nds vemos esta férmula do seguinte modo:

(a) Para cada matriz A;; associamos o sinal + ou — pela regra (—1)""7 (como se

fosse um tabuleiro de damas, com os sinais alternando), indicada no seguinte diagrama:
_'_ —
- +

’

(b) De forma recursiva calculamos o determinante expandindo através de uma linha ou
coluna qualquer.

Exemplo 211 (matriz 2 x 2) Determine a férmula do determinante de matriz 2 x 2 fazendo
a expansdo pela primeira coluna e, depois, pela segunda linha. Observe que obtemos sempre
a mesma férmula.

As matrizes A;; serdo somente um nimero, cujo determinante é o préprio nimero, e

. . + -
dassociamos OSs Sinais |i +

Fazendo a expans3o pela primeira coluna:

det{% ;] - —|—adet{% %[}—bdet{% é} — tadet[d]—bdet|c] =

ad—bc.
Fazendo a expansdo pela segunda linha:

a c [[] ¢ a []
det = —bdet +d det { } = —bdet| ¢ |+ddet| a | =
Ioiz] B )6 Le]rddet[e]
—bc + ad.
Deixamos para o leitor fazer expansdo pela segunda coluna ou pela primeira linha para

obter a mesma férmula novamente.

Exemplo 212 Considere A = . Determine Aqs, A3y, Ags.

W DN =
D U
© 0o

OA leitura desta secdo é opcional.
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[ D D D | i 2 8 T
Ap=12[] 8|=]3,
3 9ol b -
] 4 71 ¢ -
A31 == |:| 5 8 - ;1 ’;
ooo) 8
LT (1 7]
Az = D D D = 3 9
I K B -
1 47
Exemplo 213 Calcule o determinante de A = | 2 5 8 | fazendo a expansdo pela pri-
3 6 9

meira coluna e expansdo pela segunda linha.
Expans3do primeira coluna:

1] 4 7 000 004 7 047
det | [2] 5 8 | =+1det | [[] 5 8 | —2det | [[] [[J] [[]| +3det | [] 5 8
| [3] 6 9] (16 9 [16 9 [0
Logo,
11 4 7
det 258 =+1det{2§}—2det[g 9}+3det{§ ;}
|13 6 9 ]
Expansdo segunda linha:
(1 4 7] (] 4 7 1 [[] 7 1 4 [
det 8] | =—2det | [] [[] [[]| +5det | [[] [[] [[]| —=8det | [] [[] [
| 3 6 9 | ] 6 9 3 [(] 9 3 6 []
Logo,
d L4 7 [ 4 1 1 4
et = —2det 69}+5dt{39}—8det{36].
| 3 6 9 | -
-1 0 2
Exemplo 214 Seja A = 1 0 3 |. Calcule det A.
1 21

Como podemos escolher por onde fazer a expansdo, é vantajoso fazé-la por onde tiver o
maior namero de zeros. A melhor escolha neste caso é pela segunda coluna, onde concluimos
que det A = —2det A3y (confira o sinal negativo na frente utilizando o tabuleiro de damas

de sinais). Portanto, det A = —2 det _1 g } = —2(—3-2) =10.
01 2]

Exemplo 215 Seja A= | 1 1 3 |. Calcule det A.
1 00

Neste caso utilizaremos a terceira linha. Portanto det A = det A3y (sinal do tabuleiro de

! 2} (3-2)=1.

damas é positivo). Portanto, det A = det [ 1 3
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4 11 -7 -1 -3
—2 2 1 0 3
Exemplo 216 Considere A = 2 7 0 0 0. Calcule det A.
o 3 0 0 O
3 -1 6 0 5

As melhores escolhas sdo a quarta coluna ou a quarta linha pois ambas possuem um
dnic elemento ndo-nulo. Expandindo pela quarta coluna (sinal — pela regra do tabuleiro),

-2 21 3
2 700
det A = —(—1)det 0 30 0
3 -1 6 5
A melhor escolha é a terceira linha, que possui um dnico elemento ndo-nulo. O sinal na
-2 1 3
frente do 3 serd negativo pela regra do tabuleiro e det A = —(—1)(—3) det 2 00
3 6 5

Agora a melhor escolha é a segunda linha, que pela regra do tabuleiro resultard num sinal
menos na frente. Agora det A = —(—1)(—3)(—2) det [ é g } =6(5—3-6)=6(5—18) =
6(—13) = —78.

Prova: [Lema 9] A prova sera feita por inducdo na dimensdo da matriz. Paran = 1 é
imediato. Suponha que seja verdade para matrizes (n — 1) X (n — 1). Pela férmula de
Laplace, det(A) = >_"_ (—1)"7 det(Ay;) (expansdo pela primeira linha). Usando hipétese de

j=1
inducdo, (matrizes Ay; sdo (n—1)x (n—1)), det(A) = 7, (=1)"*/ det(AT;), que nada mais
é do que expansdo pela primeira coluna do determinante de A”. Logo, det(A) = det(AT).

n

6.8 xRegra de Cramer e Matriz Inversa’

Vamos deduzir uma férmula explicita da matriz inversa e de solucdo de sistemas, conhecida
como regra de Cramer, partindo de propriedes do determinante.

Cabe alertar que a férmula é computacionalmente ineficiente por envolver o célculo de n
determinantes. N3o deve ser utilizada a n3o ser por necessidade teérica, como por exemplo
para calcular derivada da funcdo que associa a cada matriz sua inversa.

Em aplicaces, utiliza-se a eliminacdo de Gauss ou outros métodos mais sofisticados para
se resolver um sistema. Devido ao pouco uso desta, trata-se de uma Secdo de enriquecimento
cultural.

OA leitura desta secdo é opcional.
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Lema 44 (Regra de Cramer) Considere o sistema Av = b, com

T T 1 1 T L1
A=|Vy ... Vi1 V; Vig1 ... Vo | ev= :
| L | Tr,
Caso tenha solucdo dnica, os componentes x; da solucdo v serdo dados por:
T T 1T 1 T
v =(detA)tdet | vi ... Vi1 b vigr ... va |,
| N |

onde a matriz acima a direota é A com a i-ésima coluna substituida pelo vetor b.

Prova: Da definicdo do produto matriz-vetor como combinac&o linear de colunas, escreve-
mos o sistema como x1vy + - -+ 2, vy = b.
Vamos primeiro determinar x; para depois fazer o caso geral em cima do mesmo principio.
Determinamos z; passando b para outro lado e obtendo 1-(z;vy—b)+z3va+- - -+x, v, = 0.
Concluimos que sdo LDs (note que o primeiro coeficiente é ndo-nulo igual a 1) os vetores

i i i
(x1v1 — b),va,..., vy Pelo Lema 38, det | z7vi —b vy ... v, | = 0. A linearidade
! ! !
do determinante implica que
T 7 T 7
ridet | vi vo ... vy | —det| b vy ... v, | =0.
ol ! ol !
Logo,
T 1 T T i
ridet | vi vo ... vy | =x1detA=det | b vy ... v, |,
ol ! ol !

de onde segue o resultado.
De forma geral, determinamos x; passando b para o outro lado:

rvi+--+1-(xvi—b)+- -+ x,vy, =0.

Concluimos (novamente) que sdo LDs os vetores vy, ..., vi_1, (x;vi—b), Viy1, ..., Vn.
Aplicando o determinante e usando sua linearidade, fazendo raciocinio analogo ao que
fizemos para obter x1, chegamos a férmula para z;. [ ]

Utilizando a regra de Cramer podemos obter uma férmula explicita para a matriz inversa.

Corolario 10 (Férmula da Inversa) Considere a matriz A com menores A;;. Entdo
A~ = (¢;5) com ¢;j = (det A)~1(—1)""7 det(A;;) (note que ndo é A;;!).

x
Prova: Defina x = : |. A regra de cramer associa a cada b a solucdo x do sistema

Tn

Ax=Db
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Como A™'b = x, calculamos A~! (coluna a coluna) aplicando regra de Cramer em
b=ej,eq,...,€,.

Tomando b = e; obtemos a j-ésima coluna de A~! resolvendo Ax = e;. Como ¢;; é
a i-ésima linha de A'e;, ¢;; = x;, onde z; é o i-ésimo elemento da regra de Cramer com

b =e;.
j
Aplicando a regra de Cramer concluimos que
T T 1 1 T
Cij = (det A)_l det Vi ... Vi1 € Vi1 ... Vp
| I |
Por expansdo por cofatores, o determinante acima sera reduzido a determinante de matriz
A sem j-ésima linha e i-ésima coluna (det Aj;) com sinal dado pela regra do tabuleiro. m

Uma conseqiiéncia importante é a existéncia de inversa de uma matriz.

Corolario 11 (da férmula da inversa) Se det A # 0 entdo A possui inversa.

6.9 Exercicios de Determinantes

6.9.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. Determine se é Verdadeira ou Falsa:

(a) se as colunas de A sdo LDs entdo det(A) = 0;

(b) se det(A) = 0 entdo duas linhas ou colunas sdo iguais ou entdo uma linha ou coluna
tem somente zeros;

(c) se B é obtida de A trocando duas linhas de A entre si, det(B) = det(A).

Exercicio 2. B é quadrada com det(B) = —2.

(a) det(BT) = __; (b) det(B™1) = __; (c) det(B®) = __
Exercicio 3. A, B, C s3o matrizes quadradas.
(a) det(A + B) (=,#, pode ser = ou #) det(A) + det(B);
(b) det(AB) (=,#, pode ser = ou #) det(A) det(B);
(c) Se det(A) = —3, det(B) =2 e det(C) = 5, entdo det(ABC) = __
Exercicio 4.
1 1T 11 1 1T 11
1 111 0 2 11
(@ det |y 4 | =— (B)det| o g 3 1 | =—
1111 0 00 4
T1T1
Exercicio 5. A= | u v w | comdet(4) =7.
_ L1l
T 11 T 1 T
(a)det | 2v w u | = __; (b)det | u 3v—w w | =_
Lo [
“— W — — 2u —
(cJdet | —«v+u—w— | =__; (d)det | «2v— | =__
| — u — — 2w —

Exercicio 6. Se det(A) = 4, o sistema:

%Versio 28.julho.2008 06h
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Y

infinitas solucbes, nenhuma ou infinitas solucses);

[z 1 ,
(a) A } = { 9 } possul (nenhuma solucdo, uma dnica solugdo,

(b) A ; } = { 8 } possui (nenhuma solucdo, uma dnica solucio,

infinitas solucSes, nenhuma ou infinitas solucses);

Se det(B) = 0, o sistema:

x 1
(c)B|y | = | 2| possui (nenhuma solucdo, uma dnica solucdo,
z 3
infinitas so/u,-cc”)es,-nenhun-wa ou infinitas so/u,cc”)es);
S "0 ]
(dB|ly | =101 possui (nenhuma solucdo, uma dnica solucio,
z 0

infinitas solucées, nenhuma ou infinitas so/u,cc”)es).

Exercicio 7. Se det(B) = 0:

(17

(a)e B=|u v |, entdou é (maltiplo de, perpendicular a) v;
1)

T

(b)e B=|u v w [, entdou é (maltiplo de v, perpendicular a w, miiltiplo de

Ll
v + w, pertence ao plano gerado por v e w);
(c) colunas de B sdo (Lis, LDs); (d) linhas de B s3o (Lls, LDs).

Exercicio 8.Seja T': V — V linear.

(b) se det T' =5 entdo dim(NucT) __ (=5, =0,
(c) se existe T~! entdo det(T) __ (=1
Exercicio 9.Seja A 4 x 4.
(a) se posto(A) =4 entdodet A (=0, #£0,
0

(b) se posto(A) =2entdodet A=__ (=0, #0, =2);
(c) se det(A) = 3 entdo posto(A) = __ (0,1,2,3,4);
(d) se det(A) = 0 entdo posto(A) _ (=0,=1,=2,=3,=4,>0,>2,<4).

Exercicio 10.Sejam A matriz quadrada, 0 # v € R" e A € R tais que Av = Av: det(A —
M) (=0,#0).

6.9.2 Problemas

Problema 1.

A0 - 0
_ _ 0O X --- 0

(a) Calcule o determinante da matriz Al x, =
00 --- )\

(b) Seja A uma matrix n x n. Se det(A) é conhecido, calcule det(AA), onde A € R.
Note que, em geral, ndo é Adet(A).

(c) Interprete estes resultados em termos de volume. O que acontece com a area de um
quadrado se dobramos o comprimento dos seus lados? O que acontece com o volume de
um cubo se dobramos o comprimento das suas arestas? Mais geralmente, o que acontece
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com um sélido em R"™ se ampliamos (ou reduzimos) suas dimensdes lineares por um fator
multiplicativo A7
Problema 2. Aplicamos em uma matriz A 5 x 5 as seguintes operacdes elementares:

(i) trocamos [5 com ly4;

(i) 1y« Uy + 3la;

(iii) multiplicamos 4 por —4.

6 1 2 3 1
0 2 5 —1 1
Obtemos a matriz B= | 0 0 —1 3 —5 | . Calcule det(A).
0 0 0 3 2
0 0 0 0 1
Problema 3. Calcule o determinante das matrizes abaixo
25 4 0430
(@) | 3 1 2 |(; (b)
5 46 010 3
2 01 3

Problema 4.Para cada matriz A abaixo determine todos A\ € R de modo que a matriz
A — M néo seja invertivel:

3000

2 47 4100
(a)A_{z), 3]' by A=100 21
000 2

Problema 5. A imagem do circulo {(z,y) € R?* | 2* + y* = 1} pela transformacdo linear
(z,y) — (22 — y,22 + y) é a elipse {(x,y) € R? | 52? — 6zy + 5y* = 16}. Qual & a area
compreendida por esta elipse?

Problema 6. Calcule o volume do paralelepipedo abaixo, cujos vértices sio:
A=(2,3,4), B=(0,8,7),C = (~1,5,9), D = (2, —1, 10),
E=(-3,10,12), F = (0,4,13), G = (—1,1,15), H = (—3,6, 18).

AN
A

G D
Problema 7.Se T'(z,y, z,w) = (2 + y,z — 2y, z,w), calcule o det(T).

Problema 8.

(a) Seja M = . Troque linhas para matriz se tornar diagonal e prove que

Q@ O O O

d
€
9
J

> o OO
S =0 O

det(M) = abcd.
(b) Determine uma férmula geral para o determinante da matriz n X n cujos (nicos
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1
1
elementos ndo-nulos sdo a;; =1 com i+ j =n + 1:
1
- 1 -
Dica: Calcule para 2 x 2 e 3 x 3 inicialmente e item (a).
a b A A 1 d —b ,. ”
Problema 9.Se A = entdo A7 = — . Qual o erro na “prova” que
c d ad=be | —c  q

det(A™!) & sempre 1: det(A™1) =

1 d —b 1 d —b 1
_det(ad—bc[—c a])_ad—bcdet[—c a]_ad—bc(ad_bc)_l‘

Problema 10. Use matriz em blocos para calcular o determinante das matrizes:

5 400 34567

5 3 0 0 2345 6

(a) Byloo111
56 7 1

011 o 00101

00011

6.9.3 Desafios

Desafio 1.

Definicdo 82 (produto vetorial) Dados u,v € R? definimos
wq
w=| w | =uxveR?

w3

o produto vetorial entre u e v, componente a componente, por

T 11
w;=det | u v e
Ll

Prove que:
(a) u x u=0;

(b) u x v = —v x u (antisimétrica);

() (u+Av) xw=uxw+ v xw (linear);

)

(d) e; x ey = e3 (orientacdo e normaliza¢do);
(e) u x v é perpendicular au e v.

Desafio 2. O exercicio anterior pode ser generalizado para se definir o produto vetorial entre
n — 1 vetores em R".
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Definicao 83 (produto vetorial) Dados uy,...,u,_; € R" definimos
w1y
w = : =w X Xu,1 €R",
w?’l
o produto vetorial entre uy, . ..,u,_,, componente a componente, por
T T 1
W; = det u --- u,—1 €
! ol
Mostre que:

(a) este produto possuird as mesmas propriedades que o produto vetorial em R? (antisi-
métrica, linear, orientacdo e normalizac&o);

(b) uy X uy X ---w,_1 & perpendicular a cada u; parai=1,...,n— 1.
Desafio 3.(a) Mostre que a equacdo da reta em R? que passa por v; = (71,1) € vg =
z y 1
(x9,y2) € dada pordet | =y y; 1 | =0;
Ty Y2 1
(b) Mostre que a equacdo do plano em R? que passa por vy = (z1, Y1, 21), Vo = (T2, Y2, 22)
z y z 1

oy oz 1
Ty Y2 22 1
r3 ys 23 1
Desafio 4. (a) Mostre que a area do tridngulo com vértices em vy = (21,¥1), V2 = (T2,Y2)

e v3 = (x3,Ys, 23) € dado por det =0.

Ty oy 1
e v3 = (x3,y3) € dada por 1/2det | x5 yo 1
r3 ys 1

Y1 Y2 Ys Y1
e fazendo a soma do produto da diagonal com sinal positivo numa direcdo e negativo na

outra. Este esquema permite obter férmula de area de poligono qualquer (ja que area é igual

(b) O determinante acima pode ser calculado montando a matriz { oo o }

a soma das areas dos tridngulos) com vértices em (z1,¥1),... (Zn,y,) utilizando a matriz
ry - Tp I .
. Determine-a.
Yy - Un U1
Desafio 5. (Wronskiano) Dado um conjunto {f},fs,...,f,} de fun¢Bes infinitamente dife-
renciaveis definimos o wronskiano W (fy,fs, ... f,)(x) como o determinante da matriz
fi(z) fa(x) e fal2)
fi(z) fol@) - fu(@)
i (z) s(@) e (@)
@) BT @) e B @)

(a) Prove que se {f,f,,...,f,} é LD entdo W(f},f;,...,f,)(x) = 0 para todo z;

(b) conclua de (a) que que se W (zg) # 0 para algum z( entdo o conjunto de funcdes é
LI

(c) use (a) para provar que {1,z,e*} & Ll;
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(d) é claro que o conjunto de funcdes {x?, z|x|} & LI (porque?). Por outro lado,
W (z?, z|z|)(z) =0 para todo z. Isto ndo implica por (b) que o conjunto é LD?

Obs: (z|z|) = 2|z|.
Desafio 6. (determinante de Vandermonde 3 x 3) Prove que

2

1 a a
det | 1 b b | =(b—a)(c—"0b)(c—a).
1 ¢ ¢
Desafio 7. Considere o seguinte problema: Dados pontos (x;,4;) € R? com i = 0,...,n

determine polindémio p(z) de grau n tal que p(x;) = y;.
(a) Monte um sistema linear para determinar os coeficientes a; do polinémio p(z) =

n
E a;x";
i=0

1 1
i I‘O DR xn . .
(b) Defina M = _ _ (conhecida como matriz de Vandermonde). Mostre
g Ty
ao Yo
que o sistema pode ser escrito como M : = :
an Yn
(c) Mostre que det M = H(xn — ).
k<n

Desafio 8. (variante de Vandermonde) (Shilov p. 30, no. 10) Prove que

T e T n—1 n
:L,rlz—Q . 1_272 k=1 k=1
| Tn |

Desafio 9. (Strang p. 210 no. 32) Prove que

1+a b c d
a 1+ c d
det a b 1+ ¢ =1l+a+b+c+d.

d
a b c 14+d

Desafio 10. Prove que uma matriz com todas entradas racionais possui um determinante
racional.

Desafio 11. Seja A uma matriz n x n com |a;;| < k. Usando a idéia de determinante como
volume, mostre que | det A| < (ky/n)™.
a b

c a

Desafio 12. Considere a matriz tridiagonal n x n A, = . Defina d,, =

det(A,).
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(a) Prove que d,, 11 = ad,, — bed,, 1.
(b) suponha que a =2 e b =c¢ = —1. Prove que det(A4,) =n+ 1.

0 1 -1
Desafio 13. (Strang p. 216 no. 10) Calcule det 1 _0 -
1 1 0
Desafio 14. (Shilov p.29 no. 9) i i
r a a a
T a a a T a a
(a)det | a = a |; (b)det | @ a x a
a a w
a a a -+ x

Desafio 15. (Calculo do posto de uma matriz utilizando determinante de submatrizes) Prove
que para qualquer matriz quadrada o posto é k se, e somente se, k£ é o maior inteiro tal que
existe uma submatriz £ X k com determinante no-nulo.

Desafio 16.

(a) Qual (e onde colocar) o menor niimero possivel de zeros que devemos colocar numa
matriz 4 X 4 para garantir que o determinante é zero?

(b) E para uma matriz n X n?

Desafio 17. Existem 16 matrizes 2 por 2 cujas entradas possuem somente 0's e 1's. Quantas
delas s3o invertiveis?

6.9.4 Extras
Extra 1.Se A é uma matriz n X n com det(A) = —3 ent3o:
(a) det(A+ A)=__; (b) det(3A) = __; (c) det(A®/3) = __;

3
b
(a) a area do triangulo com vértices em (0,0), (2,a),(3,b) &
(b) a area do tridngulo com vértices em (0,0), (2,3), (a,b) & _____

(c)u= {2] ev= [2] Se Mju= X\yvpara \;,\s € Rentdio \j= e = .

Extra 2.Seja A = } com det(A) = 4.

Extra 3. B uma matriz quadrada.

(a) se uma linha & maltipla de outra entdo B (possui/ndo possui) inversa;

(b) se nenhuma linha é maltipla de nenhuma outra entéo (det(B) # 0, det(B) =
0, nada podemos afirmar).
Extra 4.Suponha que 7' : R? — IRR? linear preserva area. Isto implica que 7' preserva
comprimentos também?
Extra 5.Sabe-se que trés arestas adjacentes ao vértice (0,0,0) de um paralelepipedo no
R* sdo determinados pelos vértices (—1,2,2), (2,—1,2) e (2,2,—1). Calcule o volume do
paralelepipedo.
Extra 6.Seja T'(z,y,2) = (v + 2,2 + y + 32,2z — ). Considere o cubo

C = {aey + beg + ces; a,b,c € [0,3]}.
Determine o volume do paralelepipedo

T(C) ={aT'(e1) + bT(e2) + cT'(e3); a,b,c € [0,3]}.
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Extra 7.Sejam a,b,c nameros reais positivos. Determine o volume do elipséide £ =
{(z,y,2) € R% (x/a)*+ (y/b)* + (2/c)* < 1} encontrando um conjunto B C R® e uma
transformacdo linear 7" tal que T'(B) = E.

Extra 8. Calcule o determinante das matrizes abaixo
4 11 -7 -1 =3

2210 s Lo

@ | 2 7 0 0 —2]|; (b)

0 3 0 0 0 L2 3 -
3 3 3 2

3 -1 6 0 5

Extra 9. Para cada matriz A abaixo determine todos A € R de modo que a matriz A — \J
ndo seja invertivel:

(a)A:[fg]; (b) A = %?

S NN O

Extra 10. Diz-se que uma matriz quadrada P é uma projecdo se P? = P. Mostre que
det(P) é 0 ou 1.

Extra 11.Suponha que A e B sdo matrizes quadradas n x n com AB = I. Prove que
BA=1.
Extra 12.Suponha A¥ = I. Prove que

(a) se k é impar entdo det(A) = 1; (b) se k é par entdo det(A) =1 ou —1.

Extra 13.
(a) Prove (usando determinante) que n&o existe A 3 x 3 (com entradas reais) tal que
A% = —I3,3 (identidade);
0 -1
(b) Tome B = [ i
geometricamente uma rotacdo de 180°. Portanto, num certo sentido, B = +/—1.

} e mostre que B? = —I,,, (identidade). Esta matriz representa

Extra 14. Diz-se que uma matriz quadrada S & anti-simétrica se ST = —S (identidade).
Mostre que :

(a) det(S) =0se S é3x3; (b) det(S) =0se S én xn com n impar.
Extra 15.Suponha N nilpotente (veja Definicio 76 da pagina 118) , isto é, N* = ( para
algum k£ € N. Mostre que N n&o é invertivel.

Extra 16. Diz-se que uma matriz quadrada Q é ortogonal se Q7Q = I,,,,, (identidade).
Mostre que det(Q)) é 1 ou —1.

Extra 17. Deduza a férmula do determinante da matriz 3 x 3 (mostrada na Figura 6.5 da
pagina 131) seguindo a técnica da demonstracdo da férmula 2x2 do Teorema 8 da pagina 127.

Extra 18. Considere M = { é, f) } com A, B,C e D matrizes quadradas 2 x 2. D& um
exemplo que mostre que nem sempre det(M) = det(A) det(D) — det(B) det(C).
Extra 19. Considere a matriz (em blocos) M = f(él é , com A, X quadradas e [ a matriz

identidade, todas de mesmo tamanho. Prove que det(M) = det(A).

Extra 20. Seja A, B matrizes quadradas de mesma dimens&o tais que AB # BA. Prove que
det(AB) = det(BA).
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1
2
Extra 21.Suponha que A = PDP~! com D = _ diagonal. Prove que
n
det(A%) = (n!)*.
Extra 22.Se A e B s&o invertiveis:
(a) A+ B é invertivel? (b) AB é invertivel? (c) AT B é invertivel?

Extra 23.Se AB é invertivel, entdo A & invertivel?

0 ... 0 a

0 ... ay = i
Extra 24.Seja M = | . .. |- Prove que det(M) = (—1)”(1_[ a;).

ap ... T X =

Extra 25. Suponha que det A = 0. Prove que se B foi obtida de A por operacdes elementares
entdo det A = 0 se, e somente se, det B = 0.

Extra 26. Considere A = { g Z , com a,b > 0, e o paralelogramo determinado pelas

colunas desta matriz. Faca um desenho simples que mostra que a area deste paralelogramo é
igual a area do retangulo de lados a e b. Conclua que det A = ab.
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Capitulo 7

Autovalores, Autovetores e
Diagonalizacao

Neste capitulo apresentamos os conceitos de autovalores e autovetores de transformacdes
lineares. As ferramentas para o calculo (quando o espaco é de dimensdo finita) sdo o deter-
minante e solucdo de sistemas lineares. Utilizando-as podemos, em alguns casos, determinar
base tal que a matriz que representa a TL seja diagonal.

Dedicamos uma secdo somente para exemplos com TLs geométricas (projecdes, rotacdes,
reflexdes e cisalhamento).

Aplicamos estas técnicas para:

e calcular a poténcias (A¥) e raiz quadrada (v/A) de matriz;

e determinar estado limite de um sistema iterado, onde comecamos num estado v, e
evoluimos por v, ;1 = Av,,.

Outras aplicacdes, que ndo sdo exploradas nestas notas, sdo:
e classificacdo de cénicas e quadricas; e

e determinacdo de pontos de maximo e minimo local de funcdes de varias variaveis.

7.1 Autovalores e Autovetores

Nesta Secdo vamos resolver o seguinte problema:

Dada transformacdo linear T', existe vetor v n3o-nulo tal que v e T'v s3o paralelos? De
forma equivalente: existe direcdo preservada por T'? Como calcula-1a?

Definicdo 84 (autovalor, autovetor e espectro) Seja T : V — V transformacso linear.
Dizemos que 0 # v € V é autovetor associado ao autovalor \ se Tv = \v. O conjunto
de autovalores de T' é chamado de espectro de T'.

OVersio 28.jul.2008 10h
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Observacao 59

e )\ pode ser zero, mas v ndo. De fato a “direc3o” zero é sempre preservada por uma
TL qualquer pois TO = 0.

e se T'v = 0 podemos dizer que a direcdo v foi preservada pois Tv = Ov = 0, um
miltiplo do préprio v.

e 0 autovetor associado a um autovalor ndo é anico. De fato, se v é autovetor qualquer
ek # 0, w = kv também é autovetor pois T'(w) = T(kv) = kT (v) = kXv =
AEkv) = Aw.

Para ilustrar estes conceitos estude os exemplos de TLs da Secido “Exemplos Geométricos
em 2D e 3D", das paginas 163-168. Observe nestes exemplos que:

e qualquer miltiplo de direcdo preservada também serd preservada, o que mostra que os
autovetores associados n3o s3o {Inicos;

e para TLs no plano podem existir infinitas direcdes, duas, uma ou nenhuma direcdo
preservada;

e zero pode ser autovalor.

Dado um A autovalor, queremos saber qual conjunto de vetores (denominado de auto-
espaco) v € V satisfazem T'v = Av. Queremos que Tv — Av = Tv — (A[)v = 0. Logo
(T'— X)v =0. Portanto v € Nuc(T — \I).

Definicdo 85 (autoespaco) O autoespaco associado a A é o Nuc(T — \I).

Como calcular autovalores e autoespacos se V' for de dimens3o finita? I

Dado autovalor ), calculamos seu autoespaco Nuc(7'— AI) resolvendo um sistema linear.
O problema & como encontrar um autovalor A. Para isto serd fundamental o determinante.
Note que para que v seja autovetor tem que ser um elemento ndo nulo de Nuc(T — AI).
Portanto queremos que Nuc(7' — AI) seja ndo-trivial, o que serd verdade, se, e somente se,
T — M néo for invertivel, que pelo Teorema 10 da pagina 133 (para V' de dimens&o finita),
ocorrera se, e somente se, det(7 — A\I) = 0.

Definicdo 86 (polinémio caracteristico) Dada transformacdo linear T : V. — V, V es-
pagco de dimensao finita, definimos o polinémio caracteristico de T por p(\) = det(T'—\I).

O préximo lema garante a coeréncia da definicdo (p(A\) € um polindmio e & sempre o
mesmo em qualquer base) e caracteriza-o com relagdo a dimens3o do espaco.

Lema 45 (polinémio independe da base) O polinémio caracteristico p(\) = det(T —
A):

(a) independe da base escolhida para o espaco V': det([T]|g — AI) = det([T], — AI);

(b) é um polinémio em X\ de grau igual a dimens3o do espaco.
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Prova: (a) pela teoria da pagina 137 do Capitulo de Determinante, o determinante de uma
TL independe de base.
(b) sera omitida. n
O préximo teorema é um resultado notavel, apresentado em livros de funcdes comple-
xas, para onde remetemos o leitor para uma demonstracdo (veja Lars V. Ahlfors; “Complex
Analysis”; McGraw-Hill; por exemplo). E atribuido ao grande matematico Gauss.

Teorema 14 (teorema fundamental da Algebra) Um polinémio de grau n tem exata-
mente n raizes (ndo necessariamente distintas) sobre o corpo dos complexos, isto é, existem
ndmeros complexos, A1, ..., \, (ndo necessariamente distintos), tais que

A A" + @ A" ag A ag = an (A — AD)(A = Xa) (A= Ap).

Esta fatorac3o é inica (a menos da ordem).

Observacdo 60 Embora pelo teorema fundamental da Algebra um polinémio de grau 5
possua b raizes, um resultado surpreendente de Galois e Abel prova que ndo existe férmula
fechada para o célculo destas raizes. Isto é conhecido em Matematica como o problema da
“insolubilidade da quintica” (impossibilidade de existéncia férmula para raizes de equacdes
de grau maior ou igual a 5). Por outro lado, a férmula para o grau 3 ou 4, embora exista,
é muito complicada, ndo sendo pratica seu uso. Desta forma a dnica férmula pratica é a
que aprendemos no ensino médio, a férmula de célculo de raizes de polinémio de grau 2
(conhecida como férmula de Baskhara).

Em resumo, para calcular autovalores e autoespacos para V' de dimensdo finita:

e determinamos os zeros de det(7"— AI) = 0 para achar autovalores. Devemos pre-
servar ao maximo uma expressdo fatorada por ser muito dificil determinar raizes de
polinémios de grau 3 em diante (veja Observacdo 54 da pagina 137);

e substituimos os autovalores na equa¢do (T'—\I)v = 0 para determinar os autovetores
.

Exemplo 217 Calcule os autovalores e autoespacos de T'(x,y) = [ _1 _1 } { j }

(1-2x) -1 } _

Vamos determinar os autovalores. Como det(T — A\I) = det { 1 (1-))

(1—=X)%?—=1=(A=0)(A—2), os autovalores sdo 0 e 2.
Calculando autoespaco para A = 0: Resolvemos o sistema

@—onyv=| """ (1__(5“5}:{8}

Obtemos { r=y=0

—r+y=0
o autoespaco associado ao 0 é ((1,1)). Um autovetor é (1,1) ou (2,2) ou (1/2,1/2) ou
(—1,—1) ou (—100,—100) etc.

. Portanto x =y, solugdo (z,y) = t(1,1) parat € R. Desta forma
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Calculando autoespaco para A = 2: Resolvemos o sistema

=02 [ ]-10]

Obtemos { :i : z i 8 . Portanto x = —y, solucdo (x,y) = t(1,—1) parat € R. Desta

forma o autoespaco associado ao 2 é ((1,—1)). Um autovetor é (1,—1) ou (2,—2) ou
(1/2,-1/2) ou (—1,1) ou (—100, 100) etc.

3 -1 0 x
Exemplo 218 Calcule autovalores e autovetores de T'(x,y,z)=| 1 1 0 y |-
1 0 —1 z
(3-)\) ~1 0
Vamos determinar os autovalores: det(T — \I) = det 1 (1-=2X) 0

1 0 (—1—2A

Para calcular o determinante note que a matriz j4 é quase triangular inferior. Para ze-
rar o —1 (linha 1 coluna 2), faca Iy < Iy + l3/(1 — X). Obteremos det(T' — \I) =

(B=X)—=1/(1=X) 0 0

det 1 (1-=X) 0 |. Como a matriz é diagonal, obtemos que
1 0 (=1-=2X)

o determinante é (—1 —A)((3—=A)(1—=X)—1). Como (3—N)(1—=X)—1=-\*+4\—4 =

—(A=2)%, det(T — AN) = —(—1 — \)(A — 2)%. Portanto os autovalores sdo 2 e —1.
Calculando autoespaco para A = 2: Resolvemos o sistema

(3-2) ~1 07 [z 0
(T —2I)v = 1 (1-2) ollyl=1]0
1 0 (-1-2) || = 0
r—y=20
Obtemos x —y =0 . Portanto tomando z = t, solucdo (z,y,z) = t(3,3,1) parat € R.
r—32=0
Desta forma o autoespaco associado ao 2 é ((3,3,1)).
Calculando autoespaco para A = —1: Resolvemos o sistema
(3+1) -1 07 = 0
(T+I)v = 1 (1+1) ol |yl=1o0
1 0 (=1+1) || 2 0
dr —y =0
Obtemos { x —2y =0 . Portanto x =y = 0, e z qualquer, solucdo (x,y,z) = t(0,0,1)
x=0

parat € R. Desta forma o autoespaco associado ao —1 é ((0,0, 1)).

Exemplo 219 (rotacdo no plano) No Exemplo 184 da pagina 109 (Capitulo Matrizes)
deduzimos que a matriz de rotacdo de vetores do plano por um 4ngulo 0 (no sentido trigono-
cos) —senf
sen 6 cosf |

Calculando seu polinémio caracteristico obtemos p(\) = (cosf — \)? + sen?f = N\ —
2\ cosf + 1 (identidade trigonométrica sen?  + cos>0 = 1). Como A = 4(cos’ — 1) =

métrico, isto é, anti-horério) é R =
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—4sen?0, A < 0 (raizes complexas) a ndo ser que sen 6 = 0, ou seja, a ndo ser que 6 = 0°
ou 180°. Portanto sio trés casos:

(a) 6 = 0°. Neste caso R = I, a matriz identidade. Qualquer direc3o ndo-nula é autovetor
com autovalor 1. A matriz é (na realidade ja estd) diagonalizavel.

(b) & = 180°. Neste caso R = —I1. O autovalor é —1 com qualquer direcdo nio-nula
como autovetor. Novamente é (e ji esta) diagonalizavel.

(c) 0 ¢ {0°,180°}. Neste caso os autovalores sio complexos ndo-reais. Portanto ne-
nhuma direcdo é preservada.

Encerramos esta Secdo com dois exemplos de autovalores e autovetores (chamados de au-
tofuncdo) no espago de dimensdo infinita C*°(R; R), o espa¢o das funces reais diferenciaveis:
os operadores lineares de primeira e segunda derivada. Na teoria mais avancada de equacdes
diferenciais esta idéia é muito importante.

Exemplo 220 Considere T : C*(R;R) — C*(R;R) definida por T'f = f'. Qual autovetor

(chamada também de autofuncido) associado ao autovalor 37 Isto é, para qual funcio f,
Tf=f =3f7

f(t) = exp(3t) pois f'(t) = 3exp(3t), isto é, Tf = f' = 3f. Note que g(t) = C exp(3t)
também serd autofuncdo para qualquer C € R.

Exemplo 221 Considere T : C*(R; R) — C*(R; R), definida por T'f = f". Qual autovetor
(chamada também de autofuncdo) associado ao autovalor —47 Isto é, para qual funcio f,
Tf=f'=_4f7?

Uma possibilidade é f(t) = sin(2t) pois f'(t) = 2cos(2t) = f"(t) = —4sin(2t), isto é,
f" = —4f. Outra funcdo é f(t) = cos(2t) pois f'(t) = —2sin(2t) = f"(t) = —4 cos(2t),
istoé, T'f = f" = —4f. Combinacdes lineares de sin(2t) e cos(2t) também serdo autofuncio,
isto é, g(t) = Cysen(2t) + Cy cos(2t) com Cy,Cy € R também sera autofuncio.

7.2 Diagonalizacao

A teoria de diagonalizacdo, juntamente com o Teorema do nicleo-imagem, é um dos marcos
do curso de Algebra Linear. Sua importancia é que, ap6s mudanca de bases, o comportamento
de TLs ditas diagonalizaveis podem ser inteiramente compreendidas.

Definicdo 87 Dizemos que T é diagonalizavel se existe uma base [ tal que [Tz é uma
matriz diagonal. Dizemos que uma matriz A é diagonalizivel se a TL associada a ela T, é
diagonalizavel.

Teorema 15 (TL é diagonalizavel) Considere V' espaco de dimensio finita. Uma trans-
formacdo linear T' : V' — V é diagonalizivel se, e somente se, V possui uma base de
autovetores de T'.

Prova: Suponha que T é diagonalizavel. Logo existe base § = {vy,...,v,} tal que
A1
T)g = é uma matriz diagonal. Como [Tser, = Aier e [Vilg = e,
A'ﬂ

(Ts[vilg = [TVklg = Ai[Vk]g. ou seja, T'vi, = A\gvi. Concluimos que os v;;'s sdo autovetores
e formam uma base.

Suponha que = {vy,...,v,} é base de autovetores. Para completar basta ler a primeira
parte da demonstracio de tras para frente. [ ]
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Corolario 12 (forma P~'AP = D) Suponha que a matriz A seja diagonalizavel. Entdo
existe P invertivel tal que P~'AP = D (ou de forma equivalente A = PDP~'), com D
diagonal formada pelos autovalores de A e P cujas colunas sdo autovetores correspondentes.

Prova: Seja P uma matriz cujas colunas sdo os autovetores vy,...,v, de A e D diagonal
cujas entradas sdo os autovalores Ay, ..., \,, na mesma seqiiéncia. Pelas propriedades do
produto matriz-matriz, as colunas de AP sdo Av;, = \;v;. Logo (verifique), a matriz com
estas colunas é igual a PD. Portanto, AP = PD. Como os autovetores formam base, as
colunas de P sio LI. Pelo Corolario 9 da pagina 133, det P # 0. Pelo Teorema 10 da mesma
pagina, P é invertivel. Logo P~'AP = D ou D = PAP~!. n

Definicdo 88 (decomposicdo espectral) Se A é diagonalizavel chamamos de decompo-
sicdo espectral de A a fatoracdo A = PDP~! com D matriz diagonal com autovalores de
A.

Lema 46 (autovetores sdo LIs) Autovetores associados a autovalores distintos sdo line-
armente independentes, ou seja, se vi, #0 e Tvy, = A\yvi, k= 1,...,p, com \.’s distintos,
entdo {vy,...,v,} é Ll

Prova: Suponha falsa a tese. Neste caso, seja 2 < r < p minimo tal que v, & CL dos

anteriores: v, = E LV

Temos entdo: Tv, = \,v, = T Zakvk = )\rZOéka: = Z)\kOéka; =
k<r k<r k<r
Z)\TOéka = Z()\k — A\ )agvy, = 0 Mas isto implica que vy,...,v, 1 sdo LD, o que
k<r k<r
contraria a minimalidade de 7. |
O préximo corolario coloca uma condicdo suficiente (mas ndo necessaria) para que uma
TL seja diagonalizavel. A condicdo n3o é necessaria pois uma TL com todos autovalores
iguais (por exemplo a identidade, que possui somente o autovalor 1) pode ser diagonalizavel.

Corolario 13 Se o espaco V' possui dimensio n e existem n autovalores distintos entdo T é
diagonalizavel.

Prova: Se existem n autovalores distintos, pelo Lema auto:lemalis eles sdo Lls. Como
espaco possui dimens3o n, formam base. Logo V' possui base de autovetores de T [ ]

Para diagonalizar uma TL em dimens&o n:
e Calcule os autovalores (raizes do polinémio caracteristico);

e Encontre bases para autoespacos (resolver sistemas homogéneos);

e Junte os autovetores de todas as bases: se forem suficientes (n vetores), esta base
diagonaliza T'; caso contrério, T ndo é diagonalizavel.
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Exemplo 222 No Exemplo 217, o operador T' é diagonalizavel pois sdo dois autovalores

distintos (0 e 1) e portanto dois autovetores Lls (pelo Lema 46). Tomando P = [ 1 _1 }

0 .
P71AP = [ 5 } Observe que se trocarmos a ordem dos vetores obtemos uma matriz

diagonal diferente. Assim se tomarmos () = [ 1 _1 } QTAQ = { 2 0 }

Exemplo 223 (n3o-diagonalizavel) No Exemplo 218, o operador T ndo é diagonalizavel
pois cada auto-espaco possui somente um vetor LI. Dois vetores (um base de cada autoespaco)
n3o forma base pois precisariamos de trés vetores Lls.

3 1 =2
Exemplo 224 Encontre a decomposicdo espectral de A= | -2 0 4
00 2

Calculando p(\) = det(A—AI) = (2—N)(A(3— ) +2) (utilize determinante por bloco).
Note que vamos manter a fatoracdo (veja Observacdo 54 da pagina 137) pois queremos depois
calcular raizes. Assimp(\) = (2—\)(—A?+3X+2). Calculando raizes de p sdo 2 (do primeiro
fator e do polinémio do segundo grau) e 1.

Agora resolvendo o sistema (A — 21)v = 0 obtemos como autovetores associados ao 2:
(2,0,1) e (—1,1,0). Resolvendo (A — I)v = 0 obtemos autovetor associado ao 1 (1, —2,0).

2 —1 1
Como sdo 3 autovetores LIs, T é diagonalizavel. SejaP= | 0 1 —2 |. Entdo P 'AP =

1 0 0

2
2 . Observe que se trocarmos a ordem dos vetores obtemos uma matriz diagonal
1
—1 1 2 2
diferente. Assim se tomarmos () = 1 -2 0|, Q1tAQ = 1
0 01 2

Exemplo 225 (cisalhamento nao é diagonalizavel) Considere o cisalhamento

T(x,y) = (x + y,y) representado na Figura 7.7. A matriz associada a T é { é 1 } @)
polinémio caracteristico é p(\) = (1 — X\)?. Portanto o Gnico autovalor é 1. Resolvendo
(A —1I)v = 0 obtemos y = 0. Portanto a dnica direcio preservada é (1,0). Como os
autovetores ndo formam base, esta TL n3o é diagonalizavel.

Exemplo 226 (rotacdo no plano nao é diagonalizavel) Como mostrado no Exemplo 219,
uma rotacdo no plano que ngo seja I (angulo 0°) nem —I (dngulo 180°) ndo possui direcdo
preservada. Logo ndo é diagonalizavel.

Para mais exemplos de TLs veja a Secdo “Exemplos Geométricos em 2D e 3D", das
paginas 163-168.

Para transformacdes geométricas podemos calcular os autovalores e autoespacos sem fa-
zer contas, somente com a geometria. Além disso podemos determinar sua decomposicéo
espectral.

Exemplo 227 (projecao em reta no plano) Considere T uma projecdo ortogonal na reta
r = (w). Determine autovalores e autovetores e sua decomposicdo espectral.
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Considere v uma direcdo perpendicular 3 reta r. E claro que Tv =0=0v e Tw = lw.
Logo sdo autovalores 0 e 1 com autovetores associados w e v.

T
Defina P= | v w |, entdo
L
o1 T .
AP= | Av Aw | = |0 w :P[ 1}

Lol Ll

Logo P7'AP = [ 0 ] } Observe que se definirmos ) = | w v |, entdo Q1AQ =

ol

Exemplo 228 (projecao em plano no espaco) Considere T' uma projecdo ortogonal no
plano I = (v, w). Determine autovalores e autovetores e sua decomposicio espectral.

Considere u uma direcdo perpendicular ao plano I1. E claro que Tu =0 = Ou, Tv = 1v
e Tw = 1w. Logo sdo autovalores: 0 com autovetor u e 1 com autovetores v e w.

T
Defina P= | u v w |, entdo
U
T 1T 1 TT 7 0
AP=| Au Av Aw | =|0v w]|=P 1
Lol Ll 1
0
Logo P~'AP = 1
1

Exemplo 229 (reflexdo em plano no espaco) Considere T' uma reflexdo ortogonal no
plano I1 = (v, w). Determine autovalores e autovetores e sua decomposicdo espectral.

Considere u uma direcdo perpendicular ao plano I1. E claro que Tu = —1u, Tv = 1v e
Tw = 1w. Logo sdo autovalores: —1 com autovetor u e 1 com autovetores v e w.
TT
Defina P= | u v w |, entdo
Pl
1T T -1
AP= | Au Av Aw | =| —uv w|=P 1
bl ol 1
—1
Logo P7'AP = 1
1

Exemplo 230 (rotacdo em torno de eixo no espaco) Considere T uma rotacdo em torno
do eixo r = (w) por um dngulo qualquer diferente de 0° ou 180°. Determine autovalores e
autovetores e sua decomposicdo espectral.
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Considere T1 = (u,v) o plano perpendicular ao eixo r. E claro que a dnica direcio
preservada serd w, quando T'w = w. Qualquer outra direcdo serd modificada. Logo dnico
autovalor (real) é 1 1 com autovetor w. Portanto o operador T' ndo é diagonalizavel.

Deixamos para o leitor alguns outros exemplos: projecdo em reta no espaco, reflexdo para
uma reta no plano, reflexdo em plano no espaco. Vocé pode repetir a analise dos exemplos
anteriores para estes casos?

Finalizamos esta secdo apresentando, sem demonstracdo, o Teorema Espectral para ma-
trizes simétricas (ver Definicdo 71 da pagina 107). Ele é utilizado em diversas aplicacdes pois
permite garantir, sem fazer conta alguma (por exemplo sem saber quem s3o os autovalores),
que uma matriz é diagonalizavel. E utilizado para:

e determinacdo de maximos e minimos locais de funcdo de véarias variaveis através do
estudo de sinais dos autovalores da chamada matriz Hessiana;

e classificacdo de cénicas e quadricas;

e estudo de mecénica de corpos rigidos.

Teorema 16 (espectral para matrizes simétricas) Se A = AT (dizemos que a matriz
A é simétrica) entdo A é diagonalizavel.

1 2 3 4

Fioa b 256 7

Exemplo 231 S3o diagonalizéveis: a ky ¢ |, 368 9
boe ks 47 9 10

7.3 Exemplos Geométricos em 2D e 3D

Exemplo 232 (reflexdo) Seja T' uma reflexdo em torno do eixo-x, dada por T(x,y) =
(x,—y). Observe na Figura 7.1 o efeito da reflexdo. Quais direces sdo preservadas?

A direcdo e; = (1,0) (no eixo—x) cuja imagem T'e; = (1,0) = e, e a direcdo ey = (0, 1),
no eixo-y, cuja imagem Tey = (0, —1) = —e,.

S3o autovalores 1 e —1, com autovetores respectivamente e, e ey. Como possui dois
autovetores LIs em R?, é diagonalizavel.

Exemplo 233 (rotacdo de 23° no plano) Seja T' uma rotacdo de 23° em torno da origem
(para uma férmula ver a pagina 184. Observe na Figura 7.2 o efeito da rotacdo. Quais direcSes
sdo preservadas?

Nenhuma direcdo é preservada! Portanto neste caso ndo existe vetor ndo-nulo que seja
preservado por T

N3o possui autovalores (reais) e ndo é diagonalizavel.

Exemplo 234 (ampliacdo uniforme) Seja T definida por T'(x,y) = (2x,2y), isto é, T =
21. Esta transformacdo amplia os vetores na direcdo x e y pelo mesmo fator 2. Observe na
Figura 7.3 o efeito de T'. Quais direcbes sdo preservadas?

Neste caso TODAS as direcbes sdo preservadas. O circulo unitério é levado por T num
circulo de raio 2.

E autovalor 2, com autovetor qualquer direcdo no plano. Por exemplo podemos tomar e,
e e;. Como possui dois autovetores LIs em R?, é diagonalizavel.
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Figura 7.1: Reflexdo no eixo-z: T'(z,y) = (z, —y)

CR
Vdoe

Tvope - - Tvyse

Tvagse™ 1=~ Tvarge
Varge 270

Figura 7.2: Rotacdo de 23°

Exemplo 235 (ampliacdo elipsoidal) Seja T definida por T(x,y) = (3/2x,2y). Esta
transformacdo amplia os vetores na direcdo x e y, mas com ampliacdo maior na direcdo vy,
fazendo com que a imagem de um circulo seja uma elipse. Observe na Figura 7.4 o efeito de
T. Quais direcbes sdo preservadas?

A direcio ey = (1,0) (no eixo—z) cuja imagem Te; = (3/2,0) = 3/2e; e a direcdo
ey = (0,1), no eixo-y, cuja imagem Tey = (0,2) = 2e,. O circulo unitario é levado por T
numa elipse.

S3o0 autovalores 3/2 e 2, com autovetores respectivamente e; e e;. Como possui dois
autovetores LIs em R?, é diagonalizavel.

Exemplo 236 (ampliacdo elipsoidal com reflexdo) Seja T' definida por
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Figura 7.3: Ampliacdo Uniforme: T'(x,y) = (2x,2y)

Y.
|
T 190°
Tvize 1o 1Vege
T'vi350:” T'vyse
/ A
/ V(oo
/ V] 130 40 (580 \\
/ \
/ Bty U \
Vi35 - - Y VAL A
TV158d 35 ) . 5] \ V30
1 ’ N \
| V158X 5 Voze |
I /’ \ \
\ |
1' ” \|/ \ |
***** T V1809 50T >V - TVOCY el
\ \ \ I ) X
“ \\ // l‘
' Vg0, 73380
\ “u \ ’ /
\ N v !
o/ \¢ .
TV205\3\ Voosy/ S E) y \S-TNs150 /TV338°
| Voydo 2930 !
" 2P vopoe V7 /
\ /
TV2250\\\ //TV3150
~ _ _ ¥‘< - - -
T'Vaougo ! T'vag30
TV2700

Figura 7.4: Ampliagdo Elipsoidal T'(x,y) = (3/2x,2y)

T(x,y) = (3/2x,—2y). Esta transformacido amplia na direcio y mas refletindo no eixo-x e

amplia na direcio x. Observe na Figura 7.5 o efeito de T'. Quais direcbes s3o preservadas?
A direcdo e; = (1,0) (no eixo—x) cuja imagem Te; = (3/2,0) = 3/2e; e a direcdo

ey = (0,1), no eixo-y, cuja imagem Tey = (0, —2) = —2ey. O circulo unitario é levado por
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T numa elipse.

S&o autovalores 3/2 e —2, com autovetores respectivamente e, e es. Como possui dois
autovetores LIs em R?, é diagonalizavel.
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Figura 7.5: Ampliacdo Elipsoidal com reflexdo T'(x,y) = (3/2x, —2y)

Exemplo 237 (ampliacdo/reducio elipsoidal) Seja T' definida por T'(x,y) = (x/2,2y).
Esta transformacdo amplia na direcdo vy e reduz na direcdo x. Observe na Figura 7.6 o efeito
de T'. Quais direcées sdo preservadas?

A direcdo e; = (1,0) (no eixo—x) cuja imagem Te; = (0,1/2) = 1/2e, e a direcdo
ey = (0,1), no eixo-y, cuja imagem Tey = (0,2) = 2ey. O circulo unitario é levado por T
numa elipse.

S&o autovalores 1/2 e 2, com autovetores respectivamente e, e e;. Como possui dois
autovetores LIs em R?, é diagonalizavel.

Exemplo 238 (cisalhamento) Seja T definida por T'(x,y) = (x + y,y). Observe na Fi-
gura 7.7 o efeito do cisalhamento, uma TL do tipo que fazemos com um baralho de cartas
quando deslizamos as cartas uma por cima das outras. O efeito é deslocar os vetores mais
para direita, para y > 0, mais para a esquerda, com y < 0, mantendo a componente y. Um
exemplo sdo placas tectbnicas da terra deslizando uma sobre a outra. Quais direcbes sdo
preservadas?

Somente a direcdo e, = (1,0) (no eixo—x), cuja imagem T'e; = (1,0) = e, é preservada.
Um quadrado é levado num paralelogramo.

E autovalor 1, com autovetor e,. Como possui somente um autovetor em R?, ndo é
diagonalizavel.
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Exemplo 239 (projecdo no eixo-z) Seja T' definida por T(x,y) = (x,0). Esta transfor-
mac3o projeta os vetores no eixo-x. Observe na Figura 7.8 o efeito de T'. Quais direcbes sdo
preservadas?

A direcio e, = (1,0) (no eixo—z) cuja imagemTe; = (0,1) = ley e a diregdoey = (0, 1),
no eixo-y, cuja imagem Tey = (0,0) = Oes. Uma elipse é levada por T' numa segmento de
reta.

S30 autovalores 1 e 0, com autovetores respectivamente e, e es. Como possui dois
autovetores LIs em R?, é diagonalizavel.

Vis58e SV23
/- T
= : 5 2
Ty Tvissd ' vigse _ Tvy50T Vig3e T
Vigpe = 1809, : : : = Vo = 0°
T'ogod Vioso bgge 1 Vi15d 'Vigako
Vao2d Va5 292 3154 V33

\

Y

Vo4go "7 Vaggo

Varpe

Figura 7.8: Projecdo no eixo-z: T'(x,y) = (x,0)

Exemplo 240 (projecdo no plano z = 0 no espaco) Seja T uma projecdo no plano z =
0, dada por T'(z,y,z) = (x,y,0). Observe a Figura 7.9. Quais direcBes sdo preservadas?

A direcio e; = (1,0,0) (no eixo—x) cuja imagem Te; = (1,0,0) = e;, a direcdo
e; = (0,1,0), no eixo-y, cuja imagem Te; = (0,1,0) = e,. direcdo e3 = (0,0, 1), no eixo-z,
cuja imagem Tez = (0,0,0) = Oes.

S30 autovalores 1, com autovetores e; e ey, e 0, com autovetor es. Como possui trés
autovetores Lls em R3, é diagonalizavel.

Deixamos para o leitor estudar em reflexdo no plano z = 0 no espaco e na projecdo no eixo

7.4 Aplicacoes

Como calcular poténcias de uma matriz e determinar o limite de A* quando & vai para
infinito?

Vamos comecar determinando uma férmula para D* quando D é diagonal. Seja D =
A A

. E facil verificar que DF = para qualquer k inteiro. Na

An AF

n
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_= V2

Figura 7.9: Projecdo no plano z = 0: T(x,y,2) = (z,y,0)

realidade isto também funciona para D! (a inversa de D) tomando k = —1 e utilizando a
convengdo que D° = I (o equivalente da convencdo x° = 1 para nimeros reais). Assim para
calcular D? basta calcular o quadrado dos elementos da diagonal.

Agora vamos determinar uma férmula para A¥ quando A é diagonalizavel. Se A é diago-
nalizavel, pelo Corolario 12, A = PDP~!. Assim, por exemplo,

A? = (PDP Y (PDP 'Y= PD(P'P)DP' = PDDP™ ' = PD*P".
Outro exemplo
A* = (PDP Y)Y (PDP ) (PDP™ ') = PD(P*P)D(P'P)DP'= PDDDP~ ' = PD*P !,

De forma geral, A¥ = PD¥pP~1,

Exemplo 241 Calcule A™ para A = _il,) —i1’>

O polinémio caracteristico é p(\) = A\ — \/2 — 1/2. As raizes (os autovalores) sdo 1 e
—1/2. Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespacos.
O autoespaco associado ao —1/2 é ((1,1)). O autoespaco associado ao 1 é ((1,—1)).

Portanto, P = { 1 1 } com D = { —1/2 } . Calculando a inversa de P determinamos

1 -1 1
-1 11 10 1/2% 10 p—1
que P74 = 3 11| Como D' = e calculando o produto PD'P
210 + 1 1= 210
1

obtemos que A' = ¢ [ L _ 910 910 4 } :

. L . : 7 4
Exemplo 242 (limite de seqiiéncia de matrizes) Considere A = ~10 —17/3 |
Calcule lim A*.

k—o0
O polinémio caracteristico é p(\) = A\* — 4)\/3 + 1/3. As raizes (os autovalores) sjo 1 e

1/3. Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespacos.
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O autoespaco associado ao 1 é ((2,—-3)). O autoespaco associado ao 1/3 é ((—3,5)).

Portanto, P = { _g _g } comD = { 1 1/3 } Calculando a inversa de P determinamos
5 3

que P~! = { }
3 2

E claro que klim AP = klim (PD*P~1 =P <kl1m Dk) Pt
k
Como DF = [ 1 (1/2)" } o primeiro elemento da diagonal é sempre 1 e o segundo

converge para zero. Logo, lim D* = { 1 0 } Concluimos que o limite é P [ 1 0 } P

k—oo

. ko 10 6
obtendo que l}l_)r&A = { 15 _9 }

11 -1
Exemplo 243 (estado limite) Considere a matriz A=4| 0 2 —1 |. Dado um vetor
00 1

qualquer inicial vq, definimos v, = Avy. Queremos saber para qual vetor o sistema vai
convergir (e se vai convergir). A convergéncia depende do vetor inicial?

E C/aIO ue or inducao Vi — AkV . Assim queremos Ca/CU/aI lim Ak Vamos seguir
b 0
k—o0

os passos do exemplo anterior.
Como a matriz é diagonal, os autovalores s30 1/2 e 1. Resolvendo os sistemas associados,
determinamos os autoespacos. O autoespaco associado ao 1/2 é ((1,0,0),(1,1,1))). O

1 11
autoespaco associado ao 1 é ((1,1,0)). Portanto, P= [ 0 1 1 | com
010
1/2
D = 1/2 . Calculando a inversa de P determinamos que
1
1 -1 0
Pt=10 0 1
0 1 -1
(1/2)*
Como D* = (1/2)* , o terceiro elemento da diagonal é sempre 1 e o
1k
0
primeiro e o segundo convergem para zero. Logo, klim DF = 0 . Concluimos que o
o 1
0 01 -1 a
limite é P 0 P!, obtendo que lim A*=| 0 1 —1 |. Assimsevyo= | b
1 ko 00 0 ¢
b—c
lim v, = lim Afvy= | b—¢
k—o0 k—o0 0

Como calcular raiz quadrada de matriz diagonalizavel? I

Se A= PDP~! com elementos da diagonal de D (autovalores) positivos, definimos B =
VA= PvVDP~ ! onde VD significa tomar raiz (positiva) dos elementos da diagonal. Desta
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forma, B> = (Pv/DP~')(PvVDP') = P\/YDVDP~' = P(v/D)?P~! = PDP~' = A pois
2
é claro que <\/5> =D.

Exemplo 244 (raiz quadrada de matriz) Calcule /A para A = { _g _?8 }
O polinémio caracteristico é p(\) = A\* — 13\ + 36. As raizes (os autovalores) sdo 4 e 9.
Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespacos.
O autoespago associado ao 9 é ((—2,1)). O autoespago associado ao 4 é ((—3,1)).

Portanto, P = [ _? _? } com D = ) e Calculando a inversa de P determinamos
que P71 = { _1 _g } Como VD = [ 3 5 } calculando o produto Pv/DP™ = A
obtemos que B = A = [ (1) _g } . Verifique diretamente que B> = A.

Note que poderiamos ter tomado, ao invés de /D uma das opcées: { 5 } ou

{ 3 9 } ou { -3 9 } pois o quadrado de qualquer uma delas é igual a D. Nes-

12 30}32: {—12 —30

tes casos obteriamos matrizes B, = [ 5 —13 5 13

:| = —By, By =

{ _? _g } = —By. Para qualquer uma delas, B} = A.

7.5 *Multiplicidade Algébrica e Geométrica®

Definicdo 89 (multiplicidade algébrica) Dado polinémio caracteristico p(\) de T, pelo
Teorema 14 podemos, agrupando termos repetidos, escrever que

PA) = an(A = A1)™ -+ (A =A™,

onde Ay, ..., \, sdo raizes distintas de p(\), e portanto autovalores distintos de T'. Definimos
a multiplicidade algébrica de )\, por my, o “nimero de vezes” que )i, é raiz de p()\).

Definicdo 90 (multiplicidade geométrica) Se \ é autovalor de T, sua multiplicidade
geométrica é igual a dim(Nuc(T' — \I)), a dimens3o do auto-espago associado.

Teorema 17 (multiplicidade geométrica menor que algébrica) A multiplicidade geo-
métrica de um autovalor (dimens3do do autoespaco) é menor ou igual a sua multiplicidade
algébrica.

Prova: Sejam \; autovalor de T': V — V e u; a dimensdo do autoespaco H; associado a

A1. Seja B ={vy,...,v,} uma base de V tal que {vy,...,v,, } é base de H;. Neste caso,
temos que, utilizando notacdo de blocos, [T']z = { )\6] ﬁm } e assim
22

()\1 — )\)] A12

P(A) = det 0 Apy— I

} —det [ (A — NI ] det [ Ap — M ] = (A—A)q(N).

OA leitura desta secdo é opcional.
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Logo (A1 — A)#* & um fator de
P(A) = am(A = A)™ - (A= Ap)™.
Portanto p; < mj. [ |

Corolario 14 (TL é diagonalizavel) Uma TL é diagonalizavel se, e somente se, a multi-
plicidade geométrica (dimensdo do autoespaco) de cada autovalor é igual a sua multiplicidade
algébrica.

Prova: Suponha T diagonalizavel. Pelo Teorema 15 da pagina 159, T' possui base de
autovetores. Logo a soma das multiplicidades geométricas é n, a dimensdo do espaco. Pelo
Teorema 17, a multiplicidade geométrica € menor ou igual que a algébrica. Suponha por
contradicdo que é estritamente menor. Neste caso, a soma das multiplicidades geométricas

seria menor que n.
Suponha que a multiplicidade geométrica é igual a algébrica. Neste caso, a soma das
dimensdes dos autoespacos é igual a n. Pelo Teorema 15 da pagina 159, T' é diagonalizavel.
]

7.6 Exercicios de Autovalores, Autovetores e Diago-
nalizacao

7.6.1 Exercicios de Fixacao
Autovalores e Autovetores

Exercicio 1. Suponha que u é autovetor associado ao autovalor 2 e v é autovetor associado
ao autovalor 3.

(a) y = —u é autovetor associado ao autovalor __ (-2,2);

(b) z = 2v é autovetor associado ao autovalor __ (3,6).

(c) w=u-+v __(é nao é) autovetor associado ao autovalor 5;

Exercicio 2. Considere o vetor 0 = (0,...,0). Determine se é Verdadeiro ou Falso:
(a) como T'(0) = 00, o namero 0 é autovalor de T,
(b) como T'(0) = A0 = 0, o vetor 0 é autovetor de T

Exercicio 3. Determine se é Verdadeiro ou Falso:
(a) toda TL possui um autovalor real;
(b) se uma TL possui nicleo diferente de 0 entdo possui um autovalor.
(c) se o espectro de uma TL é {2,3, —1} entdo é invertivel.

Exercicio 4.Se T : R? — R?, T possui no maximo autovalores distintos.

Exercicio 5. Se o Gnico autovalor de T': R?* — R3 é 5 ent3o:

(a) dim Nuc(T —3I) __ (> ou=0,1,2,3);

(b) dim Nuc(T' +51) _ (> ou=0,1,2,3);

(c) dim Nue(T' —5I) _ (> ou=0,1,2,3);
Exercicio 6. Se a matriz quadrada B n&o possui inversa entdo 0 (é, nao ¢é) autovalor de
B.

Exercicio 7. Se dim Nuc(7" + 2I) = 1 entdo é autovalor de T:

OVersio 28.jul.2008 19h
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(a) 27 (sim, ndo, talvez); (b) —27 (sim, ndo, talvez).
Exercicio 8. Considere em R?: R uma reflexdo, P uma projecdo e U uma rotacdo por angulo

0 (0 < 0 < 7). Determine quais possuem um autovalor igual a:
(a) 1: ; (b) —1: ; (c) O: ; (d) um complexo nao-real:

0 0
(a) é(sdo) autovalor(es) ; (b) sdo autovetores

Exercicio 9.Seja A = 00 ]

Exercicio 10.Se T : V' — V possui como polinémio caracteristico
p(A\) = det(T — AI) = (A — 1)%(\ + 3),

(a) dim(V) = __; (b) dim(Nuc(T")) = __; (c) dim(Nuc(T' —31)) = ___

Diagonalizacao

Exercicio 11. Determine se Verdadeiro ou Falso. Se T': R® — RS possui:
(a) 6 autovalores distintos entdo ela é diagonalizavel.
(b) 2 autovalores distintos entdo ela ndo é diagonalizavel.

Exercicio 12. Sabendo que todo autovetor de A é miltiplo de (1,1,1), A __ (& nao ¢, pode
ser) diagonalizavel;

-1 © e
Exercicio 13.Se B = 0 2 /3 | entdo
0 0 1
(a) seus autovalores sdo ;
(b) B (pode, ndo pode) ser diagonalizada pois seus autovalores sdo e
portanto os autovetores (formam, nio formam) uma base.

7.6.2 Problemas

Autovalores e Autovetores

Problema 1. Considere a TL T(z,y) = (—3z + 4y, 2y — x). E autovetor de 7"

OXHL ®) | o] © |5 @ |

Problema 2. Em cada item determine se v é autovetor de A. Em caso positivo, determine
o autovalor:

X s 4 3 79
(a) v= 4 e A= 3 g (b)v=] -3 |eA=] -4 -5 1
1 2 4 4

Problema 3. Sabe-se que A = 10 é autovalor para { _g _3 } Determine uma base para

0 autoespaco associado. Encontre trés autovetores distintos.

Problema 4. Calcule os autovalores e autoespacos associados de:

) 7 300 S
OF o 52 @+ oL-d
0O 00 1

Problema 5. Calcule os autovalores e autoespacos associados de:
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(a) T(x,y) = (3 — 2y, 3y); (b) T'(z,y,2) = (—x — 2y + 22, y, 2).

Problema 6. Determine h na matriz de modo que o autoespaco asso-

S O O Ot
(e RN s e N

1
0
4
1

S O Wi

ciado ao autovalor 5 seja bidimensional.

Problema 7.Suponha que \ é autovalor de A invertivel e p autovalor de B com mesmo
autovetor v. Determine autovalor associado ao autovetor v de:

(a) A% (b) A~ (c) AB; (d) C =aA+bB com a,b e R.
Problema 8. Em cada item dé um exemplo de TL que tenha:

(a) (1,—2) e (0,1) como autovetores associados aos autovalores —1/2 e 2 respectiva-
mente;

(b) (1,—1,1) e (1,0, 1) como autovetores associados ao autovalor 3 e (0,1,1) € Nuc(T).

Problema 9. Explique em cada caso porque nio existe uma TL:

(a) T : R? — R? cujo nicleo seja uma reta e tenha dois autovalores reais distintos
ndo-nulos;

(b) T : R* — R* que seja sobrejetiva com um autovalor igual a 0;

(c) T : R — R3 que tenha (1,2,3), (4,5,6) e (5,7,9) (note que o terceiro & soma dos
dois primeiros) como autovetores associados aos autovalores 1, 2 e 3;
Problema 10.Para cada 7' definida determine os autovalores e a dimensdo de Nuc(T),
Nuc(T + 1), Nue(T — I):

(a) T : R® — R3 uma projecdo ortogonal num plano passando pela origem;

(b) T : R® — R3 uma reflexdo em torno de um plano passando pela origem;
Problema 11. Sabendo que 7" : R® — R? possui  — y + z = 0 como autoespaco associado
ao autovalor 2,

(a) T(1,2,1)=___ ;

(b) dim(Nuc(T')) pode ser no maximo __ (0, 1, 2, 3)

Problema 12. Sabendo que a matriz abaixo é uma rotacdo em torno de um eixo fixo, deter-

0 -1 0
mine a direcdo do eixo de rotacdo. | 0 0 —1
1 0 0

Problema 13. Considere T um operador agindo no espaco das funcdes reais com duas de-
rivadas, isto &, T : C*°(R;R) — C*>(R;RR). Determine autofun¢Bes associadas ao autovalor
A= —9 se:

(@) Tf=r" (b) Tf=f"

Diagonalizacao

Problema 14.A matriz abaixo esta fatorada na forma M DM~ Sem fazer contas,
determine os autovalores da matriz e bases para cada um dos autoespacos.

31 =2 1 2 -1 200 -2 -1 4
-2 0 4|=[10 2 0 20 2 1 -3
00 2 11 0 0 01 1 1 =2

Problema 15. Se possivel, diagonalize a matriz:
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Cep [reel paoe] [ine
(a){ }; (b) | 1 00 o1 10 (d)
6 -1 111 0 0 4 0100
0 001
Problema 16. Considere o operador P(z,y,z) = (’%y, “%ry,z) Determine base:

1 00 1 00
(a) Btal que [P];=| 0 1 0 |[; (b) v tal que [P] =] 0 0 0
000 0 01

Problema 17. Determine em cada caso se a TL pode ser diagonalizada:

(a) Ayxq tem trés autovalores distintos. Um autoespaco é unidimensional e um dos outros
é bidimensional.

(b) T': R® — R® tem polinémio caracteristico p(A\) = (A — 7)(A — e)*(A — 1)®. Dois dos
autoespacos de 7" sdo bidimensionais.
Problema 18.Seja v, Vvy,..., v, umabasede V e Av;, = kv, comk=1,...,n.

(a) Mostre que existe P tal que P~ AP é diagonal;

(b) Determine esta matriz diagonal.

Problema 19. Sejam P = [ g g } D= [ (2) (1) } e A= PDP~! Calcule A® (sem passar
por A?).

1 2 1
Problema 20. Considere A= | 0 3 1
0 5 —1

(a) Determine uma base de R? formada por autovetores de A.
(b) Determine matrizes X e Y de modo que A% = XY X! (ndo efetue o produto).

Problema 21. Calcule 0 A para A = [ _1 g } .

k
Problema 22. Calcule lim { 0.6 0.2 } .

Problema 23. Calcule B = /A (raiz quadrada da matriz A), isto &, determine B tal que
13 14 4

B?=AparaA=| 14 24 18
4 18 29

Problema 24. Num pais politicamente instavel 30% dos defensores da repiblica passam a
apoiar a monarquia a cada ano e 20% dos defensores da monarquia passa a apoiar a repiblica
a cada ano. Portanto, denotando por r, e m; o nimero de republicanos e monarquistas,
respectivamente, a cada ano k, temos que 71 = 70%r,+20%my, € my 1 = 30%7r,+80%my.

Utilizando matrizes,
Tk+1 . 0.7 0.2 Tk
mk—l—l B 03 08 Mg ’

0.7 0.2
0.3 0.8 }
(b) Sabendo que hoje metade da populagdo apoia a repiblica, em 10 anos qual serd o
percentual que apoia a repiblica?
(c) A longo prazo qual serd o percental de republicanos e monarquistas? Note que isto
independe do percentual inicial.

(a) Calcule a decomposicdo espectral de [
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7.6.3 Desafios
Autovalores e Autovetores

Desafio 1. Considere a,b,c,d € Z com a + b = ¢+ d. Prove que { (Z 2 } tem somente

autovalores inteiros.

afl &2 .. an

. Gy Qz -~-+ Qp
Desafio 2. Encontre o espectro de A =

al a2 .« e an

Desafio 3.Seja T : V. — V com dim(V') = n. Prove que det(7 — AI) é um polindmio de
grau n.
Desafio 4. Considere uma matriz quadrada A. Prove que:
(a) a soma dos autovalores de A é igual ao traco de A (a soma dos elementos da diagonal);
(b) o produto dos autovalores de A é igual ao determinante de A.

Desafio 5.

Definicdo 91 (subespaco invariante) Considere T : V' — V. Dizemos que um subespaco
W C V é invariante por T' (denotado T (W) C W) se w € W implica Tw € W.

(a) Prove que se W & invariante por T' com dim(W) = 1 entdo todo w € W n3o-nulo é
autovetor de T

(b) D& um exemplo de W invariante por 7" com dim(W) = 2 tal que todo w € W
n3o-nulo n3o é autovetor de T

(c) Prove que se W & invariante por T entdo existe uma base 3 de V tal que [T]ﬁ =

fé g } com dim(A) = dim(W);

(d) Suponha que V=W +Z com WNZ = 0 (escrevemos V = W@ Z, V é soma direta

de W e Z, conforme Definicdo 51 da pagina 75) invariantes por 7. Mostre que existe uma

A0 } com dim(A) = dim(W),

base 3 de V tal que, utilizando notac&o de blocos, [T]ﬁ = { 0 C

dim(C') = dim(Z);

(e) Se T possui inversa todo subespaco invariante por 7' & invariante por T '.
Desafio 6. (Shilov p.117 #33) Mesmo que T n3o possua autovetores, T° pode possuir
autovetores (por exemplo uma rotacdo de 90°). Mostre que se 7% tem autovetor com autovalor
positivo entdo T' possui autovetor.
Desafio 7. (Shilov p.116 #28) Prove que se A e B comutam (isto é, se AB = BA) entdo
todo autoespaco de A & um subespaco invariante (veja Definicdo 91 da pagina 176) de B.
Desafio 8. Mostre que duas matrizes simétricas n x n A e B comutam (AB = BA) se, e
somente se, eles possuem um conjunto de n autovetores ortogonais simultaneos.
Desafio 9. Prove que se )\ é autovalor de AB entdo também é autovalor de BA.

Desafio 10.Seja 7 : R” — R” com dim Nuc(7T — M) = 4. Mostre que existe uma base 3

I B
7 _ | faxa Duaxs
de R' tal que [T, = { 0 Chs }

Desafio 11. Considere T linear definido no espaco das matrizes 2 x 2 por TA = AT. Deter-
mine os autovalores e autoespacos de T'.

Desafio 12.Seja V' o espaco vetorial das fun¢Bes continuas de R em R. Defina (T'f)(x) =
fogg f(s)ds. Prove que T n&do possui autovalores. Se tivesse, T'f = A\f, derivando os dois
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lados, A\f’ = f e portante f seria uma exponencial mas como (T'f)(0) = foo f(s)ds =0,
f=o.

Diagonalizacao

Desafio 13. A famosa seqiiéncia de Fibonacci, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., &€ dada pela lei de
formacdo: um termo é a soma dos dois anteriores. Em termos matriciais, podemos escrever

Tk42 _ 11 Lkl
Thi1 10 Ty |

(a) Calcule a decomposicdo espectral de [ 1 (1) }

(b) Explique como calcular o giiinquagésimo segundo termo da série usando uma calcula-
dora cientifica de 12 digitos ndo programavel.

(c) determine férmula geral aproximada para x4 1.
Desafio 14. Suponha N nilpotente (veja Definicdo 76 da pagina 118) isto é, N* = 0 para
algum k € N. Prove que:

(a) o Gnico autovalor de N é zero;

(b) se N # 0, entdo N n3o é diagonalizavel.
Desafio 15. Suponha A diagonalizavel. Prove que:

(a) AT & diagonalizavel;

(a) se os autovalores s3o iguais a 1 em médulo entdo A™! = A;

(b) se possui um Gnico autovalor A entdo A = AI.

Desafio 16.Seja 7' : V' — V com dim(V') = 3.

(a) Suponha que o Gnico autovalor de T' é \g. Prove que T é diagonalizavel se, e somente
se, T — N =0 (isto &, T' = \oI;

(b) Suponha que T possua dois autovalores distintos Ag e A;. Prove que 7" é diagonalizavel
se, e somente se, (T'— X\ )(T'— M\ 1) = 0.
Desafio 17.Se A e B s&o diagonalizaveis e AB = BA entdo os autovetores de A sdo iguais
aos autovetores de B.

Desafio 18.Prove que se A &2 x 2 e A = AT entdo A (teorema espectral para matrizes
2 %X 2):

(a) possui todos autovalores reais;

(b) é diagonalizavel.
Desafio 19. (Shilov p.117 #38) Considere T' diagonalizavel com n autovalores distintos.
Mostre que existem 2" subespacos invariantes (veja Definicdo 91 da pagina 176) por T

Desafio 20. Suponha que T' é diagonalizdvel e \; o maior autovalor em médulo. Dado vy
qualquer defina v, = T"vq e w,, = v,,/||v,|| (W,, possui médulo 1). Prove que

lim w,, = u

n—od

onde u; é autovetor associado a \;. Este é o chamado método da poténcia para determinar
autovetores.

Desafio 21. Dada A definimos e =1 + A+ A2/2! + ... A" /n! + - - .
(a) prove que se A é diagonalizavel entdo e = PeP P~! onde e é diagonal com expo-
nencial de cada elemento de D na diagonal;

(b) calcule e para A = [ _? _g ]; (Leon)
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N

(c) Se N é nilpontente ento e & uma série finita que pode ser calculada. Calcule eV

0 1

paraN:{0 0

010
] eN=|[0 01

000
(d) prove que se A é autovalor de A entdo ¢* é autovalor de e;
(e) prove que e & invertivel se A é diagonalizavel;

(f) prove que se A & simétrica (A = AT) entdo e & simétrica e positivo definida.

Desafio 22.
Definicao 92 (polindmio minimal) Dizemos que um polinémio p ménico (termo de maior
grau é 1) é minimal para T se p(T) = 0 e é de menor grau dentre aqueles com esta
propriedade.

Prove que T' & diagonalizavel se, e somente se, seu polindmio minimal é da forma p(z) =
k .
[T;-,(x — A\;) com ); distintos.

7.6.4 Extras
Autovalores e Autovetores

Extra 1. Calcule os autovalores e autoespacos associados de:

(@) T(z,y) = (& —y, 2z + 3y); (b) T(z,y,2) = (v = 2y, —y, —y);
Extra 2. Prove que o polindmio caracteristico de A 2 x 2 é \? — traco(A)\ + det(A) onde
traco(A) é igual a soma dos elementos da diagonal.

Extra 3.
(a) prove que (A — XI)T = AT — \I;
(b) prove que os autovalores de A sio iguais aos de AT.

Extra 4. Calcule os autovalores e autoespacos associados de:

@0y o7 5| © §_i —g ;

Extra 5. Sabendo que o polinémio caracteristico de A & p(\) = A8 —2A\°+3)\? 44, determine
det(A).
Extra 6. Em cada item dé um exemplo de TL:

(a) T : R? — R? que tenha 1 e —1 como autovalores;

(b) T : R? — R? que tenha 2 e 3 como autovalores associados respectivamente aos
autoespacos r =y e r = —y;

(c) T : R?® — R? que tenha x — y + z = 0 como autoespago asociado ao autovalor 2 e
que tenha também —1 como autovalor;

Extra 7. Explique em cada caso abaixo porque n3o existe uma TL:

(a) T : R* — R* cujo nacleo seja o plano gerado por (0,1,—1,1) e (1,0,0,1) e que tenha
(1,—1,1,0) como autovetor associado ao autovalor —3;

(b) T': R* — R? que tenha z — y + 2z = 0 como autoespaco associado ao autovalor —1
e tal que 7(1,0,1) = (0, 1,0);
Extra 8. Calcule os autovalores e autoespacos associados de:

(a) P:R* — R* uma projecdo ortogonal na reta gerada por (1,2, —1,1);

(b) R : R3> — R?® uma rotagdo por angulo de 90° em torno do eixo gerado por (1,1, —1).
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Extra 9.Para cada T definida abaixo determine os autovalores e a dimensdo de Nuc(T),
Nuc(T + 1), Nue(T — I):

(a) T : R? — R? uma projecdo ortogonal numa reta passando pela origem;

(b) T : R® — R3 uma rotacdo de 180°.
Extra 10. Suponha que A é semelhante a B (veja Definicdo 75 da pagina 113).

(a) prove que det(A) = det(B);
(b) prove que A% e B® também s3o semelhantes.
(c) prove que A e B possuem os mesmos autovalores;
(d) determine a relacio entre os autovetores v de A e w de B (que sdo distintos de forma
geral).

(e) traco(A) = trago(B).
Extra 11.Prove que se A é diagonal (superior ou inferior) os autovalores sdo elementos da
diagonal.
Extra 12. Suponha que u e v sejam autovetores. Defina w = au+bv com w # 0, a,b € R.
Suponha ainda que u e v estdo associados:

(a) ao mesmo autovalor \. Prove que w é autovetor associado a \;

(b) a autovalores distintos. Prove w n&o é autovetor.
Extra 13.Considere T T : C*(R;R) — C®(R;R), definida por Tf = f”. Determine o
autoespago associado ao:

(a) 1, isto &, as funcBes que satisfazem f” = f.

(b) —1, isto é, as funcBes que satisfazem f” = —f.
Extra 14. Considere T : Py — P, definido por T'(ax?® + bx + ¢) = cx? + bx + a. Determine
os autovalores e autoespacos de T

Extra 15.Se A = A% é uma matriz quadrada, o que vocé pode dizer sobre os autovalores
reais de A7
Extra 16.(a) Seja A, tal que as somas das entradas de cada linha tém todas o mesmo
valor s. Conclua que s é autovalor.

Dica: escreva Z;‘:l a; =s, ©=1,2,...,n" em forma matricial e entdo encontre
um autovetor.
1 2 3
1 2 3
1 2 3

(c) Suponha que a soma de todos elementos de cada coluna é igual a k. Prove que k é
autovalor de A.

(b) Determine dois autovalores de por inspecdo (sem fazer contas).

Diagonalizacio
Extra 17. Determine matrizes X e Y de modo que A = XY X! possua autovalores 2 e —3

. . —1
com autovetores associados, respectivamente, [ 1 } e { 1 }

Extra 18. Considere a transformacdo linear 7' : P, — P dada por (T'(p))(t) = (t — 1)p'(¢t).
Determine:

(a) a matriz de 7" com relagdo a base canénica dos polinémios;

(b) a decomposicdo espectral desta matriz;

(c) os autovalores de T e respectivos autoespacos;

(d) 7207 (4 — 2).
Extra 19. Diagonalizabilidade e invertibilidade sdo conceitos distintos. Para confirmar esta
afirmacdo, construa uma matriz 2 x 2 que é:
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(a) diagonalizavel mas n&o é invertivel; (b) invertivel mas ndo é diagonalizavel.
5 5 5
Extra 20. Diagonalize, sem fazer contas, | 5 5 5
5 5 5
t

Extra 21. Determine valores de a para os quais a transformacdo linear T' & diagonalizavel:

(@) T'(z,y,2) = B3z +az, 2y +az, 2z) (b) T'(z,y) = (ax, 3z + 2y)
(c) T(x,y) = (—az, z+ (a+1)y) (d) T(x,y, z) = 2z + ay, 2y, z)
1 a a
Extra 22. Determine os valores de a paraque | —1 1 —1 | seja diagonalizavel.
1 0 2
Extra 23. Se possivel, diagonalize a matriz:
-1 4 -2 2 2 -1
(a)[i ﬂ (b)[? é] |34 ol @] 1 3 -1
-3 1 3 -1 =2 2
Extra 24. Considere 7' : R® — R? uma transformacio linear tal que Tv; = vy, T'vy = —Vs

e Tvy = —v3. Sevy = (2,-1,1), v, = (0,1,1) e v3 = (1,2, 1), determine T'%°(x,y, 2)
como produto de trés matrizes.

Extra 25. Calcule:
11 100

-1 7 -1 10 0 K
@] o 1 o : Moo 2| . (c) Jim {8;‘ gﬂ .
0 15 —2 0 3 —1 el EE o

Extra 26. Em cada item dé um exemplo de TL satisfazendo as condicdes dadas.

(a) T : R? — R? que tenha 2 como (nico autovalor e seja diagonalizavel;

(b) T : R® — R3 que tenha (1,0,0) e (0,1,1) como autovetores respectivamente associ-
ados aos autovalores —1 e 3 e seja diagonalizavel.
Extra 27.Prove que se P diagonaliza A entdo Q = AP com A € R n3o-nulo também
diagonaliza A.

Extra 28. Calcule B = v/A (raiz quadrada da matriz A), isto é, determine B tal que B> = A

2 1
paraA—[_2 _1].

Extra 29. Mostre que se A e B sio diagonalizadas pela mesma matriz P entdo AB = BA.

Extra 30. (Shilov p.117 #31) Prove que se todo vetor (ndo-nulo) de V' é autovetor de T’
entdo 7' = A[ para algum X € R.



Capitulo 8

Produto Interno

Neste capitulo, introduzimos o conceito de produto interno em um espaco vetorial. O produto
interno nos permite definir o comprimento de um vetor e o angulo entre dois vetores (em
particular, definir a ortogonalidade entre dois vetores).

Comecaremos discutindo os conceitos de comprimento e angulo em R? e R*, com os quais
o leitor ja esta familiarizado. Veremos como estas quantidades podem ser convenientemente
expressas em termos de uma funcdo de R" x R™ em R, a qual denominaremos produto
interno (ou produto escalar). Discutiremos algumas propriedades desta funcdo e, a exemplo
do que fizemos outras vezes neste curso, estenderemos a nocdo de produto interno para outros
espacos através destas propriedades.

Com o produto interno introduziremos o conceito de ortogonalidade para vetores em
espacos vetoriais gerais. Isto permite definir projecdes ortogonais e reflexdes.

S50 aplicacdes importantes:

e problema de minimos quadrados, quando damos sentido a resolucdo de sistemas lineares
sobredeterminados (mais equagdes do que variaveis);

e aproximacdo de funcdes por polinémios ou funcdes simples (senos e cossenos por exem-
plo, no caso da série de Fourier).

8.1 Produto Interno em R”

Em R?, define-se o comprimento (também chamado de norma) de um vetor v = (x,y) por

|v]| = 22+ y? e, em R? ode v = (x,y, 2) por ||v|| = /22 + y? + z2. Conforme indicado

na Figura 8.1, o comprimento em R? decorre de uma aplicacdo do Teorema de Pitagoras e

em R? de duas aplicacdes pois \/(\/x2 +y2)2 4 22 = /a2 +y? + 22

2 o0u3
Definindo-se o produto interno (canénico) de R? ou R? por (u,v) E w;v;, temos
[ul] = v/(u, a) .
Definicdo 93 (produto interno candénico e norma no R") Dados v =
(v1,...,0n),w = (wy,...,w,) € R" define-se o produto interno canénico por

n

(v,w) = sz-wi. A norma (ou comprimento) é definida por ||v| = \/(v,V) = va
i=1

=1

OVersao 29.jul.2008 15h
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v = (z,y,2)

SR

Figura 8.1: Comprimento em R?°43

Observacio 61 (produto interno candnico e matrizes) Da definicio de produto de
1 wn
matrizes e de matriz transposta, dados v = D, w= : e R",

(v, w)

Outras notac¢des usuais para o produto interno (também denominado produto escalar) sdo
u-v e u’v, esta Gltima motivada pelo entendimento de u e v como vetores-coluna, isto &,
matrizes n x 1.

Exemplo 245 Considere v = (1,2,3,4,0),w = (—1,2,—-3,4,—5). Calcule ||v|| e (v, w).
V|2 =124+22+32+424+ 02 =1+3+9+16 = 29. Logo, ||v|] = v29. (v,w) =
(M(D)+2)2)+B)(=3)+4)(4) +(0)(=5) =—-14+4—-9+16+0 = 10.

Lema 47 (propriedades do produto interno) Considere u,v,w € R". O produto in-
terno definido acima satisfaz as seguintes propriedades:

(a) simetria: (u,v) = (v, u);

(b) bilinearidade: {(au + v,w) = a (u,w) + (v, w) para todo o € R;

(c) positividade: (u,u) > 0 para todo u # 0.

Prova: Deixamos para o leitor. [ ]

O lema abaixo caracteriza a ortogonalidade de vetores no plano e no espaco em funcio
do produto interno.

Lema 48 (ortogonalidade no plano e espaco) Os vetores u,v € R" sdo ortogonais se,
e somente se, (u,v) = 0.

Prova: Vamos utilizar um fato da geometria euclidiana que um paralelogramo é um retangulo
se, e somente se, o comprimento de suas diagonais é igual.

Dado o paralelogramo de lados u e v, o comprimento de suas diagonais é |[u + v|| e
|lu— v||. Temos as seguintes equivaléncias:
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— u e v sdo ortogonais;

—u e v forma um retangulo;

— comprimento das diagonais é igual;

= lu v = flu—=v];

—fu+ v = fla—v]*

- (u+v,u+v)=(u—v,u—v),

— usando propriedades do produto interno, [[u]|?+2 (u, v)+||v|* = [|u||*=2 (u, v)+]|v|*
— simplificando os dois lados da expressdo, 2 (u,v) = —2 (u,v);

-4 (u,v) =0;

- (u,v) =0; n

Exemplo 246 Verifique que sdo ortogonais entre si em R%: (1,0,1,0,1,0), (0,1,0,1,0,1),
(—1,0,1,2,0, —2).

De fato, ((1,0,1,0,1,0), (0,1,0,1,0,1)) = 1(0) +0(1) + 1(0) + 0(1) + 1(0) +0(1) = 0
((1,0,1,0,1,0), (=1,0,1,2,0, —2)) = 1(=1)40(0)+1(1)+0(2)+1(0)+0(—2) = —=1+1 =0
((=1,0,1,2,0,—-2),(0,1,0,1,0,1)) = —1(0)+0(1)+1(0)+2(1)+0(0) +—2(1) = 2—2 =

8.2 Produto Interno em Espacos Vetoriais

Inspirados por R", definimos produto interno em espaco vetorial qualquer.

Definicido 94 (espaco com produto interno) Denomina-se espaco com produto in-
terno a um espaco vetorial V. munido de uma funcdo (-,-) : V xV — R (denominada
produto interno ou produto escalar) tal que, para todou,v,w € V, satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) simetria: (u,v) = (v, u);

(b) bilinearidade: (cvu+ v, w) = a (u,w) + (v, w) para todo Vo € R;

(c) positividade: (u,u) > 0 para todo u # 0.

Exemplo 247 Como j4 vimos, (-,-) dada por (u,v) = u’v é produto interno (canénico) de
R™. Mas podem-se definir outros produtos internos. Por exemplo, em R?:

(,): RPxR* — R
7 2
T
(u,v) +— u [2 7}V

De fato, ((uy,us), (v1,v2)) = Tugvy + 2uqvs + 2ugvy + Tugusy, de forma que é facil verificar
que as trés propriedades em questdo s3o satisfeitas. Em particular, a para a terceira, temos

(u,u) = Tui + dujus + Tu

2ab > —a? — b? }=‘<u,u>25u§+5u§>0 Vu#0.

(Note que 2ab > —a* — b* segue de a® + 2ab+ b* = (a +b)? > 0.)
Exemplo 248 Seja V' = C([—1, 1];R) o espaco vetorial das fun¢Bes continuas de [—1, 1] em

R. Defina
(,9: VXV —

ng/f

Verifique que é um produto interno.
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A simetria decorre de [ fg = [gf. A bilinearidade decorre da linearidade da integral:
[(af +g)h =a [ fh+ [ gh. A positividade é mais delicada. Se f ndo é nula entdo, por
continuidade, ela é ndo nula num certo intervalo ndo-degenerado. Com isto, [ f* > 0.

Exemplo 249 Considere P, o0 espaco dos polinémios de grau até dois. Defina

<-, ->1 : PQ X 7)2 — R
(p,q)  +— p(L)g(1) +p(2)q(2)
<'7'>2: Pox Py — R

(p,q)  — p(L)q(1) +p(2)q(2) +p(3)q(3)

Verifique que (-,-), é um produto interno, mas que (-, -), ndo é.

E fécil checar que ambas funcbes serdo simétricas e bilineares. A diferenca é na positi-
vidade. Note que (p,p), = p(1)* + p(2)* = 0 se, e somente se, p(1) = p(2) = 0. Como o
polinémio é de grau maximo 2 isto ndo garante que p = 0 (por exemplo p(t) = (t—1)(t—2)).
Se o grau maximo fosse 1 (retas), isto garantiria que p = 0. Logo, (-,-), ndo satisfaz a posi-
tividade e n3o é produto interno.

Note que (p,p), = p(1)* + p(2)? 4+ p(3)* = 0 se, e somente se, p(1) = p(2) = p(3) = 0.
Nste caso, p(t) = at®* + bt + c e p(1) = p(2) = p(3) = 0 implica que a+b+c =0 =
4a +2b+t = 9a + 3b+ ¢ = 0. Resolvendo este sistema (a matriz do sistema é conhecida
como matriz de Vandermonde) obtemos que a dnica solucdo € a trivial. Logoa =b=c =0,
ou seja, p=0. . Logo, (-,-), satisfaz a positividade e é produto interno.

Definicdo 95 (norma e distancia) Em um espaco vetorial V' com um produto interno
(-,+), podemos definir uma funcdo, denominada norma (associada aquele produto interno):

v - R

v = A (v,v)
A norma induz a nocdo de distancia:

d(,-): VxV — R

(v,w) = flu—v]"
Assim, ||v|| = \/(v,Vv) ed(u,v) = [[lu—v|.

A norma nos da uma nocio de comprimento num espaco vetorial qualquer. Note que as
seguintes propriedades, a serem esperadas de uma funcdo comprimento e distancia, valem:

e ||0]| = 0, (vetor nulo tem norma zero)

|v|| > 0 para todo v # 0, (todo vetor ndo-nulo tem norma positiva);

|lav|| = |a|||v|| para todo o € R, (vetor multiplicado por escalar tem norma modificada
por médulo do escalar).

[ ]
=8
<
=2

[
<
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Exemplo 250 Considere o produto interno do Exemplo 248 da pagina 183 e as funcées
f(t)—t2>9(t)—1—t Determine |||, llgll e {f, g)-
Como ||| = / P20 dt = /( )dt_/ () dt = /5], = 1/5 — (—1/5) = 2/5.
-1 —1
Logo. 111 = V2/5.. 1 1
Como Hg||2:/ gQ(t)dt:/ (1—t)2dt:/ (1= 26 +82)dt = (t— £ +13/3)[, = 2.
-1 -1 -1
Logo, ||gll = V2. 1 1
Calculando <f,g):/ t2(1—t)dt:/ (2 — 3 dt = (t*/3 —t*/4)|1, = 2/3.
-1 _

1

8.3 Ortogonalidade

8.3.1 Definicdes

A préxima definicdo é motivada pelo Lema 48.

Definicdo 96 (vetores ortogonais) Dizemos que dois vetores u e v sdo ortogonais se
(u,v) = 0. E utilizada a notacdou L v.

Observacdao 62 Note que, de acordo com a nossa definicdo, o vetor nulo é ortogonal a
qualquer outro vetor, isto é, 0 L v para todo v.

Definicdo 97 (vetor unitario) Diz-se que um vetor V é unitério se tem norma igual a um,
V]| = 1. (E comum se utilizar o acento circunflexo para indicar que um vetor é unitario.)

Definicdo 98 (normalizacdo) Dado um vetor ndo nulo v # 0, defina v = ﬁv. E facil
verificar que V é unitdrio e tem a mesma direcio e o mesmo sentido de v. Mais ainda,
é o (nico vetor com estas propriedades. Ao processo de passar de v para Vv denominamos
normalizac3o.

Definicdo 99 (conjunto ortogonal) Diz-se que o conjunto {vy,Vs,...,Vv,} é ortogonal
se os vetores sdo dois a dois ortogonais, <VZ~, vj> =0 Vi # j ou se é um conjunto unitario.

Definicdo 100 (conjunto ortonormal) Diz-se que o conjunto {vy,Vs,...,Vv,} é ortonor-
mal se, além de ser ortogonal, todos os seus vetores sdo unitarios, isto é, se

B [ Osei#j
<V,L',Vj> = 6ija onde (5” = { Y :j
Exemplo 251 Normalize o vetor v = (1,—2,0,—2,0) € R®.
Calculando ||v]|? = (1)? + (=2)? + (0)® + (—2)* + (0)* =
Assim ¥ = v /3 = (1/3,-2/3,0,-2/3,0).
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Exemplo 252 Considere o produto interno do Exemplo 248 da pagina 183 e as funcées
f(t) =t g(t) = 3t. Mostre que f e g sdo ortogonais. Determine g um miltiplo de g tal
que gl = 1 1 1 1
Calculando, {f,g) = / f(t)g(t)dt = / 23t dt = / 3t dt = 3t /4|t = 3(1)*/4 —
-1 -1 -1
3(-1)*/4=3-3=0.
1 1 1
P = [ ff@)dt = / (3t)* dt = / 9 dt = 331, = 3(1)° - 3(-1)° =
-1 —1 _

1
343 = 6. Portanto, ||g|| = v/6. Logo tome g = g/\/6 = 3t//6.

Como,

Teorema 18 (conjunto ortogonal é LI) Um conjunto ortogonal de vetores nio-nulos é
linearmente independente.

Prova: Seja {vy,vs,...,v,} ortogonal. Entdo

iaivi =0 = <Vj,i05ivi> = <Vj’ 0>
=1 =1

p

= Z@i (vi,vi) = ayllvy[IP =0 V)
=1

= a;=0 Vj (jaquev;#0.)

Corolario 15 Um conjunto ortonormal de vetores é sempre linearmente independente.

Bases ortogonais (e ortonormais, em particular) sdo convenientes porque é ficil se determi-
nar as coordenadas nesta base de um vetor dado, sem a necessidade de se resolver um sistema

linear. De fato, seja {vi,Vs,...,Vv,} base ortogonal de V' e seja u € V dado. Sabemos
n

que existem coeficientes o.s unicamente determinados tais que E a;v; = u. Fazendo-se o
i=1
produto interno com v;, obtém-se

<Z Oéz’Vz‘an> =Y ai(vivy) =a; = (V) Vi
=1 =1

e portanto
(u,v;) .
o = V.
TP
Definicdo 101 (coeficientes de Fourier) Seja 5 = {v1,va,...,Vv,} base ortogonal de V/
e segja u € V dado. Chamamos os a; = M os coeficientes de Fourier de u com
T vl
i
g
&%)

relacdo a base ortogonal 3. Desta forma, [u]g =

Qp
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Observacdo 63 Em se tratando de uma base ortonormal, {v1,V,,...,V,}, as contas se
simplificam um pouco mais, pois ||[v;||* =1 e a; = (u,V;) para todo j:

u=> (uv;v;

i=1

Definicao 102 (complemento ortogonal) Seja V' espaco vetorial com produto interno e
H subespaco de V. O complemento ortogonal de H é o conjunto dos vetores de V
ortogonais a todos os vetores de H, denotado por H+ (lé-se H perp), definido por

H*={veV | (v,u)=0 paratodouc H}.

Exemplo 253 (exemplos no plano e espaco) Em R?, se H é o eixo-z, H* é o eixo-y.
Em R2, se H é o eixo-y, H é o eixo-x.
EmR? seH éaretacz =y, H- éaretay = —x.
Em R3, se H é o eixo-x, H* é o plano yz (ouz =0).
Em R3, se H é o plano yz, H* é o eixo-x.

Exemplo 254 Num espaco vetorial V' qualquer, 0+ =V pois para todo v € V, (0,v) = 0.
Por outro lado, V+ = 0 pois o dnico w € V tal que (w,v) = 0 para todo v é 0 0. Isto
é verdade pois pela igualdade (w,w) = ||w||* = 0 implica que w = 0.

Lema 49 (propriedades do complemento ortogonal) Seja V' um espaco vetorial n-
dimensional com produto interno. Considere H C V um subespaco vetorial com base
{uj,uy,...,u,}. Entdo:

(a) H+ é subespaco vetorial de V;

(b) H- ={veV | (v,u)=0,i=1,2,....,p};

(c) dim(H*) + dim(H) = dim(V).

Prova: (a) Como 0 é perpendicular a todo vetor, 0 € H+. Suponha que u,v € Ht.
Pela linearidade do produto interno, (Au+v,w) = A (u,w) + (v,w). Como u,v € H™,
(u,w) = (v,w) = 0 para todo w € H. Logo, (A\u+ v,w) = 0 para todo w € H, ou seja,
Au+veHt

(b) Seja W ={veV|{(v,u)=0,i=1,2,...,p}. Comou; € H, éclaro que H*+ C
W. Vamos mostrar a inclusdo contraria, isto é, que W C H'. Sejaw € Wev €
H. Como os u)s geram H, v = Zaiui. Pela linearidade do produto interno, (w,v)

2

<w, Zaiui> = Zai (w,u;) =0 pois w € W implica que (w,u;) = 0.
(c) Considere § = {vy,Vva,...,Vv,} base de V. Temos que w = invi € H' se,
i=1

n
e somente se, le (vi,up) = 0 para todo k = 1,2,...,p pelo item (b). Estas p equa-
i=1
¢des lineares sdo em n variaveis (xy,...,z,). Como os vetores sdo Lls, as equacgdes sdo
independentes. Desta forma o espaco solu¢cdo W possui dimensdo n — p. Pela construcio,
temos uma bijecdo linear entre W e H+, pois a cada solu¢do (z1,. .., x,) associamos o vetor
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invi € H*. Logo, dim(W) =n —p = dim(H*). Como dim(V) = n e dim(H) = p,
i=1
obtemos o resultado. n

Lema 50 (base do complemento ortogonal) Dado H C R"™ subespaco gerado por

{uy,...,u,} obtemos uma base para H*+ (com relacdo ao produto interno canénico) re-
T 1 T

solvendo o sistema homogéneo A™v = 0, onde A = | u; uy --- u, | . Desta forma,
ol !

H* = Nuc(AT).

Prova: Segue pois sdo equivalentes:
—veH

— (v,u)) =viu;=ulv=0 parai=1,...,m (pelo Lema 49 (b));
—u — 0
' 0
—u, — O
T 1 T
— ATv=0,onde A=|u u - u, |. m
L l
1 2 1 .
2 3 1
Exemplo 255 Encontre uma base para | span sl lal |1
4 ) 1
1 21
. 2 31 .
Seja A = 3 41| Vamos resolver o sistema
4 5 1
123477 8
Alv=o0=1{234 5| |=|/
1111 w | 0
T 0 —1 —2] e
Escalonando totalmente A" obtemos 01 2 3 (a dltima linha zera). Fazendo

z=sw=t r=s4+2ty=—2s—3t Logo, (z,y,zw)=s(1,-2,1,0)+ t(2,-3,0,1),
ou seja uma base é {(1,-2,1,0),(2,—-3,0,1)}.

8.3.2 Projecoes Ortogonais

Nesta secdo vamos ver como podemos definir e calcular projecdo ortogonal num subespaco
vetorial. Uma ferramenta tedrica importante é o Teorema de Pitagoras em sua versdo abstrata.

Teorema 19 (de Pitagoras generalizado) Seja H um subespaco vetorial de um espaco
com produto interno. Se viy € H e viyi € H*, entdo [|[vg + vy ||? = ||[vull® + |[va.|*
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Prova: Lembrando que (vy,vyi) = (vyi,vy) =0, temos:

< Vg + VgL, VH+VHL>
= (vyg,vy) + (v, vgi) + Vg, vg) + (VgL, Vi)
<VH7 VH> <VHJ— ) VHJ->

= val® + vl

v +vyd|]? =

Observacao 64 Interprete este resultado com auxilio de um desenho para:
(a) H uma reta (passando pela origem) no plano.

(b) H uma reta (passando pela origem) no espaco.

(c) H um plano (passando pela origem) no espaco.

Teorema 20 (decomposicdo ortogonal) Dado v € V' um espaco vetorial com produto
interno e H subespaco vetorial, existe uma (nica decomposicdo da forma v = vy + vy.
ondevy € H evy. € H+.

Prova: Seja {uj,uy,...,u,} base de H e {vy,vs,...,v,} base de H+. Defina g =

U, Ug,...,U,r Uvy,vo, ..., vV, . Vamos mostrar que O € base de V. De fato:
) J.V ¢ base de V. De f
p q p q
(a) p e Ll Se0 = Zaiui + Zb-vi definindo zy = Zaiui e ZyL = Zbivi,
i=1 i=1 i=1 i=1
pelo Teorema 19 (Pitagoras), 0 = [|0|]* = ||zy + zy - ||* = ||zu||* + ||z ||?, o que implica

lzu|| = 0e ||zge] = 0. Logo, zy = Zaiui = 0. Como {uy,uy,...,u,} é base de H,
i=1
a; =0 parai=1,...,p. De forma analoga, b; = 0. Portanto, 3 é LI.
(b) 8 gera V. Pelo Lema 49 (c), dim(H*) = dim(V) — dim(H). Logop+qg=ne 3 é
um conjunto LI com namero de vetores igual a dimensdo de V. Isto implica que 3 gera V' e,
portanto, é base.

p q p
Como é base, v = E a;u; + E b;v; de forma inica. Assim, definindo vy = E a;u; e

=1 =1 =1

VgL = E bivi;, v.= vy + vy de forma anica. [
i=1
Este Teorema permite que se faca a seguinte definicdo.

Definicao 103 (projecido ortogonal) Dado H subespaco vetorial de um espaco vetorial
V' com produto interno definimos a projecdo ortogonal Py : V — H da seguinte forma:
Dado v € V, pelo Teorema anterior, v.= v +vVv. de forma tnica. Definimos Py (v) = vy.

Lema 51 (propriedades da projecdo ortogonal) A projecio ortogonal Py no subespaco
H possui as seguintes propriedades:

(a) Py é linear;

(b) Py + Py = 1.

Prova:
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(a) Sev=vg+vgLrcomvy € Hevy, € H- e w = wyg + wy. com wy € H
e wy. € H*, entdo av+w = (avy + wg) + (avy:r + wyi) com avy + wy € H e
avyl +wyi € HY. Assim, Py(av +w) = aPyv + Pyw.

(b)Sev=vg+vyrcomvy € Hevys € H-, (Py+ Py.)(v) = Py(v) + Pyi(v) =
vy +VvyL = v paratodov € V. Logo, Py + Py. = 1. [ ]

Dado um vetor v, ja vimos como expressa-lo em termos de uma base ortogonal (:

n

- <V’ui> - <V’ui> <V7ui>
v = Z ui:Z 11“"2 uZ‘ZPHV—i‘PHJ_V.

(. ~ N -~ ,
et eHL

Concluimos que:

Férmula da Projecao Ortogonal em H
Se v = {uy,uy,...,u,} é base ortogonal de H entdo

- <V7ui>
PHV = Z u;.

i—1 <u’i7 u7,>

Em particular, se H é uma reta gerada por u,

PHV:

Se v = {q1,92,...,d,} € ndo apenas ortogonal, mas sim ortonormal, entdo os denomi-
nadores sdo todos iguais a 1 e a férmula se simplifica para

p
Pyv = Z (v, q;)q;-

=1

Se o produto interno é o candnico no R", pela Observacdo 61 da pagina 182,

<V7 qi>qi =q; <C1i, V> = Cliqz‘TV.

T T P
Definindo @ = | q1 g2 --- q, |, podemos verificar que ZqiqiT = QQT. Isto nos da
I | i=1

uma férmula para a matriz de projecio:

Férmula da Matriz de Projecdo Ortogonal em H C R”
Se v = {q1,Q2,...,q,} & base ortonormal H C R™ com relagdo ao produto interno
candnico,

Py =QQ".

Na Secdo de Minimos Quadrados vamos ver como calcular a projecdo no caso geral,
quando n3o temos uma base ortogonal.
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1 2
Exemplo 256 H = span 2 ev= |0 |. Calcule Pgv e Py.v.
3 | 0
91 1
< Ol 2 > 1 1 1/7
0 3 2
Pyv = (v, w) Uy =——=—-——= 2 |l ==12|=12/7
(ur, ) 1 1 3 1413 3/7
21,1 2
(2] 1/7 13/7
Pyv=I—-Py)v=|0|—|2/7|=|-2/7
o | |37 —3/7

Exemplo 257 H = span 2, 1 ev=

} Calcule Pyv.
1

2|, é base ortogonal
3

2
0
0
Este caso é facil pois a base é ortogonal. Assim, [

de H e portanto

Pyv = (v,u;) u + (v,us) U,
(g, uy) (ug, uy)
(2] [ 1] 2 4
o No] [3] ; LMo [ ‘11
1 1 3 4 9
21,12 1| 1
3] [ 3. 2| [ -2
1 4 5/3
2 8
= g2 tg| L= 23
3 ) ~1/3
1 2 2
Exemplo 258 H = span 21,13 ev= 1|0 |. Calcule Pyv.
3 4 0

Neste caso, ao contrario do exemplo anterior, a base ndo é ortogonal. Uma maneira de
contornar isto é usando que Py = I — Py., obter uma base para H~.
Pelo Lema 50 (base do complemento ortogonal), resolvemos o sistema homogéneo

12 3]0 10 —1]0 ilf_éi?’
2 3 4|0 01 20| 2 3
Tr3 = 1 ZT3
1
—2 é base de H+ e, como trata-se de um conjunto contendo um dnico vetor, é uma

1
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base ortogonal. Assim, podemos utilizar a férmula:

2 1
(v, u) 0 1 L oo ! 1/3

Pyiv = u= = -2 | == -2 |=1]-2/3
a (u,u) < 1 1 > 1 6 1 1?3
2|, | =2
1 1
Finalmente,

2 ] 1/3 5/3

Pyv=(I—-Py)v=|0 | —| =2/3 | = 2/3

0 1/3 -1/3

Exemplo 259 Considere o produto interno do Exemplo 248 da pagina 183 e as funcées
f) = 1, f(t) = t, f3(t) = 3t — 1. Verifique que {f1, f2, f3} € ortogonal. Considere
Hy o espaco gerado por {fi, fo} e Hs o espaco gerado por {f1, f2, f3}. Se ¢(t) = exp(t),
determine Pp,¢ e P, ¢.

Vamos apresentar os resultados, deixando para o leitor verifica-los (utilizamos software de
matemaética simbdlica para calcular):

(fg) =el —et, (frh)y =2,
(f2r ) = 2e71, (f2, f2) = 2/3,
(Fod) = 2¢1 = 14e7L, (fy, fy) = 8/5.

Com isto calculamos que Pp,¢(t) = (' —e™')/2 + 3elt e Py, ¢(t) = (e! —e™1)/2 +
3elt +5/4(et — 7e 1) (3t — 1). Observe na Figura 8.2 que Py, é razodvel e que Py, é
praticamente idéntica a funcdo ¢. Para perceber a melhora no erro utilizando Py, compare
0s erros ey e e3 mostrados na figura.

o o(t) = exp(t)
(Pr,9)(t)
(Pr,9)(t)

Ex(t) = (Puy)(t) — (1)

-t ex(t) = (Pr,@)(t) — (1)

Figura 8.2: Aproximacdo de ¢(t) por (Pu,®)(t) e (Pu,¢)(t) e erros

Exemplo 260 (série de Fourier) Vamos aproximar a funcdo f(x) = e *, no intervalo

0, 1], por uma funcdo da forma a, sin(wx) + as sin(27x) +- - -+ a,, sin(nwx). Para isto consi-
1
deramos, no espaco vetorial das fungBes continuas, o produto interno (g, h) = / g(t)h(t)dt.

O que estamos procurando é a projecdo ortogonal de f sobre H,, o espaco gerado por
{s1,82,...,8,}, onde s,(x) = sin(nmnz).
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Pode-se verificar as seguintes férmulas:

1
/ sin(lﬁ?rt) Sin(kgﬂt)dt =0V k‘l 7é kg,
0

/1 e 'sin(kmt)dt = k(e — (1))

e(1+ k%n?)
! 1
/ sin?(knt)dt = .
0 2

Fazendo as contas (com auxilio de softwares de célculo) podemos calcular (Py, f)(t) e

(P, f)(t). Veja na Figura 8.3 o grafico de f e as projecbes em Hy e Hyy com os res-
PEcCtivos erros.

Caso queira estudar mais a este respeito, procure um texto sobre Séries de Fourier.

, N '. Jea(t) e ex(?)
: A0 =) || /

(Pr, f)(t) e (P, f)(1) ' v ~ A

N

\
-/

Figura 8.3: Aproximacdo de f(t) por (P, f)(t) e (Pu,, f)(t) e erros eq(t) = (P, f)(t) — f(t)
€ 610(t) - (PHlof)(t) - f(t)

8.4 Minimos Quadrados

Ja vimos que o sistema linear Az = b tem solugdo(8es) se, e somente se, b € Im(A4). O

que fazer quando b ¢ Tm(A)? Nem sempre a resposta “o problema n3o tem solucdo” é
plenamente satisfatéria, como ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 261 /magine, de forma super-simplificada, que um paciente deva fazer uma refei-
¢do consistindo de arroz e carne, de forma a totalizar 150g de alimento com 450 Kcal e 25g de
gordura. Dado que 1g de arroz tem 2.5Kcal e 0.03g de gordura e que a mesma quantidade de
carne tem 3.1 Kcal e 0.21g de gordura, que quantidade de cada alimento deve ser ingerida?

Seja x a quantidade de arroz, em gramas, e y a quantidade de carne. Precisamos de uma
soluc3o para o sistema linear

T+ y = 150 1 1]150
250z + 3.10y = 450 ou | 2.50 3.10 | 450
0.03z + 0.21y 25. 0.03 0.21| 25
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E facil verificar, no entanto, que este é um sistema sem solucdo. Mas esta resposta ndo ha
de ajudar muito o nosso paciente!

Note que
1 1 23 151
2.50 3.10 13 | = 445.3
0.03 0.21 24.87

Isto significa que 38g de arroz e 113 de carne é uma “quase-solucdo™: 151g de alimento (ao
invés de 150g), 445.3Kcal (ao invés de 450Kcal) e 24.87g de gordura (ao invés de 25g). Para
fins de alimentac3o, estes erros sdo totalmente aceitivelis.

O que fazer quando b ¢ Im(A)?

Neste caso ndo existe possibilidade de existir z tal que Az = b. Observando a Figura 8.4,
o que podemos fazer é obter um z tal que Az estd o mais proximo possivel de b, isto €,
determinar z tal que a distancia d(b, Az) assume o menor valor possivel.

Figura 8.4: Minimos Quadrados

Definicdo 104 (solucdo de minimos quadrados) Uma “quase-solucdo”, chamada de so-
lucdo de minimos quadrados, é um vetor z que minimiza d(b, Ax) (a distancia entre b e
Az). Isto significa que d(b, Az) < d(b, Ay) para todo y no dominio de A.

Vamos comecar investigando um problema correlato mais simples.

Lema 52 (vetor mais proximo de um subespaco) Dado H C V subespaco vetorial e
b € V, existe um dnico vetor h € H tal que d(b,h) é minimo, dado por h = Pyb, a
projecdo ortgonal de b sobre H.

Prova: Podemos decompor b como b = Pyb + Py.ib e portanto a quantidade a ser
minimizada pode ser escrita como

d(b,h) = ||b — h|| = [|Pyb+ Pyz.b —h||.
Ou, equivalentemente, podemos minimizar

Ib—h* = Pub —h+ Pyub|* = [[Pub — h|[* + [| Py,
—_——— ——

S eH+
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onde a altima identidade se deve ao Teorema 19 (Pitagoras). Note que estamos minimizando
uma funcdo de h, mas o termo ||Py1bl|? ndo depende desta varidvel. Assim, o minimo é
obtido minimizando-se o termo ||Pyb — h||?, o que obviamente se d4 quando h = Pyb. =

Usando este Lema podemos resolver problemas simples (unidimensionais).

Exemplo 262 ' Suponha que usamos uma moeda para jogar caras/coroas. A moeda tem
uma certa proporcdo m de caras com relacdo ao total de jogadas que esperamos que seja
proximo de 1/2. Podemos obter m experimentalmente jogando a moeda muitas vezes.

Jjogadas 30 60 90
caras 16 34 b1

Por ser de natureza randémica, ndo existe proporcdo exata — o sistema abaixo ndo possui
solucdo (exata):

30m = 16
60m = 34
90m = 51

Portanto, o vetor b = (16,34,51) ¢ ((30,60,90)) = H. Podemos encontrar h € H mais
proximo de b projetando ortogonalmente:

(16, 34,51), (30, 60, 90)) 7110
- (30,60, 90) = - (30.60.90
((30,60,90), (30, 60, 00)) ~ >0 60-90) (30, 60,90)

h = Pyb = -
H 12600

A estimativa m = 7110/12600 ~ 0.56 é um pouco alta mas ndo muito, e provavelmente a
moeda é honesta. A reta com coeficiente angular m ~ 0.56, que melhor aproxima os dados,
é mostrada na figura abaixo:

heads

60

30

30 60 90 ﬂips

Teorema 21 (minimos quadrados) A solucdo de minimos quadrados do sistema Az = b
é a solucdo do sistema AT Az = ATb.

Prova: O vetor r = b — Az é denominado “residuo associado a z". Voltando ao nosso
sistema linear Az = b, note que minimizar ||r|| = ||b — Az|| com z qualquer é o mesmo que
minimizar |b—y|| comy € Im(A). Pelo Lema 52, y = Pl ayb- Portanto, x|l = ||b— Az||
é minimizado quando Az = PIm(A)b' Nesta situacdo,

r=b—Az=b— P, b=~ PP = Py b = Payear)p € Nuc(A”).

Na seqiiéncia anterior usamos que: Py, . + Pryyq) = £ (pelo Lema 51 (b)) e Im(A)L =
Nuc(AT) (pelo Lema 50 pois H = Im(A)).
Portanto, r € Nuc(AT), ou seja,

0=A"r = AT(b — Az) = ATb — AT Az,

ladaptado de Hefferon
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o que implica
AT Az = ATb.

Vale também a volta:

ATAz =A"b = b—Azec N(A")

b — Az € Tm(A)*
Py (b — Az) = 0
PIH](A)AZ = PIm(A)b
AZ = PIH](A)b

[ ]
Resumindo: os sistemas lineares Az = PIm(A)b e AT Az = ATb sempre possuem solucdo,

quaisquer que sejam A e b, e sdo equivalentes (isto é, possuem o mesmo conjunto-soluc¢do).
Ademais, as solucdes destes sistemas sdo os argumentos que minimizam a norma do residuo
|b — Az|| e sdo ditas solu¢des no sentido de minimos quadrados de Az = b.

Observacido 65 Se um sistema linear tem solucdo no sentido classico, entdo b € Im(A)
e portanto PIm(A)b =b. O sistema Az = PIm(A)b é idéntico ao sistema original Az = b.

As solucdes de minimo quadrado coincidem, neste caso, com as solucées classicas.

Lema 53 Seja A uma matriz qualquer. Entdo AT A é invertivel se, e somente se, as colunas
de A s3o linearmente independentes.

Prova: Se AT A é invertivel, Nuc(ATA) = {0} e portanto Nuc(A) = {0}, o que implica
a independéncia linear das colunas de A. Se AT A ndo é invertivel, existe z # 0 tal que
AT Az = 0. Portanto, ||Az||*> = z7 ATAz = 270 = 0, o que implica Az = 0 e a existéncia
de uma combinacdo linear n3o-trivial das colunas de A dando 0. [ ]

Corolario 16 O problema de minimos quadrados tem solucdo iinica se, e somente se, as
colunas de A s3o linearmente independentes.

Incidentalmente, obtivemos uma férmula alternativa para a matriz de projecdo. Se

T 7
{aj,ay,...,a,} ébasede He A= | a; ay ... a, |, entdo AT A é invertivel e a solucdo
L !

de AT Az = ATb & dada por z = (AT A)~1ATb. Sabemos que este vetor satisfaz também a
Az = PIm(A)b = Pyb, ou seja, Pyb = A(ATA)"'ATb. Isto nos da a férmula alternativa
Py = A(AT A)~1 AT para a matriz de projecdo. Podemos enunciar isto como um lema.

Lema 54 (férmula para projecdo) Dado {aj,as,...,a,} base de H e A =
T 7
a; ay ... a, |, a matriz de projecio ortogonal em H é Py = A(ATA)~1AT.
U !
1 2 . 3
Exemplo 263 Resolva, no sentido dos minimos quadrados, 2 1 { } = e
2 1| LY 5
3 1 2
calcule Py | 3 |, onde H = span 2 1,11

) 2 1
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Solucso:
1 2 3
ATAz =A™ |2 2202 1| | %2223
B IR B B B 21 1|

so] L )=[al=0]=135 ]

A projecdo é dada por A(ATA)~'ATb. Masz = (AT A)~'ATb j4 foi calculado acima. Basta

fazer
1 2 3
Az=1 2 1 [ 2?2 } = |4
2 1 4

Exemplo 264 A equacdo que modela um determinado fenémeno fisico é dada por f(t) =
at? 4+ bt + ¢ (por exemplo, f pode ser a posicdo de um corpo uniformemente acelerado). Com
o objetivo de se determinar os pardmetros a, b e ¢, uma série de experimentos sdo realizados,
com os seguintes resultados:

f(@)

6.5
11.2
17.7
27.1
39.0

Determine os pardmetros a, b e ¢ que melhor ajustam os dados experimentais no sentido

dos minimos quadrados.
Soluc3o: Gostariamos que, para determinada escolha de a, b e ¢, fossem satisfeitas simulta-
neamente as equacdes

As posicées medidas foram:

Ln-hbol\)hn‘ﬂ

ax1?+bx1+c=65 111 6.5
ax2®2+bx2+c=11.2 4 2 1 a 11.2
ax32+bx3+c=177 ou 9 3 1 b | =| 177
ax4?+bx4+c=271 16 4 1 c 27.1
ax5+bx5+c=2390 25 5 1 39.0
A soluc3o aproximada é obtida resolvendo-se
[ 11 1 6.5
1 4 9 16 25 4 2 1 a 1 4 9 16 25 11.2
1 2 3 4 5 9 3 1 =112 3 4 5 17.7
1 11 1 1 16 4 1 111 1 1 27.1
[ 25 5 1 39.0
979 225 55 | [ a 1619.2 a 1.24
225 55 15 b | = 385.4 = b | ~ | 0.68
5, 15 5| | ¢ 101.5 c 4.68
Para estes valores dos pardmetros, o modelo prevé a seguinte tabela
] f@)
1| 6.60
2| 11.00
3| 17.88
4| 27.24
5| 39.08
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bastante préxima da real.

Exemplo 265 Vamos retomar o Exemplo 258 e oferecer agora uma outra solucio para de-

1 2 2
terminar Pyv, onde H = span 21,13 ev= |0
3 4 0

A idéia é escrever um problema de minimos quadrados cuja solucdo z satisfaca Az = Pyv.
Para isto, basta encontrarmos uma matriz A tal que Im(A) = H e tomarmos o lado direito
b = v. Tal matriz pode ser obtida colocando-se os vetores que geram H em suas colunas.

Assim,
(1 2 2
3 4 0
- 1 2 2
1 2 3 1 2 3
ATAZ:{ 2 3|z= Tb:{ } 0
2 3 4| L ) 23 4],
14 20 2 - —11/3
20 29 4 - 8/3 |
Portanto,
12 5/3
Pyv=Az=| 2 3 [_1;?2} = | 2/3
3 4 ~-1/3

Exemplo 266 2 As cédulas de dinheiro tem médias diferentes de tempo de circulacdo de
acordo com o valor. Quanto tempo vocé espera que uma nota de R$25 dure?

cédula (R$) 1 5 10 20 50 100
tempo médio (anos) 1,5 2 3 5 9 20

O grafico abaixo parece linear.

avg life

o
o
vvvvvvvvvv

Portanto o tempo médio em fun¢do do valor x da cédula é dado (aproximadamente) por
k+1m = 1.5

k + mx. Para determinar k e m precisamos resolver o sistema : =

© ., que
kE+100m = 20

é impossivel. Considere

(11 ] 1.5
15 2
1 10 3 k
A=11 20 b=15 Z_{m}
150 9
| 1100 | | 20 |

2adaptado de Hefferon
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Para determinar os coeficientes k e m resolvemos AT Az = ATb com auxilio de software,
obtendo z = (1.05,0.18). Portanto, k = 1.05 e m = 0.18. Colocando = = 25 na equacdo da
reta, determinamos que a cédula deve durar 5.55 anos, isto é entre 5 e 6 anos.

8.5 *Cauchy-Schwarz e Angulo®

A Lei dos Cossenos, aplicada ao triangulo cujos lados sdo u,v e u — v, onde 6 é o angulo

formado por u e v (que pode ser pensado igualmente em R? ou R?), diz que ||[u — v|* =
2o0u3 2o0u3

|ul|? + || v]|* — 2||ul|||v|| cos §. Expandindo alguns termos, temos Z (u; —v;)? = Z u; +
=1 =1

20u3 20u3 20u3 20uBZ 20u3 '
> vf = 2fullv]cosd. Como B (wi —vi)? = 3 wi+ Y of =2 uws, resulta’
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

2o0u3

5

cosf) — =1 _ (u,v)
Falffiv il v

Estas idéias podem ser generalizadas através de um importante resultado envolvendo o
produto interno e a sua norma associada, a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 22 (de Cauchy-Schwarz) Seja V' espaco vetorial, (-, ) produto interno e || - || a
norma associada. Vale a desigualdade

(u, v) < [lulf[}v].
Prova: Se v =0, o resultado vale com igualdade. Assuma agora v # 0.

0<|ut+tv|]]®? = (u+ttv,u+tv)
= (wu) +2t{u,v) +t*{v,v)
= |lul® + 2t (u,v) + ?||v|* VteR.

Completando o quadrado, temos

<11,V> ’ 2 <11,V>2
tIv| + + [u)? - >0 VteR

vl [vif?
Em particular, para t = — <u,”\/2>’ o termo entre paréntesis se anula e temos [|ul|* > <ﬁl"/‘|">22, 0
v
que implica (u,v) < |[ul|||v]- n

Corolario 17 (desigualdade triangular) Além das propriedades ji citadas, vale para
norma:
Ja+ v < flul] +[[v],

conhecida como Desigualdade Triangular (ver Figura 8.5).

OA leitura desta secdo é opcional.
3 Assumindo-se u e v ndo nulos; caso contrério, 8 n3o fica bem definido.
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+v
Figura 8.5: Desigualdade Triangular

Prova: De fato,
[u+v[* = (u+v,utv)=(uu)+2(uv)+(v,v)=ul’+2wv)+]|v|
Usando Cauchy-Schwarz,
la+ v < all® + 2f[ull v + [IvII* = ([all + []v])*.

A Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos garante que, num espaco com produto interno,
se u e v s3o vetores n3o nulos, entdo

<u7 V> <1l e — (u,v> _ (—u,v) <1
lall[v] Falliivl F = uflliv]
e portanto
lall[[v]

Isto nos permite definir o angulo entre dois vetores (mais exatamente, o cosseno deste angulo).

Definicdo 105 (angulo entre vetores) Dados u,v € V um espaco vetorial com produto
interno, definimos o dngulo entre eles 6 € [0, 180°] tal que

(u,v)

cosf = .
[l [|v]]

Em particular, caso 6 = 90° entdo (u,v) = 0, concordando com a Definicdo 96.

8.6 *Processo de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt®

Bases ortonormais sdo (teis, como visto na secdo anterior. A questdo é:

Partindo-se de uma base qualquer, como construir uma base ortogonal (ou ortonormal)?

A resposta é o chamado processo de ortogonalizacdo de Gram Schmidt. Dada uma base

{v1,Va,...,v,} queremos substitui-la por outra ortogonal, {u;,us,...,u,}, com a caracte-
i—1

ristica adicional de que, para cada i, existem «'s tais que u; = v; + E a;Vv;. Assim, devemos
i=1

OA leitura desta secdo é opcional.
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ter:

u, = Vi
Uy = Va+avy

u; = Vv3+ vy +vy

u, = Vvp+....

Note que os espacos gerados pelos primeiros u's e pelos primeiros v's sdo iguais, isto &,
span {uj, Uy, ..., u;} = span{vy,ve,...,vi}, k = 1,2,... p. Desta forma, podemos
ainda escrever

u; = Vi
U = Vy+au

u; = vsg+ 5111 + YUy

u, = vp,+....

A exigéncia de que esta base seja ortogonal nos permite determinar os coeficientes &, 3, 7,

.... De fato,
up; = Vo + auy _ _ <V2’ u1>
= (vo,u)+au,u;) =0 = a=-—
(uz,u;) =0 } (v2, wy) (ur, uy) ()
u3:V3+Bu1+?u2 _ N .
(u, ) =0 = (vaw) + 0 (u,u) =0 = F= _Zu?”ul;
<u2,u1> =0 1, Y1
u3:V3+5u1+;\}7UQ Vet
(ug,uy) =0 = (vgu) +7(u, ) =0 = 7= _M
= <u27u2>
<u17u2> =0
Assim,
Processo de Ortogonalizacio de Gram-Schmidt
Dada uma base {vy,Vvs,...,v,} obtemos outra, ortogonal, {u;, us,...,u,}, por
u = Vi
Vo, U
Uy = Vo — o—Uy;

Se o objetivo for obter ndo apenas uma base ortogonal {uy, us,...,u,}, mas sim orto-
normal {qi,qs, ...,q,}, basta normalizarmos ao final: q; = ||u;|| 'u,;. Outra opcao, ainda,
é normalizar passo a passo; neste caso, os denominadores desaparecem:
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Processo de Ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
Dada uma base {vy,vs,...,v,} obtemos outra, ortonormal, {qi,q>,...,q,}, por
w o= vy Gr = [Jug| g
U, = vo—(vo,q)G1 G2 = [l My
us; = vi— (v, Qa1 — (v3,G2)q2  Gs = |Jusl| Tuas;
u, = Vp,— <Vp,€11>?11 - <Vp,?12>€12 ... <Vp7ap—1>ap—1-

1 2 3 0
. 2 3 4 3
Exemplo 267 Seja H = span sl lal 1514 . Encontre uma base or-
0 0 0 5
tonormal para H .
1
B 2
u = 3 |
0
91 17
3 2
2 413 1 2 1 4)7
3 0] L O] 2 3 20 | 2 1/7
Uy = — = = = = = —_ — =
4 1 1 3 4 14 | 3 —2/7
0 2 2 0 0 0 0
3113
- O - - O -

Poderiamos usar u, exatamente como calculado acima. Mas podemos, por conveniéncia,
eliminar as fracbes e usar

4
_ 1
Uy = _2
0
Temos agora
37 [1] 3 4
4 2 4 1
3 5171 3 1 517 =2 4
4 0 0 9 0 0 1
u = — — = — = —
s 5 1 1 3 4 4 —2
0 2 2 0 1 1 0
31| 3 -2 1| =2
i 0 1 L 0 ] 0 0
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3 1 4 0
|4 2 | 2 6 1l _]o
T 5 143 21| -2 0

0 0 0 0

Este resultado, us = 0, revela que vs é combinacdo linear dos vetores anteriores. Assim,
H = span {vy,vs,v,}. Basta ortogonalizar este conjunto, reduzido em relacdo ao original.
u; e uy ja foram calculados. Agora,

0 1 0 4
3 2 3 1
0 4 (7| 3 1 4 |7 =2 4
3 5) 0 2 d 0 1
u = - = - —
! 4 1 1 3 4 4 —2
5 2 2 0 1 1 0
317 3 =2 1" =2
0] [0 0 0
0 1 -1
- 3| § 2 n g ) _1 2
|4 14 |3 21| -2 | 3| -1
5) 0 0 15
-1
) 2
Como anteriormente, faremos u, = 1
15
Desta forma, temos que
1 4 -1
2 1 2
317 =217 —1
0 0 15

é base ortogonal de H. Para uma base ortonormal, basta normalizar estes vetores.

jwl = VI2+22+32+02=V14
Jug|| = V42412422402 =21
lug| = V124224124152 = /231

1 4 1
1 2 1 1 1 2
Vida | 3 | TvRer | 2 | Tv231 | -1

0 0 15

é base ortonormal de H.

Nés ja vimos nos Exemplos 258 e 265 como calcular Pyv. Vamos ver outra maneira. I

1 2 2
Exemplo 268 H = span 21,13 ev=| 0 |. Calcule Pyv.
3 4 0
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E necesséria uma base ortogonal para H. Por Gram-Schmidt,

1
u = 2 e
L. 3 -
91 17
. < Rk >
2 A 3 1 27 o[ 4/7
u = [ 3| -—-—F—=——= 2:3_ﬁ2:1/7
4 1 1 3 4 3 —2/7
L= 2 1.1 2
1
Assim, 2|, 1 é base ortogonal de H e portanto
3 _
PHV = 7<V,111> u; + <V7u2> U9
(g, uy) (uz, uy)
[ 2] [ 1] 2 4
< o .| > < o || 1 >
Mo 3]/, LMo h
21, 2 1, 1
3] [ 3] —2 —2
1 4 5/3
2
= 2]+ 2% 1= 2/3
3 —2 ~1/3
Observacdo 66 Seja Sy = {u;, uy,...,u,} base ortogonal de um subespaco H. Seja
B =A{uy,ug,...,u,,Up1,...,0,} uma extensdo de S a uma base ortogonal de V' (pode

ser feita se estendemos [ a uma base qualquer e em seguida ortogonalizamo-na por
Gram-Schmidt. Entdo By = {u,;1,...,u,} é base de H+.

8.7 Produto Interno

8.7.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. Considere u= (1, 1, 1, 1) e v = (-2, 2, —2, 3).

(@) [lufl = _; (b) (w,v) =__; (c) d(u,u)=__
Exercicio 2. O produto interno em um espaco vetorial V' & uma funcio:

(A) (-,):VxV =R,

(B) () :VxV =V,
Q) (,):RxV =V,
(D) (,):RxR —V;

302.jun.2008 22h
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(E) () :RxV —=R;
Exercicio 3. Determine se é Verdadeiro ou Falso:
(a) todo conjunto ortogonal é ortonormal __;
(b) todo vetor pode ser normalizado ndo-nulo __;

(c) um conjunto ortonormal de vetores & sempre LI __;

(d) (v, \w) = A (v,w) __;

(@NAv]F = Allvl .
Exercicio 4. Dado H subespaco vetorial:
(a) Nuc(Py) = __; (b) Im(Py) = __; (c) Pu+ Py =__
Exercicio 5. Considere T : R? — R? Se T é:
(a) projecdo ortogonal no eixo x seguido de projecdo ortogonal no eixo y entdo T' =__ (I, -1,0);
(b) & reflexdo no eixo x seguido de reflexdo no eixo = entdo T'=__ (I1,-1,0);
(c) reflexdo no eixo = seguido de reflexdo no eixo y entdo T'=__ (I,-1,0).

Exercicio 6.5e 7' é:
(a) projecdo ortogonal, T? = (I,-1,0.T,-T);
(b) reflexdo, T? =__ (1,-1,0,T,-T).
Exercicio 7.5e V C R e dim(V) = 3, entdo dim(V1) =
Exercicio 8.5e IV é:
(a) o eixo y em R? entdo Wt éareta_ (y=a,y=02=0y=—z);
(b) aretay =z em R? entdo Wt éareta_ (y=x,y=02=0,y=—z);

(c) o eixo y em R? entdo W+ éo (plano; eixo) __ (z,y, z, xy, yz, x2);

(d) o plano yz em R? entdo W+ éo (plano; eixo) __ (z, y, z, =y, yz, xz).
Exercicio 9. Se z é solu¢do de minimos quadrados de Ax = b entdo & sempre verdade que:

(A) Az = b;

(B) [z =Dl =0

(C) [lz — bl > 0;

(D) le(A)Z = b;
(E) PIm(A)b = z;
Exercicio 10. Sabendo que P é:
(a) projecdo ortogonal no eixo y, P(x,y,z) = (__,

);

(a) projecdo ortogonal no plano xy, P(x,y,z) = (__,_,
(a) reflexdo em torno do plano zz, P(x,y,2) = (__,

);
).

Y

8.7.2 Problemas

Problema 1. Determine se os conjuntos abaixo sdo ortogonais:

SN HEEIRE
(a) 4 1,12 |,] —4 : (b) , ,
-3 1 —7 : - !
\ 3 4 0
4 [ -3
Problema 2. Calcule a distancia entre os vetores 3 1e| —1 :| .
-3 2
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1 -1 2
Problema 3. Dado que 3 = 01, 4 |, 1 é base ortogonal de R3, ex-
1 1 —2
8
presse [v]z, onde v = | —4
-3

Dica: N3o resolva nenhum sistema linear!

Problema 4. Encontre uma base de H+, onde
(a) H & a reta em R? 2x + 3y = 0;
(b) Héoplanoem R3 z —y + 2z = 0;
(c) H={(1, 3, 1),(3, 1, 2),(2, =2, 1)) C R3;

0 0 0
—2 1 2
(d) H = span -2 1,11, 2 C R5.
1 0 -3
—1 2 -5

Problema 5. Defina em C([0, 1];R) o produto interno (f, g) = /1 f(s)g(s)ds. Calcule:
0
(@) (z,2%); (b) (z*, 2°); (©) 1=l

Problema 6.Seja P : R* — R* a projecdo na reta gerada por (1, 0, —1, 0). Calcule
(a) P(x,y,z,w); (b) Pz, y, 2z, w).
Dica: N3o tente calcular P'% explicitamente!
Problema 7. Encontre as matrizes das TLs T : R” — R"™:
(a) n = 2, projecdo ortogonal na reta {(2t, —t) € R?; para t € R};
(b) n = 3, projecdo ortogonal sobre o plano x = z.

Problema 8.Seja 7' : R® — R3 uma rotacdo em relacdo ao eixo (1, 0, 1). Sabe-se que
T(0, 1, 0) = (=1/v/2, 0, —1/+/2). Determine o angulo de rotacso.
Dica: pense no plano perpendicular ao eixo de rotac3o.

Problema 9. Calcule os autovalores os autoespacos associados a:
(a) uma reflexdo no plano 3z — 2y + 2 = 0 em R?;
(b) uma proje¢do numa reta em R? sabendo que P(1, —1, 0) = (1, —1, 0).

Problema 10. Seja 7' : R® — R? uma projecéo ortogonal no plano z—2y—2z = 0. Determine
uma base 3 tal que [T, seja diagonal.

0 -1 0
Problema 11. Calcule autovalores e autovetores para mostrar que | —1 0 0 | é refle-
0 01

xd0. Determine em torno do que (plano ou reta) se da a reflexdo.

Problema 12.* Use minimos quadrados para julgar se a moeda deste experimento é honesta.

jogadas 8 16 24 32 40
caras 4 9 13 17 20

*adaptado de Hefferon
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1 3 3 7
. 3 3 0 1

Problema 13.Sejam H = < ol 11 5 > e v=1 .. Calcule Pyv
1 -1 -3 1

(6]

de duas maneiras diferentes, conforme os Exemplos 258 (pagina 191) e 265 (pagina 198) no

texto.

3
Problema 14. Encontre a melhor aproximacio de _2 por vetores da forma
3
2 1
- +0b 1 coma,beR
a -3 0 ) a, .
1 -1
1 10 1
. 1 10 3
Problema 15.Seja A = 1o01]l¢ b= g
1 0 1 2

(a) Encontre o conjunto-solu¢do do problema de minimos quadrados associado ao sistema
linear Ax = b;

(b) Use o item anterior para calcular PIm(A)b- (Dica: vocé pode usar qualquer solugio
do problema de minimos quadrados.)

8.7.3 Desafios

Desafio 1. Considere u autovetor de A associado a A e v autovetor de AT associado a p
com X # p. Prove que u é perpendicular a v.

Desafio 2.° Defina uma projecdo como P? = P.
(a) Mostre que uma projecdo ortogonal possui esta propriedade;
(b) Mostre que existe uma base tal que P(v;) =v; parai < ke P(v;) =0 para i > k.

(c) Mostre que nesta base P é da forma em blocos [ 00

Desafio 3. Seja V' espaco vetorial com produto interno e {u;, Uy, U3, Uy, U5} base ortonormal
de V. Seja

H = (up + 2u3 + uy + us, —2u, — 4uz — 2uy — 4us, U + 2us3 + 2uy + 3u;) .

Encontre uma base para H'.
Desafio 4.Sejam A, B € M,,y,,. Defina (A, B) = traco(AB”).
(a) prove que é um produto interno;

T T
(b)se A= | vy --- v, |, prove que |A|| (norma de A) induzida pelo produto interno
l l

satisfaz:
JAIP = |lvall® + - + [lval %

5adaptado de Hefferon
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(c) © encontre o complemento ortogonal do subespaco das matrizes diagonais.

Desafio 5.Seja D € M,,,, uma matriz diagonal tal que todos elementos da diagonal sio
positivos ndo-nulos. Mostre que (u, v) = v Du é um produto interno para u,v € R™.

Desafio 6. Mostre que em R? toda matriz de:

(a) projecdo possui a forma [ cg [c) } :

b —a
Desafio 7. Mostre que se H, W s3o subespacos de um espaco vetorial ent3o:

(a) H-NnW+ c (HNnW)*; (b) (HH*: = H.
Desafio 8. Sabemos que o determinante de uma TL é definida como o determinante de uma
matriz que representa 7' numa certa base. Se mudarmos a base, a matriz que represnta T’
muda mas o determinante permanece o mesmo. Use isto para calcular o determinante de
A = [T]_ nos casos em que:

(b) reflexdo possui a forma { a b } :

€
T é diagonalizavel com autovalores \q, ..., \,;

(a)

(b) T' & uma rotacdo no R?;

(c) T & uma rotacdo no R3;

(d) T &€ uma reflexdo em torno de uma reta no R?;

(e) T & uma reflexdo em torno de um plano no R3;

(f) T & uma projecio;
Desafio 9. (Shilov p.272 #6) Mostre dada matriz ndo-singular A existem S auto-adjunta
(ST = 8) e Q ortogonal (QT = Q1) tais que A = SQ. Esta & chamada de decomposicio
polar de A, em analogia com complexos: S é o médulo (esticamento) e () a parte angular
(rotacdo). Prove que ela é nica.

Desafio 10. (Shilov p.242 #19) Encontre o polinémio p(z) = 2" +a, 12" '+ -+ a1z +ag
para o qual a integral
1
/ p*(z) dx

—1
€ o menor valor possivel.
Desafio 11.Dado 7" € L(V; W), defina ||T'|| = HrrHlax |T(w)||w. Prove que isto define uma

ully=1

norma nos espaco das TLs.

Desafio 12. Interprete o algoritmo de Gram-Schmidt como uma decomposicdo A = QR,
com ( ortogonal e R triangular superior.

Desafio 13. Prove que a matriz de rotacdo anti-horaria por um angulo 6 em torno do eixo
(a,b,c) €R3, coma?+b*+ct=1¢
a*(1 — cosf) + cosf ab(l —cos) —csen ac(l —cosf) + bsend
ab(1 — cosf) 4+ csenf  b*(1 — cos @) + cos be(l — cosh) — asend
ac(l —cosf) —bsend be(l —cosf) +asenf  *(1 —cosf) + cosb
Conclua que se A & matriz de rotacdo, o angulo 6 de rotacdo satisfaz cos§ = (traco(A) —

1)/2.

Dica: Mude base levando o eixo-z em (a, b, ¢) e utilize matriz de rotacdo no plano zy.

Desafio 14.Suponha que 7' é uma rotacdo em R? em torno de um eixo fixo.
1 0 0

(a) prove que existe uma base 3 do R? tal que [T]ﬁ =10 cosf —senf |;
0 senf cos 6

6Hoffman and Kunze, p. 289, sec. 8.2 no. 10
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(b) (Anton; dificil) Prove que se w € R® & um vetor ndo-nulo entdo v =Tw + T7w +
(1 —traco(T"))w determina o eixo de rotagdo de 7.

Desafio 15. Prove que se A € M,y com det(A) = 1 e {Ae;, Aes} ortonormal entdo A
representa uma rotacdo em R2.

Desafio 16. Prove que se A € Mj3y3 com det(A) =1 e {Aey, Aey, Aes} ortonormal entdo
A representa uma rotacdo em R3 em torno de algum eixo de rotacio.

Desafio 17.Se A € M3, 3 é ortogonal ent3o é rotacdo em torno de um eixo se det A =1 e
uma rotacdo seguida de reflexdo se det(A) = —1.

8.7.4 Extras

Extra 1. Encontre uma base para H se

(a) H=((1, =3, 1, 2),(2, —1, 2, 0), (=4, —3, —4, 4)) C R%;

(b) H ((1013)(1201)>CR4;

(c) H é aintersecdo dos planos x —y —z=0e 2z —y+ 2 = 0;

(d) H & aretaem R3 (z(t),y(t), 2(t)) = (2t, —t, 3t);

Extra 2. Seja v € V um vetor n3o nulo. Prove que a matriz de projecdo ortogonal na direcio

v é dada por
T

Py = 7o

vl

Extra 3. Encontre as matrizes das TLs 7" : R* — R":

(a) n = 2, projecdo ortogonal na reta 2z — 4y = 0;
b) n = 2, projecdo ortogonal na reta ((0, —2));
c) n =2, reflexdo em torno da reta 2z — 4y = 0;
) n = 2, reflexdo em torno da reta y = 3.
e) n = 2, projecdo na reta y = x seguida de rotacdo de 45°;

r—w = 0

y=2z = 0

n = 3, rotacdo de 45° em torno do eixo (1, 1, 1) (deixe indicado como produto de
izes, ndo precisa explicitar o produto).

—+
~— ~—
N

= 4, projecdo ortogonal sobre o plano {

N N AN S SN
o

- 0Q
~

matri
Extra 4.Seja H subespaco vetorial. Mostre que H N H+ = {0}.

Extra 5. Em cada item dé um exmplo de uma TL satisfazendo as condicdes dadas:
(a) R : R? — R? uma reflexdo com R(0, 1) = (0, —1),

(b) P : R?* — R? uma proje¢do numa reta com P(1, 1) = (1, 1);

(c) T : R3 — R uma reflexdo tal que T'(2, 2, 2) = (0, 0, 1).

(d) T : R3 — R3 uma projecdo ortogonal tal que T'(2, 1, 2) = (2, 3/2, 3/2).

Extra 6.Seja Ry uma rotacdo do plano de angulo 6. Sabendo que Ry(v/3, —1) = (2, 0) e

Ro(V/3, 1) = (1, V/3), determine 6.

Extra 7.Sabe-se que 7'(1, 1, —1) = 3(1, 1, —1), T'(1, 0, 1) = 3(1, 0, 1) e Tw = w,

com w ortogonal a (1, 1, —1) e (1, 0, 1). Encontre uma base ortonormal 3 tal que
300

T],=10 3 0
0 01

Extra 8. Calcule autovalores e autovetores para mostrar que:

=,
N
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0 -1 0
(a) | 0 0 —1 | érotagdo. Determine o angulo e o eixo de rotacio.
10 0
[ 4/5 0 2/5
(b) 0 1 0 | é projecdo ortogonal sobre um plano. Determine o plano.
| 2/5 0 4/5
[ 7 2 V3
(c) % 2 4 —24/3 | & projecdo ortogonal.

V3 —2V3 5

[ 6 4 2V3
4 0 —44/3 | é reflexdo.

| 2V3 —43 2
[ 1 —V2 V2

V2 0 /2 | érotacdo. Determine o eixo e o angulo.
—1 —1 1

—~
o
N
=

(e)

N[

Extra 9. Seja R uma reflexdo em torno da reta 3z + 5y = 0 e P uma projecdo nesta reta.
(a) Determine um vetor v # 0 tal que Pv = v;
(b) Determine um vetor v # 0 tal que Rv = —v;
(c) Calcule o nicleo de P.
(d) Calcule o nicleo de R.
Dica: ndo precisa calcular nem P nem R explicitamente.

Extra 10.Seja {vy,Vs,...,V,} uma base de V e w € V tal que (v;,,w) = 0 para todo
i=1,...,n. Prove que w =0.

Extra 11. (Teorema de Pitagoras generalizado) Sejam vy, vs, ..., v, vetores ortogonais dois
a dois, isto &, (v;,v;) =0 se i # j. Prove que

Vit vall® = lvall® + - flval

Extra 12.

(a) Encontre a equacdo y = ax + b da reta que melhor ajusta os pontos (0, 1), (1, 1),
(2, 2) e (3, 2).
(b) Esboce um grafico ilustrando o item anterior.

(c) Use sua resposta ao item (a) para encontrar a projecdo ortogonal de sobre

{HRH

Extra 13. A forca aplicada numa mola e sua distenc3o estdo relacionadas por uma relacdo
linear. Para determinar esta relacdo para uma certa mola fizemos medidas de distensdes e
obtemos a seguinte tabela:

N DN — =

— =
W N = O
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forca aplicada y (N) distengdo x (cm)

0,5 0,6
1,0 0,9
1,5 1,7
2,0 2,1
2,5 2,4

Monte o sistema (sobredeterminado) que determina a, b da reta y = ax + b e resolva por
minimos quadraticos.

Extra 14. Determine a reta que melhor se ajusta aos seguintes pontos: (0, 1.1), (1, 2.1) e
(2, 3.0).
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Apéndice A

Notacao

A.1 Basica

Conjuntos numéricos: N,Z,Q, R, C.
Vetores sdo usualmente denotados por u, v, w. Vetor nulo 0.
Escalares sdo denotados usualmente por r,s,¢t € R.
Transformacdes lineares sdo usualmente denotadas por: T, P, R, S.
Conjunto de elementos de = € R tal que 2> — 2 = 0: {z € R| 2*> — z = 0},
Um conjunto de vetores: {vy,vs,...,v,}. Uma lista de vetores: vi,va, ..., v,.
Entradas de um vetor em R™: (1,2, 3).

T
Funcdo T"de V.em W: T : V — W. Também escrevemos Vi W
v — 3v
Sistemas lineares: { Tty =0 .
y—z=20

A.2 Espacos
Espacos vetoriais sdo usualmente denotados por: V, W, U.

A somadiretade VeW: V.

Espaco gerado pelos vetores vy, vy, ..., v,: (Vy,Va,...,Vv,). Também uso, no capitulo
de produto interno, span {vy,va,...,Vv,} para ndo confundir com produto interno.

Espaco das Funcdes de R em R: F(R;R); de [0,1] em R: F([0,1]; R).
Espaco das Funcdes de R em R Continuas: C(R;R).

Espaco das Funcdes de R em R com n derivadas Continuas: C"(R; R).
Espaco dos polinémios de grau n: P,,.

Espaco de todos os polindmios (qualquer grau): P.

Espaco das TLs de V. .em W: L(V;W).

Espaco das matrizes n x m: M, xm.

A.3 Bases e Coordenadas

Bases sdo usualmente denotadas por: «, 3,. Base candnica do R™: «.
Coordenadas do vetor v na base 3: [v];.

OVersio 17.abr.2008

213



214 APENDICE A. NOTACAO

Dada a transformacdo linear T': V' — W, com (3 base de V' e ~ base de W, a matriz
que representa 1" é: [T _ ;. Caso seja mesma base do dominio e contradominio, deixamos o
segundo argumento em branco: [T .

Imagem de uma TL (ou matriz): Im(7"). Nacleo de uma TL (ou matriz): Nuc(7).

A.4 Matrizes

Matrizes sdo usualmente denotadas por A, B, M.
. a4 |a b
Matriz genérica: A = { ¢ d }
1 3
Vetor coluna: [ } e | b
3 7
Matriz e Transformacdo identidade: I.
Posto: dim Im (A). Nulidade: v(A). Trago de uma matriz (ou TL): trago(A). Determi-
nante de uma matriz (ou TL) det (A).
Matriz por colunas:

(a) com primeira coluna igual ao vetor v; e segunda igual ao vetor vo: | vi Vv
(b) com colunas vy,...,v,: | vi -+ v,

— u; —
Matriz por linhas, com primeira linha igual ao vetor uf, ..., ul:

—u, —

a a
: : : a b
Matrizes diagonais: , b
b c
c
d

A.5 Produto Interno e Norma

Produto interno: (v,u) = (v,u). Cuidado para ndo confundir com a notacdo de espaco
gerado pelos vetores u e v: (u,v). Por isso uso no capitulo de produto interno span {u, v}
para o espaco gerado.

Norma: [|Aw|| = |A|||w]|.

Vetor unitario: V.



Apéndice B

Respostas dos Exercicios

B.1 Introducdo a Algebra Linear

B.1.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. (a) reta; (b) ponto; (c) plano; (d) reta; (e) plano; (f) ponto; (g) reta; (h) reta.

Exercicio 2. (a) paralelos; (b) maior tamanho e mesmo sentido; (c) mesmo tamanho e sentido
oposto; (d) maior tamanho e sentido oposto; (e) menor tamanho e sentido oposto; (b) maior
tamanho e mesmo sentido;

Exercicio 3. (a) reta; (b) plano; (c) reta; (d) ponto;
)
)
Exercicio 6. (a)
4
2

2
1

Exercicio 7. Todas falsas.

Exercicio 4. (a) n3o; (b ) sim.

Vv (b) F
(1,0,0,0, 0) (0,1,0,0,0), (0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1). (b)

Exercicio 5. (a

B.1.2 Problemas

Problema 1. (a) (0,11); (b) (3,—1); (c) (6,0);

Problema 2. (a) (0,0,0,2,1); (b) (—3,6,-9,6,—3).

Problema 3. (3) (z,y) = (¢,2t+5) = (0,5)+%(1,2) ou (z,y) = ((s—5)/2,s) = (—=5/2,0)+
s(1/2,1); (b) (z,y) = (t, 1) = (0, =1) + #(1, 0);

Problema 4.(a) s =t -1,y = -2t +1l,z=t (b)z=1Ly=0,z=1t (c) x =t,y =

t,z=0;

Problema 5.(a) x =2 —t,y = -3+ 5t,z = =1+ 2 (b) x = -1,y = 2,2 = {; ()

r=0y=1—-1%z=t;

Problema 6. (a) Tome s = z,t =y, = —y+2+2 = —t+s5+2. Logo, (z,y,2) = (2,0,0)+
s(1,0,1)+t(—1,1,0); (b)x =t,y =s, 2=y = s. Logo, (x,y,z) = 0+¢(1,0,0)+s(0,1,1).

OVersio 17.Mar.2008 17h
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Problema 7. (a) (1,0,1) +¢(—1,1,0) + s(—2,0, —1);

(b) (1,3,2) + (=2, —1,—1) + s(1, =1, —1); (c) (=3,1,0) + £(4,0, —1) + s(1, —1,1);
Problema 8.(a) tome ¢t = 0,1 e —1 por exemplo e obtenha (1,2,0,0), (1,5/2,1,—1),
(1,3/2,—1,1); (b) sim (¢t =4); (c) ndo; (d) ndo pois (1,4,3,2) & r;

(e) sim pois (1,4, —4,4) € r (t = —4) e (0, —2,—4,4) é paralelo a (0,1/2,1, —1).
Problema 9. (a) Coloque s = 0,1 e ¢t =0, 1 alternadamente, obtendo 4 pontos: (1,1,2,0),
(0,3,1,2), (2,2,3,1) e (1,4,2,3); (b) sim com ¢t = 1,s = 2; (c) ndo; (d) ndo pois
(1,1,3,3) £ 11

Problema 10.(a) (z,y,z,w) = (s — 3t + 2u + 4,s,t,u) = (4,0,0,0) + s(1,1,0,0) +
t(—3,0,1,0) + u(2,0,0,1); (b) note que z,y,w podem assumir qualquer valor. Logo co-
locando = = t,y = s,w = k e u = m, temos que z = 3u+ 5 = 3m + 5. Portanto
(,y,z,w,u) = (t,s,3m + 5,k,m). Na forma fatorada, (z,y,z,w,u) = (0,0,5,0,0) +
£(1,0,0,0,0) + s(0,1,0,0,0) + m(0,0,3,0,1) + k(0,0,0, 1,0).

Problema 11.(a) sim pois um ndo é mdltiplo do outro; (b) ndo pois —3(—1,2,1,-3) =
(3, —6,—3,9); (c) ndo pois, embora nenhum seja multiplo de outro, (1,2) + (2,1) = (3, 3);
(d) ndo pois (0,0,0,0,0) = 0(1,2,3,4,5).
Problema 12. (a) ndo pois ndo é maltiplo; (b) sim pois (—1,0,0) = (2,1,1) — (3,1,1); (c)
ndo pois vai aparecer um sistema sem solucdo; (d) sim pois (a,b,¢) = a(1,0,1)+b(0,1,0) +
(¢ —a)(0,0,1); (e) ndo pois (2,1,2) ndo é miltiplo de (2,—1,2).
4
Problema 13. (a) v = 4(1,-1,0) +3(0,1,-1) +2(0,0,1); (b) [v]. = | =1 |; (c) [v]; =
-1
4 2
31 (d)[wl.=1] =5
2 5)
B.1.3 Extras

Extra 1.(a) F; (b) V;

Extra 2.(a) (z,y) = (3,t) = (3,0) + t(0,1) ou (z,y) = (3,25) = (3,0) + s(0,2). (b)
r=—-t+1ly=tz=t—-1/5 (c)y=t,z=s x=1+2y =142t Logo (z,y,2) =
(1,0,0) +¢(1,2,0) +5(0,0,1); (d) z =t,y =s,2 = (3t — 5)/2;

Extra 3. (a) reta; (b) plano; (c) plano; (d) plano; (e) ponto; (f) reta.

B.2 Sistemas Lineares

B.2.1 Exercicios de Fixacado

Exercicio 1. (a) infinitas; (b) uma dnica; (c) nenhuma.

Exercicio 2. Nunca alteram: (a), (d) e (e); podem alterar (b), (c) e (f).
Exercicio 3.2z + 3y = —2.

Exercicio 4. (a) Nenhuma; (b) uma dnica.

Exercicio 5. Basta que uma linha seja maltipla da outra. (a)é # —6; (b) nenhum valor de £
satisfaz.

OVersio 14.jul.2008 09h
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Exercicio 6. (a) falso. Pode ser, por exemplo, um sistema sem solucdo pois uma das equacdes
restantes pode ser 0 = 1. (b) verdadeiro, a solugdo nula; (c) falso.

Exercicio 7. (a) falso; (b) falso, pode ser sem solucdo; (c) verdadeiro; (d) verdadeiro (pode
possuir até 9); (e) falso, pode possuir equacdes que sdo combinacdes lineares de outras.

Exercicio 8.(a) O sistema linear tem solugdo Gnica; (b) O sistema linear é sem solugdo
(conjunto-solucdo é vazio), pois ha uma linha da forma [00 --- 0 |m]; (c) O sistema linear
com infinitas solucdes. Ha 3 varidveis e 2 pivds, logo o namero de variaveis livres € 3 —2 =1
variavel livre.

Exercicio 9. (a) intersecdo de hiperplanos; (b) 1; (c) 2; (d) 4;
Exercicio 10.(a) # 0; (b) € (vi,...,vy).
Exercicio 11.5 =vy+V com vy € S.

B.2.2 Problemas

Problema 1.(a) y = 1; (b) y = 1/2; (c) O sistema n&o possui soluc3o.
Problema 2. (a) solucdo dnica: retas concorrentes em (2,1); (b) nenhuma solucdo: retas
paralelas distintas;

Problema 3. Existem vérias possibilidades para cada item.
Problema 4. (a) C; (b) nenhuma soluco; (c) nenhuma solucdo; (d) A.
0Oz = 0

Problema 5. (a){0z = 0; (b)Impossivel, pois p < n; (c){0z + 0y = 1; (d){ 0r — 0°

10 -1 -2
Problema 6. (a) {O 1 9 3 ]
10 -1 0
(b) O 1 2 0
00 0 1

Problema 7. (a) Sistema sem solu¢do. (b) Conjunto-solucdo: {(1,0,0,0)r+(0,2,1,0)s|r,s €
R}; (c) Conjunto-soluco: {(—1,3,2)}; (d) Conjunto-solucdo: {(5,1,0)r+(—%,0,1)s|r,s €

R}; (e) Conjunto-solugdo: {(6,0,—2,—2) + (—3,1,0,0)r|r € R}. (f) Matriz totalmente
0120 0|2

escalonada: 0 00 1 0|1 ]; O sistema linear tem solucdo, ja que n3o ha linha da
000¢O0T1|3

forma [0 0 --- O | m]. A solucdo ndo é tnica: ha duas variaveis livres, ja que ha cinco

variaveis e sé trés pivos;

{(0,2,0,1,3) +7(1,0,0,0,0) + 5(0, —2,1,0,0) , s € R}.
Problema 8. Por definicio, sistemas equivalentes tém o mesmo conjunto solucdo. O conjunto
é: {s(2,2,1,0,0) +¢(24,7,0,1,0), s,t € R}; (b) Fazendo, por exemplo, (s,t) = (0,0),
(s,t) =(0,1) e (s,t) = (1,0) obtemos as solu¢des (1,3,0,0,9), (25,10,0,1,9) e (3,5,1,0,9).
Problema 9.

T = 2 4+ Ir + (-2)s
(@ vy = 0 + Ir + Os
z =0 + 0r + 1s
T r—1
(b)< vy r—1 rekR
z =

Problema 10. (a) m # 4; (b)m = 4.
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Problema 11.(a) c=0ed#0; (b) c=0ed=0.

Problema 12.a =1,b=—1,c¢= 2.

Problema 13.(2,—1) e (-2, 3).

Problema 14.(a) CL das colunas: 2(1,-2,0) — 1(0,1,4) + 1(—1,3,-3) = (2,—4,0) +
(0,-1,—-4)+ (—1,3,-3) = (1, -2, =7);

(1,0,—1) - (2,—1,1) 1
(b) | (=2,1,3)-(2,-1,1) | = | —2
(0,4,-3) - (2,—-1,1) —7

Problema 15. Portanto queremos combinar 1 vez a primeira coluna mais 1 vez a segunda
menos 1 vez a terceira (usando definicdo de produto matriz-vetor como CL das colunas):

1 -1 —4
X = 1 |. Elendoédnicorx=| -1 | oux=| —4 | etc.
—1 1 4

B.2.3 Desafios

Desafio 4.S30 duas as possibilidades para a forma totalmente escalonada de um sistema
homogéneo n x n. Uma é

1 0 --- 010
01 010
R I 0]
00 --- 1|0

A outra é que alguma linha zere durante o escalonamento e seja assim descartada, de forma
que o nimero de linhas ap6s o escalonamento (p, igual ao nimero de pivds) seja menor do
que o nimero e variaveis n.

Dado um sistema qualquer, consideremos o sistema homogéneo associado.

|. Se este se enquadrar no primeiro caso acima, a forma escalonada do sistema nio-
homogéneo original serd, necessariamente, da forma
0 0
1 0

x>

1
0

x>

00 --- 1

Este sistema tem soluco anica. A solugdo (isto é, os valores das +'s) depene do lado direito

do sistema original, mas a existéncia e unicidade sdo garantidas para todo lado direito. Esta
é a alternativa (a).

[l. Se este se enquadrar no segundo caso, temos um sistema com solu¢do (pois sistemas

homogéneos sempre o sdo) com p < n e portanto n — p variaveis livres. Isto implica em
infinitas solucdes. E a alternativa (b).

B.2.4 Extras

Extra 1. (a) infinitas solugBes: retas coincidentes; (b) sem solucdo: retas ndo se interceptam
simultaneamente em um ponto.

Extra 2. (a) oo; (b) 0; (c) 1; (d) 1; (e) 0.
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Extra 3. (a){z = 0; (b){0z = 1; (){z +y =1, (d){ 2”; - ;(e){ 23; _ ;,

Extra 4.(c) a = —2,b= —4,c = —29.

Extra 6.a = 0.

Extra 7.(a) 3b; — by — 4b3 = 0. (b) N&o, pois 3(3) —5 —4(—1) =8 # 0.
a; a? a® af|bh

ay a3 al aj| by

as a3 ay as|bs

ay, a? a3 a}|by

as a: az as|bs

I
DO

Extra 8.

—_ = = =
no
w
I

B.3 Espacos Vetoriais

B.3.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. (a) sim; (b) ndo; (c) sim; (d) ndo; (e) ndo; (f) n3o.
Exercicio 2. (a) u é maltiplo de v; (b) nenhuma das alternativas. (c) n&o nulo.
Exercicio 3. (C).

Exercicio 4. representado como o grafico da funcdo. f(1) = =2, f(2) =1, f(3) =5, f(4) =
—3.

Exercicio 5. funcio identicamente nula.

Exercicio 6. (a) sim; (b) ndo; (c) sim;

Exercicio 7. base de W escalonando ... como linhas.

Exercicio 8. (a) pode aumentar; (b) pode diminuir.

Exercicio 9. (a) 1; (b) plano.

Exercicio 10. (a) ndo; (b) ndo. (c) n3o;

Exercicio 11. (a) no maximo (b) é LI; (c) pode ser LD; (d) n&o pertence.

Exercicio 12. (a) no maximo (b) pode ser gerador; (c) é gerador; (d) pode pertencer.
Exercicio 13.(a) 0 € W; (b) 6vo — 5vy € W; (c) dim W <n

B.3.2 Problemas
Subespacos do R"

Problema 4.
Problema 5.
{0}.

Problema 6. (a) N3o. (b) Sim. (c) N&o. (d) Um conjunto de dois elementos, {u,v} é LD

se e s6 se um dos vetores é miltiplo do outro, isto ¢, u = av ou v = qu, para algum a.
Note que, no item a, 0 = 0(1,0, —2), mas (1,0, —2) # a0 = 0 V.

OVersio 16.jul.2008 9h
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Problema 7. (a) Sim. (b) Ndo. (c) N&o.
Problema 8. (a) ndo é; (b) n&o é; (c) é base; (d) ndo é;
Problema 9. (a) Sistema (1 equacio) ja esta totalmente escalonado. Como é 1 equacio,
4 variaveis: 3 variaveis livres. Logo dimensdo é 3. Como pivd é associado ao z, colo-
camos x como variavel dependente e y,z,w como livres. y = r,z = s,w = t, v =
—y+w = —r+t Logo (z,y,z,w) = r(—1,1,0,0) + s(0,0,1,0) + £(1,0,0,1). Base:
{(~1,1,0,0), (0,0,1,0), (1,0,0, 1)}.

(b) Escalonando totalmente obtemos { 000 ‘ 0

001 —-1]0

variaveis: 2 variaveis livres. Logo dimensdo é 2. Como pivds sdo associados a x e z, colocamos
x, z como variaveis dependentes e y,w como livres. y =7r, w=3s, x =0, z=w = s. Logo
(x,y,z,w) =7(0,1,0,0) + s(0,0,1,1). Base: {(0,1,0,0),(0,0,1,1)}.

(c) Sistema (2 equagdes) ja esta totalmente escalonado. Como sdo 2 equagdes, 4 variaveis:
2 variaveis livres. Logo dimensdo é 2. Como pivds sdo associados a y e w, colocamos y, w
como variaveis dependentes e x, z como livres. x =71, z =35, y = =32 = —3s, w = 0. Logo
(x,y,z,w) =1r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0). Base: {(1,0,0,0),(0,—3,1,0)}.

(d) reescrevendo equagdes paramétricas, (z,y,z,w) = r(1,0,2,1) + s(2,—1,1,0) +
t(1,—2,—4,—-3). N&o podemos concluir que dimensdo é 3! Temos que escalonar ma-
triz (ndo precisa escalonar totalmente) com vetores em linhas para ver dimensio do es-

] Como sdo 2 equacdes, 4

1 0 2 1 1 0 2 1
pacogerado: [ 2 -1 1 0| ~ |0 —1 —3 —2 |. Portanto dimensdo 2 e base
1 -2 —4 -3 O 0 0 0

{(1,0,2,1), (0, —1, -3, —2)}.
Problema 10. (a) qualquer uma das trés; (b) basta tomar o maltiplo de uma delas. por
exemplo 22 — 2y = 0.

1)

Problema 12.1(u —v) + 1(v — w) + 1(w — u) = 0 & uma combinag¢do linear ndo-trivial
que da o vetor nulo.

Problema 11. Temos que resolver o sistema (0,5,1) = a(1,1,1) +b(—1,1,0) +¢(1,0,—1).

2
Resolvendo obtemos que (a,b,c) = (2,3,1). Logo, [v];,= | 3
1

Ll e LD: tedricos

Problema 13.(a) se v = ) "  «;v;, entdo 1v + > " (—a;)v; = 0 é uma combinacdo
linear ndo-trivial dando o vetor nulo.
(b) se > ,(—a;)v; = 0 & uma combinacdo linear ndo-trivial dando o vetor nulo, entdo

Ovi+Y i ,(—;)v; = 0 também o é. Isto &, se {vs,...,v,} ndoé LI, entdo {vy,vs,...,v,}
também ndo é.
(c) se fosse verdadeiro, pelo item (a) teriamos que {vy, vy, ..., v, } € LD.

Espacos de Polinémios e Funcées

Problema 14. (a) sim; (b) n3o; (c) n&o; (d) sim.
Problema 15. (a) 1(1+2x)—(3/2)(1+xz)+(1/2)(1—2) = 0; (b) 1 —sen?(z)—cos?*(z) = 0.

Problema 16. (a) LD; (b) LI; (c) LI
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Problema 17.(a) se f/ = 0 entdo f é constante, isto é, f(x) = ¢ para todo z. Logo,
f = cg, dado que g(x) =1 para todo z;

(b) sabemos (do calculo) que se f" = f entdo f(x) = ce® para alguma constante c. Logo
f=cg.

Problema 18. (a) sim; (b) n3o;
0 3
Problema 19.(a) [g]; = | 1 |; (b) [pls=| —1
1 1
4
Problema 20. [f]ﬁ = g pois f = 4¢g + 3p1 + 5o + 2¢53.
2

B.3.3 Desafios

Desafio 1. Suponha que existe v #0 comv € V.
Desafio 5. (e) tome uma base para H N K; estenda-a a base de H e estenda-a a base de K.

Desafio 7.(a) Junte as bases de 1, e W, e escalone; (c) Determine base escalonada de
Wi. (e) Determine sistemas homogéneos cuja solucdo seja W e Ws. Junte as equagBes num
sistema ampliado.

Ver Reginaldo Santos p. 178, 179.

Desafio 8. (a) E claro que f(x) = 0 satisfaz a equacdo. Sejam f, e f, satisfazendo f/(z) +
p) 1) + glw) () = 0'e f1(2) + p(a) f4(x) + q(x) folx) = 0 € @ € R qualquer. Entdo
(afitf2)" (@) +p(x)(afit f2) () +a()(afi+ f2) (@) = a(fi (@) +p(@) fi(z)+a(z) fi(2)) +
(f(z) + p(z) fi(x) + q(x) fo(x)) = 0 e portanto af; + fo € também soluc&o.

F) 4 f(w) | J) ~ fa)

Desafio 9. (c) f(z) = 5 2

B.3.4 Extras
Subespacos do R"

Extra 1. (a) sim; (b) Ll para k # 1 e k # —2. (c) n&o.

Extra 6.1° parte (se): assuma ad —bc =0. Sea =b=c=d =0, entdo (a,b) e (c,d)
sdo LD. Caso contrario, temos que vale uma das seguintes alternativas: (i) (a,c) # (0,0)
e portanto ¢(a,b) — a(c,d) = (ca — ac,bc — ad) = (0,0) & combinacdo linear ndo-trivial
dando zero ou (ii) (b,d) # (0,0) e portanto d(a,b) — b(c,d) = (da — be,db — bd) = (0,0) é
combinacdo linear n3o-trivial dando zero.

22 parte (somente se): assuma (a,b) e (¢,d) LD. Temos que vale uma das seguintes
alternativas: (i)(a,b) = A(c,d), isto &, a = Ac e b = Ad, de forma que ad = Aced = be e
ad —bc = 0 ou (i) (¢,d) = A(a,b), isto &, ¢ = Aa e d = \b, de forma que bc = Aab = ad e
ad — bc = 0.

Ll e LD: tedricos

Extra 7. A1W1 + aWo + igW3 = (1 (Vl + V1) -+ OéQ(Vl + V2) -+ Oég(Vl -+ Vg) = (2061 + oo +
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20(1 +oay+a3 = 0
Oég)Vl + aovy + a3vy = 0, se, e somente se, (D) = 0 , se, e somente se,
(0% =0
1 = Qg = O3 = 0.
Extra 9. (a) Decorre trivialmente do resultado de que um conjunto é LD se e s6 se existe um
vetor que é combinacdo linear dos demais. (b) Decorre trivialmente de (a).

Extra 10. Lembre que um conjunto & LD se e s6 se existe um vetor que é combinacio linear
dos anteriores. No conjunto 5 = {vy,Vvay,...,V,}, este ndo é o caso de nenhum dos n — 1
primeiros vetores, dado que eles formam um conjunto LI. Também n3o é o caso do n-ésimo
vetor, por (b). Logo 5 = {vy,va,...,v,} ndo é LD.

Espacos de Funcées ou Polin6mios

Extra 12.(a) sim; (b) sim; (c) ndo (basta notar que f(x) = 0 ndo pertence ao conjunto);
(d) sim.

Extra 13. (a) sim; (b) sim;

Extra 15.(b) Prove que qualquer polinémio p(x) = az® + bz + ¢ pode se expresso como
combinacdo de elementos de (3.

B.4 Transformacdes Lineares

B.4.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. (a) 0; (b) V; (c) V; (d) O.

(
(i) (C);
Exercicio 4. (a) 7; (b) 4;
Exercicio 5. (a) 2; (b) 5;
Exercicio 6. (a) 2; (b) 0;
Exercicio 7. (a) falsa; (b) verdadeira; (c) falso; (d) verdadeiro. (e) falso, dim(Nuc(7)) = 0.

Exercicio 8.3x — 4, 5.

B.4.2 Problemas
Problema 1. (a) N3o. (b) sim; (c) n3o.

1 -1 0 0

0 -1 —1]]" 0
Problema 2. (a) Resolvendo o sistema 11 0 vl=1o achamos o ni-

0 1 1|L~ 0

. 1 01 . o o

cleo. Escalonando totalmente a matriz obtemos: 01 11 S30 3 variaveis, 2 equacdes:
3 — 2 = 1 variavel livre. Como a coluna sem pivd é a terceira, colocamos z como variavel
livre. S3o dependentes x e y. Colocando z =7, t = —2 = —rey = —z = —r. Logo,

(x,y,2) = (—r,—r,r) =r(—1,—1,1). Logo o nicleo tem dimensdo 1 e base {(—1,—1,1)}.

019.jul.2008 16h
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Pelo TNI, dimensdo da imagem é 3 — 1 = 2. Para calcular a base montamos a matriz

1 0 -10
com T'(ey),...,T(e,) nas linhas: | =1 —1 1 1 Escalonando (parcialmente, n3o
0 —1 O 1
: 1 —1 : , ~
precisa ser totalmente escalonada), 0 _1 0 . Logo a imagem tem dimensdo 2 e
base {(1,0,—1,0), (0,—1,0,1)}.
1 -1 0 x
(b) Resolvendo o sistema | 2 0 1 achamos o niicleo. Escalonando
0 21 z
o 3 variaveis, 2 equacdes: 3 —2 = 1

totalmente a matriz obtemos: {

10 1/2
01 1/2 }
variavel livre. Como a coluna sem pivd é a terceira, colocamos z como variavel livre. S3o
dependentes = e y. Colocando z = r, * = —2/2 = —r/2 e y = —2/2 = —r/2. Logo,
(x,y,2) = (—=r/2,—r/2,r) = r(—1/2,—1/2,1). Logo o niacleo tem dimensdo 1 e base

{(—-1/2,-1/2,1)}.

Pelo TNI, dimensdo da imagem é 3 — 1 = 2. Para calcular a base montamos a ma-
1 20
triz com T'(e;),...,7T(e,) nas linhas: —1 0 2 |. Escalonando (parcialmente, n&o
011
: 1 2 0 . . ~
precisa ser totalmente escalonada), 092 9| Logo a imagem tem dimens3do 2 e base

{(1,2,0),(0,2,2)}.

a

103 0 -1 b 0
(c) Resolvendo o sistema | 0 0 1 —1 1 ¢ | = | 0 | achamos o niicleo. Es-

1 0 4 —1 0 d 0

e

calonando totalmente a matriz obtemos: { (1] 8 (1) _? _le . S&o0 5 variaveis, 2 equa-
¢Bes: 5 — 2 = 3 variaveis livres. Como sdo colunas com pivé primeira e terceira, a e
¢ sdo dependentes. S3o livres: b,d,e. Colocando b = r,d = s,e = t, a = —3d +
de = —s+t, c =d—e = s—t Logo, (a,bcde) = (—3s+4t, r, s—t, s, t)

=r(0,1,0,0,0) + s(—3,0,1,1,0) + #(4,0,—1,0,1). Logo o nicleo tem dimensdo 3 e base
{(0,1,0,0,0), (=3,0,1,1,0). (4,0, 1,0, 1)

Pelo TNI, dimensdo da imagem é 5 — Para calcular a base montamos a ma-

I3
3 = 2.
1 0 1
0 0 O
triz com T'(ey),...,T(e,) nas linhas: 3 1 4 |. Escalonando (parcialmente, ndo
0 -1 -1
-1 1 0
1 01

01 1 } Logo a imagem tem dimensdo 2 e base

precisa ser totalmente escalonada), [

{(1,0,1),(0,1,1)}.

Problema 3. (a) Nuc(T) =Im(7T) =Py. (b) Nuc(T) éo conJunto dos polindmios da forma
(x — 3)g(x), Im(T) = R.(c) Nuc(T ) 0 Im( ) = (z, 2% 23) (d) A imagem é C(R;R)
(sobrejetiva) pois dado g € C(R;R) defina h(z) = [ g(s )ds pelo teorema fundamental do
calculo b € CY(R;R) e T'(h) = g. O nicleo sdo funcdes constantes.

b
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Problema 4. (a) Contradiz o Teo. do Nucleo e da Imagem (dimensdo do nicleo s6 com a
origem (= 0) mais dimens3do da imagem (no maximo = 2) é menor do que a dimensdo do
espaco de partida (= 4) . Ou, mais intuitivamente, um espaco de dimensdo 4 estd sendo
levado pela TL num espaco de dimensdo 2. A imagem portanto tem dimensdo no maximo 2.
Assim, é preciso que um subespaco de R* de dimens3o ao menos 2 seja levado (colapse) no
0 pela TL.

(c) Para que a TL seja injetiva, seu nicleo deve ser trivial, ou seja, deve conter apenas
o 0 (de R?). Nesse caso a dimensdo do nicleo & 0 (contém apenas um ponto). Mas na TL
dada, o nécleo deve ter dimensdo pelo menos 2 (vide resposta do item (a)).

(e) Pelo Teorema do Nicleo e da Imagem, dim(N(7T))+dim(/m(T")) = 7. Ora, como a
soma de dois nimeros iguais daria um namero impar? Impossivel.

(g) Note que os vetores da base do nicleo sdo LI (e dim(N (7)) = 2), mas que os vetores
(1,1,2) e (2,2,4) que geram a imagem sdo LD, e logo basta um deles para gerar o mesmo
espaco (logo dim(/m(T")) = 1). Mas ai, novamente, ndo conseguiriamos satisfazer ao Teo.
do Nicleo e da Imagem. Logo ndo é possivel existir tal TL.

Problema 5. (a) [ :; _(1) ]

(b) T(z,y,z,w) = 2z +2y+ 2+ w,x +y — z + 2w, 4z + 4y + 2z + 3w). Solugdo:
Uma base do nicleo & (1,0,—1,—1) e (0,1,—1,—1). Podemos completar esta base, por
exemplo, com (0,0,1,0) e (0,0,0,1). Podemos agora determinar completamente T por
T(1,0,—1,—1) = T(0,1,—1,—1) = 0, (0,0, 1,0) = (1, —1,1) e T(0,0,0,1) = (1,2,3).

(c) T(z,y,2) = (0,0, —z —y + 2z, —x — y + z) Solucdo: O nicleo & gerado por (1,0, 1)
e (0,1,1). A imagem é gerada por (0,0,1,1). Portanto, 7(1,0,1) = T(0,1,1) = 0.
Como (0,0, 1) completa a base do R? (entre outras possibilidades), colocamos T'(0,0,1) =
(0,0,1,1). Agora sabemos T em trés vetores da base de uma base do R3. Portanto podemos
determinar que T'(z,y,2) = (0,0, —x —y + 2z, —x — y + 2).

Problema 6. S3o lineares somente (a) e (c).

Problema 7. Observe o seguinte: Caso 0 n3o fosse raiz de p, i.e., ndo houvesse a restricdo
p(0) = 0 sobre os elementos de W, entdo o nicleo da transformacdo linear derivada primeira
seria somente os polinémios constantes, da forma p(z) = a, com a € R. Mas polinémios
dessa forma s6 satisfazem a restricdo p(0) = 0 em W quando a = 0 (caso contrario teriamos
p(0) = a, com a # 0 e dai p ndo pertenceria a W), donde concluimos que o Gnico polinémio
levado no 0 pela TL derivada primeira é o polinémio nulo. Logo D é injetiva.

Problema 8. Fung&es do primeiro grau: f(z) = ax + b, ou seja P;.
Problema 9. (T )(f))(x) = (T(S(/)))(@) = (S(f))2r+2) = £((22+2)/2-1) = f(x).
Vax,Vf. Isto implica que (T'o S)(f) = f, Vf, o que implica que, T o S = I.

De forma analoga, mostra-se que S o1 = I.

B.4.3 Desafios

Desafio 1. (b) note que traco de AB é igual ao traco de BA. logo, traco de AB — BA é
zero e traco de I é n.

Desafio 5. Defina T}, 75 : R? — R por: Ti(z,y) = x e Th(z,y) = y. Verifique que sdo
Lls. Dada T qualquer defina a = T'(e1),b = T'(e2). Entdo T'(z,y) = zT(e1) + yT'(e2) =
aTi(x,y) + bTs(x,y). Logo T = aTy + bT,. A dimens3o deste espaco é 2.

Desafio 6. Defina TH,Tlg,Tgl,TQQ . RQ — R por: TH(ZL’,y) = (ZL’, 0), Tm(l‘,y) = (0, ZE),
Tor(z,y) = (y, 0), Too(z,y) = (0, y). Verifique que sdo Lls. Dada T qualquer defina
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(a,b) = T(ey),(c,d) = T(ey). Entdo T'(z,y) = xT(e1) + yT(e2) = x(a,b) + y(c,d) =
a(z,0) +b(0,2) +c(y,0) +d(0,y) = aThi(z,y) + bTio(w,y) + T (z,y) + dToa(7,y). Logo
T = aTyy + b1y + Ty + dT5,. A dimensdo deste espaco é 4.
Desafio 7.(a) Como dim £(R?;R?) = 4, o conjunto {I,T,T? T3, T*}, que possui 5 ele-
mentos, é LD. Portanto existe uma combinacdo linear n3o-trivial deles que vale 0.

(b) Generalizando o argumento anterior, como dim £(R™; R™) = n?, o conjunto
{I,T, T2,...,T”2}, que possui n? 4+ 1 elementos, é LD. Portanto existe uma combinaco
linear n3o-trivial deles que vale 0.

Desafio 9.Seja {uj,uy,...,u,} base de U e {vy,vs,...,v,,} base de V. Pelo Lema 11

da pagina 82, para definir T;; € L(U; V') basta definir valores nos elementos da base de U
: . . | vy; parai=k;

Assim definimos T;;(uy) = { 0:  caso contrério Como T(ug) € Ve {vy,ve,..., vy}

m

é base de V, existem ay; € R tais que T'(u;) = Zakjvj. Agora defina S € L(U;V)
=1

por S = Za” Agora, S(ug) Z&” i = Zakjvj = T'(uy) para todo k.
Como S e T sdo lineares e assumem mesmo valor nos elementos da base, S = T. Logo
{Tij; i=1,....,n, j=1,...,m} gera o espaco L(U;V). Pode-se provar que T;; & LI no

espago das TLs. Como sdo nm T};s, a dimensdo & nm.

Desafio 10. Use o Teorema do Nicleo-Imagem duas vezes.

B.4.4 Extras

Extra 1.(a) 7; (b) 7
Extra 2.(a) 4; (b) 5
Extra 3.(a) 3; (b") 0
1
Extra 4. 2
1
Extra 9.

(a) T(0) = T(0+ (—1)0) = T(0) + (—=1)T(0) = T(0) — T'(0) = 0 (usamos somente a
linearidade de 7).

(c) Contém o 0, e estd fechado pela soma e multiplicagdo por escalar: Considere v e
em N(T') (ou seja: T'(v) =0e T(0) =0), e « € R. Entdo T(v + av) = T(v) + aT'(0)
0+ a0 =0. Logo N(T) é subespago vetorial.

(d) Vamos usar que, se T & injetiva, o anico elemento do nicleo é o 0. Suponha, por
exemplo, que T'(v;) = AT'(v;), com i # j. Entdo T'(v;) — AT'(v;) = 0. Usando a linearidade
de T, temos que T'(v; — Av;) = 0. Agora, usando a injetividade de T, concluimos que
(v; — Av;) =0, ou v; = Av;. Contradicdo, pois por hipétese os v;'s eram LI

(d) (solugdo alternativa) Seja {vy,...,v,} LI. Considere a sua imagem por T,
{T'(v1),---,T(v,)}. Para discutir a independéncia linear deste conjunto, devemos verificar
quando Y " | ;T (v;) = 0. Mas, por linearidade, Y % | a,T(v;) =T (30, ayv;) e T(0) =
0. Da |nJet|V|dade de T, segue que » ©  a;v; = 0, o que, pela mdependenua dos v;'s,

0

implica em «;'s todos nulos. Mas isto garante a independéncia de {T'(v1),---,T(v,)}.
(e) Seja V' de dimensdo n e seja § = {vy,...,v,} base de V. Entéo, pelo exercicio
anterior, T(3) = {T(vy),--+,T(v,)} € um conjunto LI. Mas um conjunto de n vetores LI

em um espaco de dimensdo n é uma base.
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Extra 10. Todas as operacdes s3o lineares.

Extra 11. Como T'(ap + ¢)(z) = z(ap(z) + q(z)) = azp(z) + zq(x) = (aT(p) + T(q))(2),
concluimos que é linear.

Se T'(p) = T(q) entdo T'(p)(z) = xp(z) = T(q)(x) = zq(x) para todo x. Logo p(x) =
q(z) para todo z diferente de zero. Como polindmios sdo funcdes continuas, p(z) = ¢(x
para todos x (incluindo o zero) e portanto p = ¢q. Concluimos que é injetiva.

Extra 12. E linear somente (a).

Extra 13.(a) 7 ndo é, S é. (b) Nuc(S) = 0. S & sobrejetiva: de fato, dado h defina
f(x)=h(zx—1)e S(f)(z) =h(x+1-1) = h(x).

B.5 Matrizes

B.5.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. (a) e (c) somente.
Exercicio 2. A2 + AB + BA + B2
Exercicio 3.Im(7Yy).

Exercicio 4. (a) 0; (b) n.

Exercicio 5. (a) { g _Z }; (b) [ _(1) (1) } (c)T(z,y) = (x, 3z); (d) T'(z,y) = (—y, S8z+
3y).

Exercicio 6. (a) colunas; (b) linhas;
Exercicio 7. (a) das colunas de A; (b) das linhas de B; (c) linhas de A por colunas de B;
Exercicio 8.n é dimensdo do dominio e m do contradominio. (a) Falso. Por exemplo, tome

uma matriz m X n com todas as entradas iguais a 0; (b) verdadeiro pois se a dimensdo do
dominio é maior do que a do contra-dominio entdo dim(Nuc(A)) > 0.

B.5.2 Problemas

Ndcleo e Imagem e Inversa em R"

Problema 1.(a) Nacleo=0, com, dimensdo 0, Imagem=((1,2,0,—-1),(0,0,1,—2)), com
dimensdo 2.

(b) Nacleo=((2,-1,1,0),(0,0,0,1)), com dimensdo 2. Imagem=((1,0,—1),(0,1,1))
com dimens3o 2.

(c) Nacleo=((1,—1,1)) com dimensdo 1, Imagem=((1,0,1,0),(0,2,—1,1) com dimen-
sdo 2.

(d) Nacleo=((1,0,1,0),(0,1,0,1)) com dimensdo 2, Imagem=((1,0,1),(0,1,1)) com
dimensdo 2.

0 1 11 =2
Problema 2. (a) [ - }; b)ys| -1 1 0
00 2

028.jul.2008 11h



B.5. MATRIZES

10 1
Problema 3.[T].=| 1 0 —1 |,

01 O

/2 1/2 0
<[T1€>1[T115[ 0 0 1]

1/2 —1/2 0

1 0
Problema 4.(a) A™! = [ -1/3  1/3

0
0

0 —-1/5 1/5

1 0
(b)u[l/S]v[ 1/3:|W[
0 ~1/5

Problema s.(2) | | | 8| ¢ 7

I 0

Problema 6. 52 = [ B0 }

0 B

Geometria e TLs

|

1/5

227

Problema 7.(a) r; (b) 0; (c) PP = P; (d) RR =1, (e) RP = P; (f) PR = P; (g)

P"=Pe R¥*® =1, R+t = R

Problema 8. Nicleo: (0,1,0) e Imagem: (1,0,0), (0,0,1)

Mudanca de bases

6 2
Problema 9. (a) [I].__, = { 11 4 }
(b) [I]m—s = [[]s_ia
(c) Basta verificar que { ~11/2 3

1 0
Problema 10. (a) [I]

e—p =

0 -1

1 -2

0 1 -1

..~

cuja inversa é [[]

1 4
[v]ﬁ{ O};(c) (W], = {1}((1) 7], =

Problema 11. (a) A resposta n&o é anica. Por exemplo, u = [ é } ev= {

ndo & multiplo do outro, portanto sdo dois vetores LI em R?. (c) {

Problema 12. Para ambos itens, a matriz identidade.

Problema 13. 1 O]

0
2
1

1
1 1
Problema 14. | 0 1
00
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0
Problema 15.Se p =1, S(p)(z) = ap(z) =2l =zefz].= | 1 |, sep=1x, S(p)(z) =
0
0 00
xp(r) = xx = 2 e [(L‘Q]a =1 0 |. Logo, [S]ﬁ?(_ﬁ1 =110
1 0 1

B.5.3 Desafios

Desafio 1. BA? = (BA)A = I, logo A & invertivel e A~! = BA.

Desafio 5. (a) Note que T'(I) = IB — BI = B — B = 0, independentemente de B. Logo,
I € Nuc(T'). (b) 1° parte (se): suponha que B possui inversa. Seja A € Nuc(S). Entdo
S(A) = BA = 0. Multiplicando-se por B~! dos dois lados, A = B™'BA = B~'0 = 0.
Logo Nuc(S) = {0}. 22 parte (somente se): suponha que B n&o possui inversa. Logo existe
0#veR"talque Bv =0. Seja A =[v---v]. Entdo S(A) = BA=0e0 # A € Nuc(S).

Desafio 6.(a) Ha infinitas respostas. Por exemplo, B = [ 1 1 } e C = [ (2) (2) } (b)

Neste caso AB = AC = A 'AB=A"1AC = B=C.
Desafio 7. (a) ndo; (b) 0 # 0 e 0 # .

. n_ |1 n
Desafio 8. A _[O 1}

B.5.4 Extras

Nicleo e Imagem e Inversa em R"

Extra 1.(a) Nacleo=((1,—1,1)) com dimensdo 1, Imagem=((1,0,0,0),(0,1,0,—1)) com
dimens&o 2.

(b) Nicleo é 2+ 2 =0e y+ z =0, cuja dimensdo é 1, gerado por (1,1, —1), imagem é
((1,0,2,3), (0,1, —2, —2)), dimenso 2.

(c) Nacleo é o plano zw, y = z = 0, com dimens3o 2. Imagem é ((1,0,0,0),(0,0,0, 1))
com dimens3o 2.
Extra 2.(a) Ponha a matriz na forma escalonada (ndo precisa ser reduzida). Para que o
posto seja 1, precisamos de apenas 1 pivot. Logo 5 —2h =0, ou h = g

(b) Ponha a matriz na forma escalonada (n&o precisa ser reduzida). Para que o posto seja
2, precisamos de 2 pivots. Logo 5 —2h # 0, ou h € R, h # 2.

12 —1/27

Extra 3. (a) [ 12 12 }
0 0

Extra 4.[T].=| 0 1
11

(@) =17 = | -



B.5. MATRIZES 229

Geometria e TLs

Extra 5. Dica: Qual a reflexdo dos vetores da base candnica com relacdo a esta reta? R:
Extra 7.(a) PQ =0. (b) QP =0. (c) QR = —Q; (d) RQ = —Q;

Matrizes

Extra 9. (a) sim;

(b) sim;

(c) sim.

(d) Defina A;; a matriz que todas entradas sdo zero menos a;; = 1.

Para matriz 2 x 2: Base de triangular superior: Ajq, A1, Asy. Base de diagonal: Ay, Ags.
Base de simétrica: Ay, Ao + Aoy, Ao a;; = 1.

Para matriz 3 x 3: Base de triangular superior: Ajq, A1a, A13, Aso, Asz, Az3. Base de
diagonal: Ay, Ay, Azz. Base de simétrica: Ajq, Ajg + Aoy, A1z + Asp, Ago, Asz + Aso, Ass.

. 1 00 010 0 01
Extra 11(3) DeflnaA11:|:0 0 0:|,A12:|:0 0 0:|,A13:|:0 0 0:|,A21:

0 00 0 00 0 00 - ,
{ 10 0 } Ay = { 01 0 } Az = { 00 1 } Entdo {A11, A1z, A13Ag, Agg, Aoz} &
base (representacio anica) pois

{an Q12 Aa13

= a11A11 + a12419 + a13A13 + a2 Aoy + anAsg + aszAss.
Q21 Q22 (A23

A dimens&o é 6.

(b) Defina Ay = (a;;) uma matriz com zeros em todas as entradas menos a; = 1 (veja
item (a)). O conjunto {Ay; 1 <k <m; 1<1<n}ébasede M,,x, e a dimensdo é mn.
Extra 13. _ 1 (1) }

Extra 14. (a) Nuc(7) = {0} e Im(7T") = M,,x,. (b) T & bijetiva (injetiva e sobrejetiva).

2 -2
Extra 16. _ 9 4}

Extra 17.(b) k = 3; (c) k = n + 1; (d) Basta fazer a conta (I — N)(/ + N + N%2 + N3 +
o NFY =T+ N+ N2+ N3+ ...+ NML NI+ N+ N? 4+ N3+ ...+ N¥) =
I+ N+N?*+N34...4 N1 _N_N2_N3—... - N*"—NF=T—NF Como N¥ =0,
(I-N)YI+N+N*+N3+...+ N =1

Mudanca de bases

11 1
Extra 18.[[],_ ;=0 1 0
11 -1
Extra 20.A base 8 sdo as colunas da matriz [I]__, = [I]._,[I], 5 Como [I]._, =

1 -1 0
1 1 —1 | obtemos que 8= {(-1,3,3),(1,-1,—-1),(—1,0,2)}.
1 1 1

Extra 21. { 5{2 ]
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Extra 22.[1], , = { _i _;l }

1 11
Extra23.{1 -1 0
0 1

0 1]
1

Extra 24. (a) { _

—
O
N

| — |
O =
o O
| I
~—~~
N

O O OO

o~ O O

—_ =0 O

S O O =

1
Extra 26.Sep=1, T(p)(z) =p(z+1)=1e[l]. = [0} sep=uw, T(p)=plx+1)=

0
1
r+lefz+1] = lll,sepﬂ, Tp)(z)=plx+1)=(z+1) =2>+2r+1e
0
1 1 11
22 +2x+1].=| 2 |. Logo [T).=] 0 1 2
1 0 01

B.6 Determinantes

B.6.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. (a) V: (b) F, pode ser uma miltipla da outra; (c) F, det(B) = —det(A).
Exercicio 2. (a) —2; (b) —1/2; (c) —32.
Exercicio 3. (a) pode ser = (se A= B =0) ou # (se A= B = 1I); (b) =; (c)—30.
Exercicio 4. (a) 0; (b) 4!
Exercicio 5. (a) 14; (b ) ; (c) =7, (d) 56.

(

Exercicio 6. (a) uma Gnica solucdo; (b) uma anica solugdo; (c) nenhuma ou infinitas solug@es;
u

(d) infinitas solucdes;
) mu|t|p|o de; (b) pertence ao plano gerado por v e w; (c) LDs; (d) LDs.
) #0; (b) = 0; (c) #0.
Exercicio 9. (a) # 0; (b) = 0; (c) 4; (d) < 4.
Exercicio 10. v é solu¢do ndo-trivial de (A — Al)x = 0. Logo, det(A — A\I) = 0.

Exercicio 7. (a

(
Exercicio 8. (a
(a

B.6.2 Problemas

Problema 1. (a) A\"; (b) A" det(A).

Problema 2. det(A) — (—4) = det(B) = —36. Logo, det(A) = 9.
Problema 3. (a) —16; (b) 12.

Problema 4. (a) —1 e 6; (b) usando matriz em blocos, 1,2, 3.
Problema 5. 47.

Problema 6. 62.

%Versio 28.julho.2008 06h
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Problema 7. —1.

Problema 8. (a) Troque [y com I, e I com [3. Agora a matriz resultante é diagonal e o
determinante é o mesmo que de M pois foram duas trocas. Assim o determinante & o produto
dos elementos da diagonal da nova matriz: abed. (b) (—1)™+D.

Problema 9. O fator 1/(ad — bc) sai do determinante como 1/(ad — bc)? pois A & 2 x 2,
obtendo o resultado correto: det(A™') = (ad — be)/(ad — be)? = ad — be.

Problema 10.(a) (9 —8)(14 — 1) = 13; (b) (9 —8)(—1) = —1.

B.6.3 Desafios

Desafio 1.(e) Seja v = > ve;, (uxv)-v =Y ww; =Y det[ u|v]|e Jv; = (pela
linearidade do determinante) det [ u | v | Y vie; | =det [ u|v|v ] =0.

Desafio 3. (a) Subtraia a primeira linha das outras e reduza a determinante 2 x 2. Considere
v = (;1:, y) O determinante é zero se, e somente se, 0s vetores v; — v € Uy — v S30 colineares.

(b) Semelhante a letra (a), o determinante é zero se, e somente se, os vetores v; — v, vy — v
e v3 — v s3o coplanares.

Desafio 4. (a) Subtraia linhas e reduza a determinante 2 x 2;

Desafio 10. Aplicando a algoritmo de calculo com eliminacdo de Gauss, somente racionais
entrardo em cada etapa, inclusive na final, no produto de elementos da diagonal.

Desafio 11. Cada coluna & um vetor cujo maximo da norma é VK% +---+ k2 = ky/n. O

maximo volume é o produto do comprimento de cada aresta.

Desafio 14. Adicione todas as colunas da primeira. Se a matriz é n x n, o determinante é
(x+ (n—1)a)(x —a)" L.

Desafio 16. (a) Mostrar que 3 ndo é suficiente & facil. Para mostrar que é 4 coloque-os na
mesma linha ou coluna. (b) n.

B.6.4 Extras

Extra 1.(a) —3-2"; (b) —3-3™; (c) (—3)*/3™;
Extra 2.(a) 2; (b) 2; (c) Ay = A2 = 0.

Extra 3. (a) ndo possui; (b) nada podemos afirmar.

Extra 4. N3o. Para preservar area, basta que det 7" = 1. Considere T'(z,y) = (z/2,2y). Em-
bora det 7' = 1, comprimentos na direcdo x sdo reduzidos a metade, na direcdo y duplicados.

1 01
Extra 6.7 = 2 1 3 |. Como C & um cubo de aresta 3, vol(C) = 3% = 27. Logo,
1 01

T 2)(27)
by,cz) e B = {(x y,z) € R% 2% + 4%+ 22 < 1}. Logo
) = (abc)(4/3m).

vol(T'(C)) = det(T)vol(C) =
Extra 7.7(x,y,2) = (az,
vol(E) = vol(T'(B)) = det(T")vol(B
Extra 9.(a) 2 e 5;

Extra 10.Se x = det(A) entdo x? = x; raizes sdo 0 ou 1.

Extra 11. Calculando o determinante dos dois lados concluimos que A & invertivel. Multipli-
cando os dois lados por A~! concluimos que B = A~!. Dai segue o resultado.

Extra 12.Se x = det(A) entdo 2% =1; raiz 1 se k par, 1 e —1 se k impar.
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Extra 13.(a) Como n = 3, det(—1I) = —1 e det(A?) = det(—1I) = —1 = det(A)?. Logo
det(A) = =+i, o que é impossivel para uma matriz com entradas reais. (b) basta fazer a
conta.

Extra 14.Se = = det(S) entdo x = (—1)"x; se n é impar obtemos z = —z, o que implica
z = 0.

Extra 15.Se z = det(NN) entdo 2% = 0; raiz 0. Logo det(N) = 0, o que implica que N nio
é invertivel.

Extra 16.Se x = det(Q) entdo 2% = 1; raizes sdo 1 ou —1.

Extra 19. Troque as linhas de cima com a debaixo. O determinante é o mesmo a menos de
sinal. Como todas sdo do mesmo tamanho, o sinal final € o mesmo. A matriz agora seréa

bloco triangular da forma [ 0 } com determinante igual a det(A).

X 1
Extra 20. Como det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).

Extra 21. det(A) = det(P) det(D) det(P~!) = det(D) pois det(P) det(P~1) = det(PP~!) =
det(/) = 1. Como D é diagonal, det(D) = n! (produto dos elementos da diagonal). Como
det(A*) = (det(A))k = (n!)k.

Extra 22.(a) de forma geral ndo; (b) sim; (c) sim.

Extra 23.Sim, pois se det(AB) = det(A) det(B) # 0 entdo det(A) # 0, o que implica que
A é invertivel.

Extra 24. Troque as linhas até resultar numa matriz diagonal. Dependendo se a matriz possui
namero par ou impar de linhas, o determinante possuird o mesmo sinal ou sinal trocado.

Extra 25. Cada operacdo elementar altera o sinal (que continuard zero) ou multiplicara por
constante (que mantera determinante zero).

B.7 Autovalores, Autovetores e Diagonalizacao

B.7.1 Exercicios de Fixacao
Autovalores e Autovetores

Exercicio 1. (a) 2; (b) 3. (c) ndo §é;
Exercicio 2. (a) Falso pois para ser autovalor o autovetor tem que ser ndo-nulo; (b) Falso

pois autovetor tem que ser n3o-nulo.

Exercicio 3. (a) Falso, rotacdes em R2. (b) Verdadeiro, autovalor 0. (c) Verdadeiro, pois
como 0 ndo é autovalor a matriz A é invertivel.

Exercicio 4.9.

Exercicio 5. (a) =0; (b) =0; (c) > 0;

Exercicio 6. é.

Exercicio 7. (a) talvez; (b) sim.

Exercicio 8. (a) R, P; (b) R; (c) P; (d) U.
Exercicio 9. (a) 0; (b) todos os vetores ndo-nulos.
Exercicio 10. (a) 3; (b) 0; (c) 1.

OVersio 28.jul.2008 19h
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Diagonalizacao

Exercicio 11. (a) verdadeiro. (b) falso, pode ser diagonalizavel; Um exemplo com somente
um autovalor é a matriz identidade, cujo Gnico autovalor é 1 e é diagonalizavel.

Exercicio 12.n3o é.

Exercicio 13. (a) —1,1,2; (b) pode ser diagonalizada; distintos; formam uma base.

B.7.2 Problemas

Autovalores e Autovetores

Problema 1. (a) sim; (b) ndo; (c) n3o; (d) sim;

Problema 2. (a) N3o; (b) Sim com autovalor 0 (zero).

-1 3 -1 1 10 ~
Problema 3. {[ 5 ]} € uma base. { 5 } [ _3 } e { 30 } por exemplo, sdo auto-

vetores distintos.

Problema 4.(a) autovalor —5 com autoespago ((—1,1)) e autovalor 9 com autoespaco
((1,1)). (b) autovalor 3 com autoespa¢o ((1,0,0)), autovalor 2 com autoespaco ((0, —2, 1)),
e autovalor 1 com autoespaco ((0, —1,1)). (c) autovalor 1 com autoespaco ((1,0,0,—1)) e
autovalor 0 com autoespaco ((0,1,0,0)).

Problema 5. (a) autovalor 3 com autoespago ((1, )> (b) autovalor —1 com autoespago
((1,0,0)), autovalor 1 com autoespaco ((1,0,1), (0,1, —1)).

Problema 6.

0 -2 6 —1/0
0 -2 h 0|0
[A—M‘O}: 0 00 40
[0 0 0 —4|0
(01 -3 00
~ |00 h=6 0|0
[0 0 0 1]0
01 -3 0|0
(seh=6) ~ 19 g 01‘0}
[0 1 0 0/0
(seh#6) ~ |0 0 1 0]0
(000 10
Autoespaco bidimensional < duas variaveis livres < h = 6.

Problema 7. Autovetor v com autovalor: (a) A%

(b) 1/X; De fato, seja v # 0 autovetor associado ao autovalor \. Entdo Av = A\v.
Como A é invertivel, podemos multiplicar & esquerda por A~ ambos os lados da equacio,
produzindo A7'Av = v = A7'Av = A~ !v. Como X # 0 (pois a matriz & invertivel),
podemos dividir tudo por lambda e obter A=lv = \"1v.

(c) pA;

(d) ap + bA;

Problema 8. (a) Como T(1,~2) = —1/2(1, —2) = (—1/2,1) e T(0,1) = 2(0,1) = (0, 2).

Como (1,0) = (1,—2) +2(0,1), T(1,0) = (—1/2,5). Portanto, [T]. = { —1/? g }
Logo T(z,y) = (—x/2,5z + 2y)
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(b) T(1,—1,1) = 3(1,—1,1), T(1,0,1) = 3(1,0,1) e T(0,1,1) = 0. Desenvolvendo
estes dados obtemos que T'(x,y, z) = 3z, 3z + 3y — 3z, 3x).
Problema 9.(a) como o nicleo é uma reta, 0 é autovalor também, resultando em trés
autovalores distintos, o que & impossivel em dimensdo 2;

(b) pelo teorema do nicleo-imagem T deve ser injetiva também, implicando que 0 n3o
pode ser autovalor;

(c) como (5,7,9) = (1,2,3) + (4,5,6), T(5,7,9) = T(1,2,3) + T(4,5,6) = (1,2,3) +
2(4,5,6) = (9,12,15) # 3(5,7,9) ;

Problema 10.(a) 0 e 1; dim Nuc(7") = 1, dimNuc(T' + I) = 0, dim Nuc(T' — I) = 2.
(b) 1 e —1. dim Nuc(7') =0, dim Nuc(7 + ) =1, dim Nuc(T' — I) = 2.

Problema 11. (a) (2,4, 2); (b) 1 pois aimagem tem pelo menos dimens&o 2, igual a dimensdo
do autoespaco.

Problema 12. O eixo sera um autovetor associado ao autovalor 1: (—1,1,—1).
Problema 13.(a) f(s) = exp(—9s); (b) f(s) =sen(3s) e f(s) = cos(3s).

Diagonalizacao

Problema 14. Os autovalores sdo as entradas de D, ou seja, 1 e 2.
Uma base para o autoespaco associado ao autovalor 1 é obtida tomando-se as colunas de

—1
M associadas ao autovalor 1: 2 . Da mesma forma, uma base para o autoespaco
0
assoaado ao autovalor 2 é obtida tomando-se as colunas de M associadas ao autovalor 2:
2
0
1
Problema 15. (a) 6 1 =NM-1=A—-(-1)\—-1).

O autoespaco associado ao autovalor —1 & o conjunto-solucdo de
2 0]0 3 0
[A—(—l)]\o]_{(), OM ~[10]0]. umabasee{[lﬂ.
O autoespaco associado ao autovalor 1 é o conjunto-solucdo de
0 010 3 1
[A—I‘O]:{G 9 O}N[S —1‘0]. Umabasee{[g}}.
. 1 0
Assim, [6 1 } =
o 1l[-1 070 17"
113 0 1 1 3 ’
(b) Autovalores: 0 e 1, com polindmio caracteristice A(1 — \)2. Associado ao autovalor
0 o sistema r=0
y+z=0

, com autoespaco gerado por (0,1, —1); associado ao autovalor

1 o sistema { z:g com autoespaco gerado por (0,0,1). Portanto NAO existe base de

autovetores (soma das dimensdes dos autoespacos é 2 e ndo 3) e ndo é diagonalizavel;
(c) Autovalores: 2 e 4, com polinémio caracteristico (4 — \)(2 — A\)?. Associado ao
r—y=20

L com autoespaco gerado por (1,1,0); associado ao

autovalor 2 o sistema {
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autovalor 4 o sistema { z_ g com autoespaco gerado por (0,0,1). Portanto NAO existe

base de autovetores (soma das dimensdes dos autoespacos é 2 e ndo 3) e ndo é diagonalizavel;
(d) Autovalores: 1 e —1, com polindmio caracteristico (1—\)*(14+ ). Associado ao auto-
valor 1 o sistema { y —z =0, com autoespaco gerado por (1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1);

z=0
associado ao autovalor —1 o sistema ¢ y 4+ 2z =0 com autoespaco gerado por (0,1, —1,0).
z=0
Portanto existe base de autovetores (soma das dimensdes dos autoespacos é 4) e é diagonaliza-
1
1
vel. Tome 8 = {(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1),(0,1,-1,0) } e [T]; = ] —1.

1

Problema 16. Associado ao autovalor 0, (1,—1,0), associado ao autovalor 1 o espa¢o
gerado por (1,1,0) e (0,0,1). (a) Logo 8 = {(1,1,0),(0,0,1),(1,—1,0)}. ou § =
{(0,0,1),(1,1,0),(1,-1,0)}; (b) v = {(1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)}.

Problema 17. (a) Ndo, A é necessariamente diagonalizavel pois a soma das dimensdes dos
autoespacos é 4. (b) T n&o é diagonalizavel pois a soma das dimensdes dos autoespacos é 4
que é menor que 5.

T 1
Problema 18.(a) P= | v; --- v, [|; (b) matriz diagonal .
ol n

Problema 19. A% = PDSP”l:
5 7 28 0 5 71
2 3 0 1 2 3

-[35] %012 )
[ 3|

1530 —3569
1 11
Problema 20.(a) (1,1,1), (0,1,1), (0,—5,1). (b)Seja X =] 0 1 1 |eY =D"=
0 =5 1
1 0 0
0 —2% 0|, A =XYX!
0 0 4%

Problema 21. Autovalor 1 com autovetor (1, 1), autovalor 2 com autovetor (0,1). Assim
tomandoP:[lO}_Pl:{1 O]Alozp{l O]Plz[ 1 O]

11 -1 1 0 21 —1023 1024
CT1/3 1/3
Problema 22. A = { 2/3 23 ]
3 20
Problema 23. Diagonalize A e determine B = PvVDP~'. | 2 4 2
0 2 5

Problema 24. (a) autovalor 1/2 com autovetor (—1, 1) e autovalor 1 com autovetor (1,3/2).

. (07 02 12 N L
Definindo A = {0'3 0.8]' D = { 1} e P = { 1 3/2} calculamos P! =
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: { -3 ; } Logo, A= PDPL.

2
(b) Como { "o } = A { 1/2 } calculamos

mio 1/2
0 _ 1/21 o1 2051 2046
A _P{ 1 [P =520 | 3060 3074 |
Logo 719 = 4097/10240 ~ 40%.
04 04

06 06 | Logo, se inicialmente sdo rg

republicanos e my monarquistas, serdo 0.4(ro+mg) republicanos e 0.6(ry+mg) monarquistas,
isto &, 40% republicanos e 60% monarquistas independente do valor de 7y e my.

(c) Como limy,_,o A¥ = P [ 0 1 } Pl = {

B.7.3 Desafios

Autovalores e Autovetores

Desafio 1. Autovalores sdo a +be a — c.
Desafio 2.0 e traco de A.
Desafio 3. Inducio.
Desafio 4. (b) Fatore (utilizando o Teorema Fundamental da Algebra) o polindmio caracte-
ristico em (A; — \) -+ (A, — A) e coloque A = 0.
Desafio 5. (b) uma rotacdo de 90° no plano.
Desafio 11.1 com autoespaco gerado por:
10 0 0 01

{0 0]' {0 1}6{1 0]'

Desafio 12.

Se tivesse, T'f = Af, derivando os dois lados, A\’ = f e portante f seria uma exponencial
mas como (T'f)(0) = [} f(s)ds =0, f =0,

Diagonalizacao
Desafio 13. (a) autovalor 1/2(1++/5) com autovetor 1/2(1++/5,1) autovalor 1/2(1 —+/5)
- R [ 1+V5
com autovetor 1/2(1 — +/5,1). Definindo A = { 10 } D = 3 { 1B e
a1+ 145 v 1 V-1 B .
P—Q[ ] ] , calculamos P~ = 5 Z1 B4 . Logo, A= PDP—.
(b) como 1/2(1 — v/5) ~ —0.61, limy_(1/2(1 — v/5))* = 0. Assim, de forma aproxi-

50
mada, D% = L [ (1+5) } Definindo ¢ = 1 + /5, colocando ¢°° em evidéncia, e

= 350

0
efetuando obtemos

R R e FRl | (N | R

Efetuando obtemos,

{15151
11710250 \/g 951 1|
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Logo, w52 = (¢/2)% &~ (1.61)°.
(c) do item anterior, ;11 ~ (¢/2)".

Desafio 14. (a) O dnico autovalor possivel é 0 sendo N*v = \v = 0. (b) Portanto D = 0
e teriamos que ter, se fosse diagonalizavel, N = PDP~! = 0.

Desafio 18. Escreva A = [ (Z 2 } e faca contas.

Desafio 21. (b) { 36__2f g@__(jg } (c) { 1 (13 }

—_ = =
= =
_ Q =

B.7.4 Extras

Autovalores e Autovetores

Extra 1.(a) 2+ 4; (b) 0,(0,0,1), 1,(1,0,0) e —1,(1,1,1).

Extra 4.(a) A =0 com com (1,0); (b) ndo possui autovalores reais; (c) A =2, (1,0,0);
Extra 5. Como p(A\) = det(A — AI), det(A — 0]) = det(A) = p(0) = 4.

Extra 7.(a) (1,—1,1,0) = —(0,1,—1,1)+(1,0,0, 1) e portanto pertence ao niicleo também:;

ndo pode estar associado ao autovalor —3;

(b) como (1,0, 1) pertence ao plano z —y + z =0, 7(1,0,1) = —(1,0,1) # (0, 1,0).
Extra 8. (a) autovalor 0 na dire¢do (1,2, —1,1) e autovalor 1 no hiperplano perpendicular a
(1,2,—1,1).

(b) autovalor 1 na dire¢do (1,1, —1).
Extra 9.(a) 0 e 1. dim Nuc(7T') = 1, dim Nue(T' + I) = 0, dim Nuc(T — 1) = 1.

(b) 1 e —1. dim Nuc(T) =0, dim Nuc(T + I) = 2, dim Nuc(T —I) = 1.
Extra 10. (a) det(PBP™!) = det(B) det(P) det(P~1) = det(B);
(b) A3 = PB(P-\P)B(P~'P)BP~' = PB(I)B(I)BP~' = PBBBP~". (c) o polinémio
caracteristico &€ o mesmo pois det(B —\I) = det(PAP™' —\I) = det(PAP~!' —A\PP™!) =
det(P(A — AXI)P™1) = det(P)det(A — X )det(P™1) = det(A — MI). (d) w = P7'v. (e)
segue do fato de possuirem o mesmo polindmio caracteristico.
Extra 12. (b) T(au+ bv) = aTu + bTv = al,u + bA\,v= A\, (au + bvA,/A,)
Extra 13.(a) ¢” e e=%; (b) sen(x) e cos(z).
Extra 14.1 com autoespaco gerado por = e 2% + 1.

Extra 15. Autovalores reais somente podem ser 1, —1 e 0.

Extra 16. (a) Seguindo a sugest3o, “ Z;‘:l a;;=s, i=12,...,n" equivale a
aip - QAip 1 S 1
= = S
Apl **° Qpn 1 s 1

Portanto s é autovalor.
(b) 0 autovalor pois a matriz é singular. 6 é autovalor pelo item anterior.
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Diagonalizacao

2 0

0 _3 } Outra opg¢do é (A ndo é unica) tomar

Extra19.()[8 I , onde x € R. (b)[(l) T}ondeO;«éIER.
55 5]
Extra20.| 5 5 5 | =
55 5
1 11 00 0 1011717
- -1 01 00 0 1 0 1
0 —1 1 00 15 0 —1 1

Extra 22. Autovalores sdo 1 (duplo) e 2. A condicdo é a = 0.

Extra 23.(a) autovalores complexos dados por (3 — \)? + 4 = 0, portanto n3o existe base
de autovetoroes e,portanto, ndo é diagonalizavel;
(b) N&o é diagonalizavel.

1 4 -2
()| -3 4 0]=
31 3
121 300 1 217"
— 1331 020 33 1
431 001 431
2 2 -1
d] 1 3 1=
1 -2 2
1 21 50 0 1 217"
—| -1 -1 0 01 0 1 -1 0
1 01 00 1 1 01

Extra 27.Se A= PDP ! entdo A= (A\P)D(1/AP~')=QDQ "

B.8 Produto Interno

B.8.1 Exercicios de Fixacao

Exercicio 1. (a) v/5; (b) 1; (c) 0.

Exercicio 2. (A) (-,-) : V xV = R.

Exercicio 3. (a) Falso, pois os vetores podem ndo ser unitarios; (b) verdadeiro, basta dividir
c) verdadelro (d) verdadiro; (e) falso, || Av|| = |A]]|v]].

Exercicio 4. (a) H ( ) H; (c) I.

Exercicio 5.(a) T'=0; (b) T'=1; (c) T = —1.

Exercicio 6. (a) 7 =T, (b) T? = I.

Exercicio 7.9.

pela norma; (

002.jun.2008 22h
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Exercicio 8. (a) y = 0; (b) y = —x; (c) plano zz; (d) eixo z.

Exercicio 9. (E).

Exercicio 10.(a) P(z,y,z) = (0, y, 0); (b) P(z,y.2) = (z, y, 0); () P(z,y,2) =
([E, Y, Z);

B.8.2 Problemas
Problema 1. (a) N3o. (b) Sim.

4 -3
Problema 2. 3| -1 —1 =3v10
-3 2
5/2
Problema 3.[v]; = | —3/2
2

Problema 4.(a) (2, 3); (b) (1, —1, 1); (c) Resolvendo o sistema encontramos que S+ =
((5, 1, —8)) (d) Definindo-se

pS

I

|

N
O == O
CTW N O

1 0 0
0 1 9
ol,| 1|,] o
0 0 -3
0 0 1

Problema 5. (a) 1/4; (b) 1/6; (c) v/3/3.
Problema 6. (a) P(x,y,z,w) = (z —2)/2(1, 0, —1, 0) = (x — 2, 0, z—x, 0)/2. (b) por
ser projecdo, P'00 = P.
4/5 —2/5

Problema 7. (a) [ “o/5 /5 |

(b) T(x,y,2z) = ((x + 2)/2,y,(x + 2)/2). Sol: Como o plano & gerado por (1,0, 1)
e (0,1,0) e a direcdo (1,0,—1) é perpendicular ao plano, podemos dizer que 7'(1,0,1) =
(1,0,1) e 7(0,1,0) = (0,1,0). Também T°(1,0,—1) = 0. Como sabemos 7" em trés vetores
Lls, podemos calcular T
Problema 8. Como (0,1,0) & perpendicular a (1,0, 1), o eixo de rotagdo, basta calcular o
angulo entre (0,1,0) e (—1/v/2,0,—1/4/2). Como o produto escalar & igual a zero, a rotacio
é de 90°.
Problema 9. N3o precisa calcular explicitamente as TLs.

(a) o vetor (3,—2,1) & perpendicular ao plano de reflexdo. Logo é autovetor associado
ao autovalor —1. Por outro lado, podemos obter base do plano (1,0,—3) e (0,1,2), que
sdo autovetores associados ao autovalor 1. (b) Como é projecdo em reta, toda direcdo
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perpendicular ao vetor (1,—1,0) é levado em zero. Portanto os vetores (x,y, z) satisfazendo
x—y = 0 sdo levados no zero. Assim (x,z,z), (1,1,0) e (0,0, 1) sdo levados em zero. Assim
autovalor 0; autovetores (1,1,0),(0,0,1) e autovalor 1, autovetor (1, —1,0).

Problema 10. Da equacdo obtemos que (1, —2,—1) é ortogonal ao plano de projecdo. Re-
solvendo a equacdo obtemos (1,1, —1) e (1,0,1). Como é projecdo cada uma destas direcdes
é um autovetor e forma base do R3.

Problema 11. Reflexdo em torno do plano x + y = 0. Solucdo: Achando os autovalores e
autovetores, obtemos equacgdo caracteristica (1 —\)?(1+\) = 0. Para o autovalor 1 obtemos
o autoespaco x + y = 0 (de dimensdo 2); para autovalor —1 obtemos como autoespaco a
solucdo do sistema { x—y=0//z=0, cujo espaco é gerado por (1,1,0). Note que esta
direcdo é perpendicular ao plano do autoespaco do autovalor 1.

Os vetores do plano = + y = 0 ndo sdo alterados pela transfirmacio (plano de reflexdo)
e os da direcdo (1,1,0) sdo multiplicados por —1. Logo TL é reflexdo em torno do plano
r+y=0.
Problema 12. Vamos determinar m do sistema:

8m = 4
16m = 9
24m = 13
32m = 17
40m = 20

Projetando no subespaco linear obtemos:
((4,9,13,17,20), (8, 16, 24, 32, 40))

- (8,16, 24, 32,40
((8,16,24,32,40), (8,16, 24, 32,40)) (8,16, 24,52, 40)

1832
= ——-(8,16,24,32.40
3520 (8,16, 24, 32,40)
em~ 0.52.
20 1
154
10
5,
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40
4
3
Problema 13. 5
-2
Problema 14.
2 1 —1
2 —1 _Z 1 | -3
31 =3 3 0| | -2
1 —1 3
1 [ :
Problema 15. (a) =3 |+t 1], teRy;(b) 5
0 1 5
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B.8.3 Desafios

Desafio 1. (Au,v) = A (u,v) = (u,A"v) = p(u,v) Como A # y, (u,v) = 0.
Desafio 8. (a) produto dos autovalores; (b) 1; (c) 1; (d) —1; (e) —1; (f) O;

Desafio 10. Queremos minimizar a distancia d(p,0). Logo p(z) = 0.

B.8.4 Extras

Extra 1.(d) o plano 22 — y + 3z = 0;
Extra 3. (a) [4/5 2/5 }; (b) {0 0 }; (© { 3/5 4/5 } (d) L { —4 3 } (¢) aprojecio

2/5 1/5 0 1 4/5 —3/5 3 4
1 0 01
é%{i 1}arotag§oé§[} _1],compondoobtemos§{? ?}(f)% 8 8 8 8
1 0 0 1

(g) O plano perpendicular ao eixo de rotacdo é x + y + z = 0. Tomamos uma base
ortonormal deste plano: {1/v/2(1, 0, —1),1/v/6(1, —2, 1)} Completamos esta base com
1/v/3(1, 1, 1) para obter base ortonormal de R Definimos 5 = {{1/v2(1, 0, —1),
1/v6(1, =2, 1), 1/4/3(1, 1, 1)} Nesta base a rotacdo sera:

V2/2 —V/2/2 0

Tl= | V22 V32 0

0 01

A matriz [I]__, & igual as colocar os vetores de 3 em colunas. A inversa desta matriz
é [T]ﬁ(_e, que pode ser obtida transpondo a matriz anterior pois ela é ortogonal. Com isto
podemos calcular [T'], = [I],_4[T]5._4[!];._ .. Deixe somente indicado.

Extra4.Seuc Hev e H* entdo (w,v) =0. Sewe HNH*, entdow € Hew € Ht,
de forma que (w, w) = ||[w]|* = 0.

Extra 7. Calculamos resolvendo o sistema x +y — 2z = 0,2+ z = 0 que w = (1,—2, —1).

Como s3o autovetores Lls, 3 = {(1,1,—1)/v/3, (1,0,1)/v2, (1,2, -1)//6}

Extra 8. (a) Eixo: (1,—1,1) com angulo 120°. Solucdo: Para determinar eixo precisamos

calcular a direcdo associada ao autovalor 1. Vamos obter o sistema { —z =y . Resolvendo
r=z

obtemos (1, —1,1) como direcdo do eixo. Para determinar o plano de rotacdo resolvemos
o sistema { x—y+2=0, que é gerado por u = (1,0,—1) e v = (0,1,1). Calculando
Tu = (0,1,1) e Tv = (—1,—1,0). Determinamos o angulo fazendo o produto interno:
cos = (u,Tu) /(|[u]|||Tu||) = =1/2 cos ¢ = (v,Tv) /(||v||||Tv]|) = —1/2. Logo o angulo
0 = ¢ = 120°. Segue que T’ é rotacdo.

(e) Calculando autovetor associado ao 1 determinamos o eixo (1,0, —1). Com isto de-
terminamos o plano de rotacdo, que é perpendicular a este eixo: sdo os (z,y,z) tais que
x—2z=0. Oplano é ((1,0,1),(0,1,0)). Aplicando matriz num destes vetores (por exemplo
em (1,0, 1)) calculamos o angulo, que é 90°.

Extra 9.(a) (—3,5); (b) (3,5); (c) ((3,5)); (d) 0;
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21
02
17
10

13
10
9 1¢
10

10
1 2 3 1o
Extra 12.(a) y = 52 + 5 (b) (c) | 12
10
21
10

Extra 13.a = 0,960 e b = 0, 100.
Extra 14.y = 19/20x + 67/40.
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Indice Remissivo

area
com sinal, 123
angulo entre vetores, 200

Abel, 157
abuso
de linguagem, 28, 99, 103, 108
de notacdo, 17
afim, 8, 9, 12, 14, 39, 43
algoritmo
de eliminacdo de Gauss, 34
do calculo do determinante, 132
matriz inversa, 106
autoespaco, 156
autofuncio, 159
autovalor, 155
autovetor, 155

base
canénica do R", 15
caracterizacdo, 66
definicdo, 65
definicdo no R", 15
Baskhara, 157

Cauchy-Schwarz, 199
coeficientes de Fourier, 186
cofatores, 141
combinac3o linear
em R", 6
em espaco qualquer, 59
trivial, 60
combust3o, 22
compativel, 25
complemento ortogonal, 187
conjunto
fechado, 57
gerador, 7, 60
ortogonal, 185
ortonormal, 185
solucdo, 39, 44, 45
vazio, 61, 64

consistente, 25
contradominio, 79
coordenadas, 15, 67
corpos

movimentos rigidos, 163

Cramer

regra de, 121, 143

damas

tabuleiro, 141

decomposicio espectral, 160
delicada, 184
delta

de Kroenecker, 62

desigualdade triangular, 199
determinado, 25
determinante

algoritmo, 132

calculo eficiente, 132
caracterizacdo algébrica, 127
caracterizacdo geométrica, 122, 125
como éarea, 122

como volume, 125

da transposta de matrizes, 129
de matriz, 128

de matriz 2 x 2, 122

de matriz 3 x 3, 125

de transformac3o linear, 137
definicdo geral, 127

do produto de matrizes, 134
féormula de Laplace, 132, 141
formula de Leibniz, 132
interpretacdo geométrica, 138
operacdes elementares, 130, 132
propriedades, 123

dimensio

definicdo, 9, 70
finita, 69
infinita, 69, 159

distancia, 184
dominio, 79
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elementos finitos, 62 contradominio, 79
eliminacdo de Gauss, 34 dominio, 79
enriquecimento, 143 imagem, 79
equacdo paramétrica injetiva, 79, 86
reta, 5 inversa, 89
equipolentes, 4 invertivel, 89
escalar, 53 linear, 80
escalonar, 33 multilinear alternada, 129
espaco propriedades da composicio, 88
com produto interno, 183 sobrejetiva, 79
das transformacdes lineares, 83 funcionais lineares, 94

de funcdes, 54

de funcdes continuas, 58

de funcdes diferenciaveis, 58
de polinémios, 54 gerador, 7, 60

dimens3o infinita, 69, 159 grau o
gerado, 7, 60 de indeterminacdo, 38

de liberdade, 38

Galois, 157
Gauss, 34, 157

por conjunto vazio, 61
imagem, 84 hessiana, 163
linha e coluna de uma matriz, 102 hiperplano, 43
matrizes, 98

nicleo, 83 imagem, 79, 84, 101
vetorial, 53 impossivel, 25

espectro, 155 incégnita, 10, 25

incompativel, 25

féormula inconsistente, 25
Baskhara, 157 indeterminado, 25
de Laplace, 132, 141 insolubilidade da quintica, 157
de Leibniz, 132 integral
minimos quadrados, 194 analogias, 123, 129
matriz de projecdo ortogonal, 190 mudanca de variaveis, 121, 137
matriz de rotacdo, 109
matriz inversa, 144 jacobiano, 121, 137

para projecdo, 196

_ kernel, 83, 101
projecdo ortogonal, 190

) e Kroenecker
raizes de po|.|nom|os, 157 delta de, 62
solucdo de sistema, 143
fechado, 57 lado direito, 28
Fibonacci, 177 LD, 8, 63
fluxos, 23 lema, 88
forma autovalores sdo Lls, 160
escalonada, 33, 40 bijecdo entre matrizes e TLs, 100
escalonada reduzida, 33 caracterizacdo da funcdo inversa, 90
totalmente escalonada, 33, 39 caracterizacdo de base, 66
formas lineares, 94 caracterizacdo de subespaco, 57
Fourier, 186, 192 caracterizacdo de TL invertivel, 137
funcdo caracterizacdo dos conjuntos LD, 64
bijetiva, 79, 89 conjunto gerado é subespaco, 61

composicdo, 88 conjunto gerador e LI, 70
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determinando uma TL, 82

determinante de matriz bloco-triangular,
136

determinante matriz diagonal, 130

determinante matriz triangular, 131

determinante nulo em R?, 123

determinante nulo em R3, 126

dimens3o do espaco linha e coluna, 103

do complemento ortogonal, 188

eliminando vetores redundantes, 70

escalonamento e espaco gerado, 66

espaco vetorial das matrizes, 101

espaco vetorial das TlLs, 83

estendendo conjunto LI em base, 71

férmula para projecdo, 196

injetividade e sobrejetividade de TL, 86

interpretacdo do produto matriz-vetor, 99

interpretacdes do produto matriz-matriz,
104

inversa da composta, 90

linearidade do produto matriz-vetor, 99

mapeamento vetor — coordenadas é li-
near, 69

matrizes da mesma TL, 113

matrizes LDs possuem determinante nulo,
130

mudanca de area de um quadrado, 138

nicleo e imagem sdo subespacos, 84

nicleo e inversa de matriz, 106

ortogonalidade no plano e espaco, 182

polinémio independe da base, 156

produto matriz-matriz, 103

propriedades da composicdo de funcdes,
88

propriedades da funcdo inversa, 89

propriedades da inversa de TL, 90

propriedades da projecdo ortogonal, 189

propriedades das operacdes com matrizes,
105

propriedades determinante matriz 2 x 2,
123

propriedades determinante matriz 3 x 3,
126

propriedades do complemento ortogonal,
187

propriedades do produto interno, 182

propriedades equivalentes, 128

relacao entre produto de matrizes e com-
posicdo de TLs, 112

INDICE REMISSIVO

sistemas e matrizes equivalentes, 30
soma e produto de matrizes por blocos,
108
vetor mais préximo de um subespaco, 194
LI, 8, 64
linearmente
dependente, 8, 63
independente, 8, 64

método da poténcia, 177
maltiplo, 5
minimos quadrados, 194
matriz
ampliacdo, 109
ampliada, 28
anti-simétrica, 152
aumentada, 28
bloco-triangular, 136
blocos, 108
de coeficientes, 28
de Vandermonde, 150
decomposicio espectral, 163
definicdo, 97
determinante, 141
diagonal, 28
diagonalizavel, 159
em blocos, 108
equivalente, 30
escalonada, 33, 40
escalonada reduzida, 33
espaco, 98
espaco linha e coluna, 102
exponencial, 177
hessiana, 163
identidade, 106
imagem, 58, 101
inversa, 106, 144
invertivel, 106
kernel, 101
menor, 141
mudanca de base, 112
nicleo, 58, 101
nilpotente, 118, 152, 177
nulidade, 101
operacdes, 100
ortogonal, 107, 152
posto, 101
poténcias, 169
produto



INDICE REMISSIVO

matriz-matriz, 103
matriz-vetor, 42, 98
por blocos, 108
por escalar, 100
projecdo, 110, 152, 190
propriedades das operacdes, 105
propriedades do produto, 112
raiz quadrada, 171
reducdo, 109
reflexdo, 109
rotacdo, 82, 109
semelhante, 113, 179
simétrica, 107, 163
singular, 106
soma, 100
por blocos, 108
totalmente escalonada, 33, 39
transformacdo linear associada, 99
transposta, 98
tridiagonal, 150
trinagular, 29
moedas, 22
morfismo, 56
multiplicacdo por escalar, 4, 53
multiplicidade
algébrica, 171
geométrica, 171

n-upla, 2

nacleo, 83, 91, 101
norma, 181, 184
normalizacdo, 185
nulidade, 83, 101

operacdes elementares, 29
determinante, 130, 132

origem, 3

ortogonal, 107

parabola, 22

parametros, 38

paralelo, 5

Pitagoras, 188

pivo, 33

placa aquecida, 22

placas tectonicas, 166

polindmio
caracteristico, 156
minimal, 178

possivel, 25

posto, 84, 101

processamento de imagem, 56

produto
escalar, 41, 181, 183
escalar-matriz, 100
escalar-vetor, 4, 53
interno, 41, 181, 183
interpretacdo geomeétrica, 5
matriz-matriz, 103
matriz-vetor, 42, 98
por escalar, 4, 5, 53
vetorial, 148

projecdo ortogonal, 189, 190

redundante, 8, 63
regra
de Cramer, 121, 143
de Sarrus, 131
do paralelogramo, 5
do tridngulo, 4
reta
equacdo paramétrica, 5
R™, 2

série de Fourier, 192

Sarrus
regra de, 131

simétrica, 107

sistema
com infinitas solucdo, 25, 37, 44
com solucdo anica, 25, 37, 44
compativel, 25
conjunto-solucdo, 39, 45
consistente, 25
determinado, 25
em R, 25
em R?, 25, 43
em R3, 43
equivalente, 29
existéncia e unicidade, 39
férmula de solucdo, 143
homogéneo, 44
impossivel, 25
incompativel, 25
inconsistente, 25
indeterminado, 25
interpretacdo algébrica, 43
interpretacdo geométrica, 43
lado direito, 28
matriz, 28

247
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possivel, 25 inversa e o nicleo, 91
regra de Cramer, 143 minimos quadrados, 195
sem solucdo, 25, 37, 44 modificacdo de area por TL, 138
solucdo geral, 44, 45 multiplicidade geométrica menor que al-
solucdo particular, 44, 45 gébrica, 171
solucdo trivial, 44 relacdo entre matriz e TL, 110
solucdo solucdo geral de sistema, 45
de sistemas: existéncia e unicidade, 40 TL é diagonalizavel, 159
existéncia e unicidade, 39 TNI, 86
geral, 44, 45 transformacdo linear
minimos quadrados, 194 composicdo, 88
particular, 44 definicdo, 80
sistema, 27, 39, 44, 45 determinante, 137
trivial, 44 diagonalizavel, 159
soma espaco, 83
R™, 3 imagem, 84
de subespacos, 75, 176 injetiva, 86
direta de subespacos, 75, 176 inversa, 90, 91
vetores, 53 kernel, 83
Sturm-Liouville, 76 matriz associada, 100, 110
subespaco nicleo, 83
afim, 8, 9, 12, 14, 39, 43, 58 nulidade, 83
associados a uma matriz, 58 operacdes, 83
caracterizacdo, 57 posto, 84
definicio, 56 produto por escalar, 83
invariante, 176 propriedades, 88
soma, 75, 176 propriedades da inversa, 90
soma direta, 75, 176 rotacdo, 82
trivial, 56, 61 soma, 83
Sylvester, 94 transposta, 98
teorema Vandermonde, 51, 150, 184
algoritmo para calcular matriz inversa, 106 variavel
caracterizac3o algébrica do determinante, (in)dependente, 38
127 lider, 38
caracterizac3o de matrizes n3o-invertiveis, livre, 38
133 vetor
conjunto ortogonal é LI, 186 R", 2
conjunto-solucdo de sistema linear, 39 angulo, 200
de Cauchy-Schwarz, 199 coordenadas, 15, 67
de Pitagoras generalizado, 188 distancia, 184
decomposicdo ortogonal, 189 funcdo como, 54
determinante da transposta, 129 multiplicacdo por escalar, 4, 53
determinante do produto, 134 norma, 181, 184
do nicleo-imagem, 86 nulo, 3, 44
espectral para matrizes simétricas, 163 ortogonal, 185
existéncia e unicidade pela forma total- outra representacdo, 54
mente escalonada, 39 produto
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