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Prefá
io
Para o estudanteEste livro teve 
omo fo
o o aluno e suas di�
uldades. Ele é fartamente ilustrado, 
om 
er
ade 270 exemplos, muitos deles exer
í
ios resolvidos. Pro
uramos desta
ar no texto os errosmais 
omuns dos alunos.É parte fundamental do 
urso resolver exer
í
ios, tantos quanto for possível. Ao �nal de
ada 
apítulo existem exer
í
ios divididos em 4 grupos:
• exer
í
ios de �xação: Devem ser feitos imediatamente após a leitura do texto. São deresposta imediata (mental). Não saber resposta 
orreta sugere um retorno ao texto.Deve-se fazer todos antes de seguir adiante.
• problemas: São os prin
ipais exer
í
ios do 
apítulo. Todos (ou quase) devem ser feitos.
• problemas extras: Caso o aluno tenha feito todos os problemas e deseje mais práti
a.
• desa�os: Para se aprofundar na dis
iplina. São op
ionais.Todos os exer
í
ios de �xação e todos os problemas tem respostas no �nal do livro. Váriosproblemas extras e desa�os também possuem respostas.Porque um novo livro?
• Este livro poderá ser aperfeiçoado daqui por diante por ser disponibilizado atravésda li
ença , que permite o re-uso do material. Para detalhes 
onsulte:http://
reative
ommons.org.
• Permitir aos alunos de todo o Brasil a
esso fá
il (internet) a material gratuito e dequalidade.
• Ne
essidade do nosso departamento, responsável pelo ensino de Álgebra Linear na UFRJ,de apli
ar prova uni�
ada e, 
onsequentemente, 
riar um material padrão para o 
urso.
• Produzir um material 
om 
onteúdo que será efetivamente utilizado em sala de aulapelo aluno. Na nossa experiên
ia, os alunos preferem livros �nos, que são fá
eis detransportar e estimulam a leitura.
• Produzir transparên
ias para sala de aula diretamente a
opladas a um livro.Criamos um pa
ote 
ompleto, 
om livro texto, exer
í
ios (
om respostas) e transparên
iaspara um 
urso de Álgebra Linear. Tudo isto está disponível em www.labma.ufrj.br/alglin.vii



viii PREFÁCIOComo foi es
olhido o material?Determinamos os tópi
os tomando por base o 
urso usualmente ministrado na UFRJ. Alémdisso o 
omponente estéti
o foi fundamental: os alunos devem per
eber a beleza da Mate-máti
a. Algumas es
olhas importantes foram feitas:
• Capítulo ini
ial apresenta 
onteúdo prin
ipal do 
urso sem grande formalismo: vetorese operações no Rn, espaços gerados (retas e planos), dependên
ia e independên
ia li-near, bases e 
oordenadas. Estes temas são retomados no 
apítulo de Espaços Vetoriais,mas a
reditamos que é importante uma exposição, logo no iní
io, destes 
on
eitos.
• A solução de sistemas lineares é feita através da eliminação de Gauss. A regra deCramer é uma seção op
ional do 
apítulo de Determinantes.
• Espaços vetoriais de polin�mios e funções não são meros exemplos, são 
entraispara a formação de engenheiros, matemáti
os e físi
os. Algumas apli
ações importantessão: equações diferen
iais, aproximação de funções por polin�mios e métodos numé-ri
os 
omo elementos �nitos. Introduzimos a visualização deste espaço apresentando,além das �setinhas�, outra representação geométri
a para vetores do Rn. Apresentamosmor�smo de imagens 
omo exemplo de reta em espaço vetorial de funções.
• Matriz apare
e, ini
ialmente, somente 
omo forma 
onveniente de resolver sistemas.Mais tarde, após apresentar transformações lineares (TLs) e operações de soma e 
om-posição de TLs, apresentamos operações entre matrizes. Desta forma, ao invés deapresentar, por exemplo, o produto de matrizes de forma arti�
ial, motivamos sua de-�nição. Fi
a 
laro que o produto de matrizes não é 
omutativa pois a 
omposição defunção não 
omutativa. A matriz inversa é 
al
ulada por es
alonamento, e sua fórmulaexplí
ita é uma seção op
ional do 
apítulo de Determinantes.
• Determinante é apresentado desde o iní
io rela
ionado 
om área (volume) 
om sinal,para depois ser apresentado 
omo função multilinear (alternada). Optamos por fo
arno algoritmo de 
ál
ulo utilizando operações elementares por ser mais e�
iente e ligadadiretamente aos 
on
eitos. Apresentamos a 
onexão 
om mudança de variáveis naintegração múltipla.
• Enfatizamos ao longo do texto (
apítulos de Sistemas Lineares, Matrizes, Determinante,Autovalores e Autovetores) a visão moderna de uma matriz por blo
os, fundamentalpara a 
omputação 
ientí�
a. Apresentamos duas interpretações (e 
onseqüên
ias) doproduto matriz-vetor e três interpretações do produto matriz-matriz.
• No 
apítulo de produto interno, fo
amos em projeções e no método de mínimosquadrados. Apresentamos projeção ortogonal de funções 
omo forma de aproximá-las,preparando o aluno para métodos numéri
os em engenharia.
• O es
alonamento é o algoritmo prin
ipal do 
urso, pois através dele: resolvemossistema, determinamos se vetores são linearmente dependentes, determinamos 
oor-denadas de vetores, mudamos de base, invertemos matriz, 
al
ulamos determinante,en
ontramos autovetores, 
al
ulamos solução de mínimos quadrados, 
al
ulamos proje-ção ortogonal.Assim estão em seções op
ionais as fórmulas para: resolver sistema (regra de Cramer),
al
ular inversa, 
al
ular determinante (Leibiniz ou Lapla
e), ortogonalizar base (Gram-S
hmidt).



ixAlguns números deste livro: são 
er
a de 270 exemplos, 60 observações, 100 de�nições,20 teoremas, 15 
orolários, 50 lemas e 420 exer
í
ios, sendo que 80 deles de �xação de leiturado texto (para serem feitos mentalmente) e 120 de problemas que esperamos que todo oaluno resolva.
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Capítulo 1Introdução à Álgebra LinearEste 
apítulo apresenta, de forma rápida e direta, 
on
eitos 
entrais da Álgebra Linear queserão retomados em 
apítulos seguintes. Cone
tamos estes 
on
eitos 
om assuntos do ensinomédio: geometria analíti
a bási
a no plano e espaço, matrizes e solução de sistemas lineares.O aluno deve retornar a este 
apítulo ao longo do 
urso até dominá-lo 
ompletamente. Emboranão seja esperado que o aluno aprenda tudo deste 
apítulo em uma semana de estudo, é útilexp�-lo imediatamente à todos estes 
on
eitos.São objetivos deste 
apítulo introduzir:(a) vetores e operações bási
as no Rn: soma e multipli
ação por es
alar (produto es
alar-vetor);(b) 
ombinação linear, espaço gerado, dependên
ia e independên
ia linear;(
) espaços gerados por 1, 2, 3 ou mais vetores, asso
iando-os 
om pontos, retas, planos egeneralizações;(d) base e dimensão; outras bases e a 
oordenadas de um vetor numa base;Até o �nal do 
apítulo apresentaremos os seguintes termos té
ni
os fundamentais daÁlgebra Linear:
• vetores e es
alares do Rn;
• espaço vetorial;
• 
ombinação linear;
• espaço gerado (span); (sub)espaço a�m;
• dependên
ia e independên
ia linear;
• dimensão, base, base 
an�ni
a;
• 
oordenadas de um vetor numa base;Estes termos serão reapli
ados (no Capítulo Espaço Vetorial) em 
ontextos onde os vetorespoderão ser polin�mios ou, de forma mais geral funções, matrizes, ou elementos abstratos.O aluno per
eberá, ao longo deste 
apítulo, que, embora sistemas lineares apareçamdiversas vezes na hora de apli
ar os 
on
eitos, o 
urso de Álgebra Linear não é ex
lusivamente0Versão 11.jul.2008 16h 1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEARum 
urso de 
omo resolver sistemas lineares, assunto que o aluno, 
om muita freqüên
ia,pensa que domina.O aluno per
eberá na primeira aula a beleza e di�
uldade dos 
on
eitos e a ne
essidadede estudar bastante desde o prin
ípio. Se 
omeçássemos 
om a resolução de sistemas o alunoteria a sensação, no iní
io, de que se trata de um 
urso fá
il, em parte de revisão, de té
ni
aspara resolução de sistemas lineares.1.1 Vetores e Operações Bási
as1.1.1 Vetores do RnO que é um vetor? Podemos responder isto, de forma abstrata, formalizando a idéia de seg-mentos orientados (informalmente, �setinhas�) equivalentes. Este 
aminho é bom para 
ertasgeneralizações em Matemáti
a (no 
ontexto da Geometria Diferen
ial por exemplo), para avisualização de vetores no plano e no espaço tridimensional e para interpretação Físi
a (for-ças). São 
hamados em alguns livros de vetores geométri
os. Mas de�niremos vetores por
aminho bem mais 
urto, 
hamado em alguns livros de vetores algébri
os. Esta passagemda visão algébri
a para geométri
a e vi
e-versa será feita em diversas partes deste 
apítulo.A visão geométri
a (vetores geométri
os), embora mais intuitiva, é limitante pois não
onseguimos visualizar mais do que três dimensões. Além disso a formalização do 
onjuntode �setinhas� é deli
ada, pois um vetor é uma 
lasse de equivalên
ia de segmentos orientadosequipolentes . Teríamos que 
omeçar de�nindo 
lasse de equivalên
ia, depois segmentosorientados e depois a relação de equipolên
ia entre segmentos orientados.Por 
ontraste, a visão algébri
a (vetores algébri
os) de vetores é bem mais simples mas nãoapresenta nenhuma motivação geométri
a. Como não dependemos de intuição geométri
a,trabalhamos 
om a mesma fa
ilidade em R2 
omo em R30.De�nição 1 (Rn e vetores) De�nimos Rn 
omo o 
onjunto das n-uplas (uma lista de n-elementos) ordenadas de números reais. Um vetor é um elemento do 
onjunto Rn.Desta forma, o R2 é o 
onjunto das duplas ordenadas de números, o R3 é o 
onjunto dastripla ordenadas de números, et
.Dizemos que o Rn é um espaço vetorial, isto é, um 
onjunto 
ujos elementos sãovetores. Por 
ontraste, um número real, é 
hamado de es
alar. Esta linguagem vem daFísi
a, que distingue grandezas vetoriais (forças por exemplo) de grandezas es
alares (massae temperatura por exemplo).Observação 1 De forma mais geral, es
alares são um 
onjunto de números (usualmente
R ou C) no qual estão bem de�nidas as operações de soma, subtração, multipli
ação edivisão (por não-nulos). Neste 
urso, entenderemos sempre por es
alar um número real(R).A notação que utilizaremos para determinar um vetor é 
olo
ar parênteses em torno eseparar os elementos da lista ordenada de números reais por vírgula. Assim, utilizando anotação v para representar um vetor em Rn, es
revemos que v = (a1, . . . , an) 
om ai ∈ R.Os número ai's são 
hamados de entradas do vetor v.Exemplo 1 São vetores de R2: (−6,−8), (1, 2).São vetores de R4: (1, 2, 3, 4), (−2, 7/4,−1, 2/3).São vetores de R5: (−1, 2, 4, 6, 8), (1, 2, 7/4,−1/3, 3).



1.1. VETORES E OPERAÇÕES BÁSICAS 3Note que um vetor é uma lista ordenada de números e não um 
onjunto 
om números,onde a ordem não importa. Portanto os vetores (−1, 2) e (−2, 1) são distintos; ou ainda, sãodistintos entre si os vetores (1, 2, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), . . .Observação 2 Porque Rn 
om n > 3?Entes geométri
os usuais 
omo quadrados e 
ír
ulos são generalizados para dimensõesmaiores. Assim uma esfera, generalização de um 
ír
ulo, é de�nido 
omo o lugar geométri
ode pontos (x, y, z) ∈ R3 tais que x2 + y2 + z2 = 1. De�ne-se então a hiperesfera osub
onjunto do R4 dos pontos (x, y, z, w) ∈ R4 tais que x2 + y2 + z2 + w2 = 1.De forma análoga, o 
ubo generaliza o quadrado e pode-se de�nir o hiper
ubo em R4.Mais sobre isto pode ser visto (entre inúmeros outros livros) em �O que é Matemáti
a?�;R. Courant., H. Robbins; Editora Ciên
ia Moderna.Embora nossa (humana) per
epção esteja restrita a três dimensões, a teoria geral darelatividade de Einstein admite 4 dimensões para expli
ar os fen�menos físi
os. Na Físi
amoderna, segundo últimos boatos, 
onsidera-se 11 dimensões para expli
ar os fen�menosfísi
os.De todo modo a importân
ia de dimensões maiores (1000 ou mesmo 10 mil) está nassimulações 
omputa
ionais de diversos modelos. Para se entender as forças atuantes naestrutura de um prédio ou uma peça me
âni
a e se fazer um bom projeto, a peça é divididapelo 
omputador em �bloquinhos�. Cada bloquinho é uma variável de um sistema linear.Quanto maior o número de bloquinhos mais pre
isa será a simulação. Um outro exemploé uma tomogra�a, onde 
ada bloquinho esta asso
iado a uma variável que determina adensidade do te
ido, que será transformada numa es
ala de 
inza para depois ser impressae interpretada por um médi
o. Esta é uma das reais ne
essidade do estudo de ÁlgebraLinear em engenharia, o entendimento e resolução de sistemas 
om milhares ou dezenasde milhares de variáveis.1.1.2 Operações em RnO espaço vetorial Rn possui uma operação bem de�nida 
hamada de soma de vetores, 
ujaentrada são dois vetores e a saída é um outro vetor.De�nição 2 (Soma) Dados dois vetores u = (u1, u2, . . . , un) e v = (v1, v2, . . . , vn) em
Rn, de�nimos o vetor soma de u e v, denotado por u + v, por

u + v = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn).Assim para somar dois vetores basta somar as entradas 
orrespondentes de 
ada vetor.Exemplo 2 A soma dos vetores do R4 (1,−1, 1/4,−2/3)+(−2, 2, 3/4, 5/3) = (1−2,−1+
2, 1/4 + 3/4,−2/3 + 5/3) = (−1, 1, 1, 1).Observação 3 Note que o sinal �+� (mais) em �u+v� e �(u1 + v1, . . . , un + vn)� possuisigni�
ado distinto em 
ada expressão: soma de vetores, num 
aso, e de soma de númerosreais (es
alares) no outro.De�nição 3 (origem ou ou vetor nulo) De�nimos 
omo origem ou vetor nulo, deno-tado por 0 o vetor 0 = (0, . . . , 0)(todas as entradas são nulas). Note que este vetor é oelemento neutro da soma de vetores pois v + 0 = 0 + v = v para qualquer v ∈ Rn.



4 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEARO espaço vetorial Rn possui uma outra operação bem de�nida 
hamada demultipli
açãopor es
alar ou produto es
alar-vetor, 
ujas entradas são um vetor e um es
alar (umnúmero) e a saída é um outro vetor.De�nição 4 (multipli
ação por es
alar ou produto es
alar-vetor) Dados o vetor
u = (u1, u2, . . . , un) e o es
alar k, de�nimos o vetor multipli
ação de k por u, denotado por
ku, por

ku = (ku1, ku2, . . . , kun).Assim para multipli
ar um vetor por um es
alar k basta multipli
ar 
ada entrada do vetor peloes
alar k.Exemplo 3 Se u = (−1, 3, 1,−2, 3/2), então 2u = 2(−1, 3, 1,−2, 3/2)= (−2, 6, 2,−4, 3).Considere w = (−4, 6, 1,−3). Então −1/2w = −1/2(−4, 6, 1,−3) = (2,−3,−1/2, 3/2).Observação 4 Na visão geométri
a de vetores, a soma é de�nida pela regra do parale-logramo. Fazer isto em dimensão maior que três não é intuitivo. Em 
ontraste, a de�niçãoa
ima, feita de forma algébri
a, não depende de visualização geométri
a e é muito simples.Esta mesma observação vale para a multipli
ação de um vetor por um es
alar. Apesar dissoé útil interpretar geometri
amente os vetores e as operações no plano e espaço.Os vetores e operações podem ser representados geometri
amente para vetores em Rn 
om
n ≤ 3. Isto é importante em apli
ações (Físi
a por exemplo) e para desenvolver a intuição evisualização interna para vetores em espaços de dimensões maiores. Para isto identi�
amos,da maneira usual, uma reta 
om R, um plano 
om R2 e o espaço 
om R3 utilizando o sistemade 
oordenadas 
artesiana, 
om eixos ortogonais entre si1.Representamos os vetores 
omo �setinhas� (daqui por diante sem aspas e utilizado 
omosin�nimo de segmentos orientados) nas �guras. Mostramos na Figura 1.1 os vetores (3, 2) ∈
R2 e (1, 3, 2) ∈ R3.

(3, 2)

3

2

3

2 (1, 3, 2)

1Figura 1.1: Vetores no Plano e no EspaçoDuas setinhas u e v (podem ter ponto ini
ial distinto) representam o mesmo vetor (te
ni-
amente são equipolentes, isto é, segmentos orientados equivalentes) se quando deslo
armosparalelamente u e v para que os pontos ini
iais 
oin
idam, o ponto �nal (ponta da setinha)de u e v também 
oin
ida. Por exemplo, todas as setinhas representadas na Figura 1.2representam o mesmo vetor (3, 2) ∈ R2.A soma de dois vetores no plano e no espaço pode ser feita, geometri
amente, atravésda regra do triângulo ou regra do paralelogramo. Considere a Figura 1.3, no lado esquerdo,onde dois vetores são representados 
om suas 
omponentes no eixo-x e y. Pela regra dotriângulo representamos o primeiro vetor 
om ponto ini
ial na origem e o segundo 
om ponto1note que embora sejam úteis para a intuição, nada do que fazemos depende desta interpretação geométri
a



1.1. VETORES E OPERAÇÕES BÁSICAS 5
3

2
(3, 2)

Figura 1.2: Vetores Equivalentes
Figura 1.3: Regra do Triângulo e do Paralelogramoini
ial na ponta da seta do primeiro. O vetor resultante unindo a origem até a ponta da setado segundo é o vetor soma. Pela regra do paralelogramo, apli
amos a regra do triânguloaos dois vetores, 
onforme apresentado nesta mesma �gura.A interpretação geométri
a do produto por es
alar depende do módulo e do sinal do es
alar.Começando por valores positivos inteiros, observe que multipli
ando por 1 preservamos o vetor(e o tamanho), por 2 dupli
amos seu tamanho, por 3 tripli
amos seu tamanho. Por outrolado, multipli
ando por 1/2 reduzimos seu tamanho pela metade.De forma geral, multipli
ando por valor positivo 
om módulo maior que 1 obtemos um vetor
om mesmo sentido mas 
om tamanho maior; multipli
ando por valor positivo 
om módulomenor que 1 obtemos um vetor 
om mesmo sentido mas 
om tamanho menor. Multipli
andopor valor negativo obtemos vetor 
om sentido revertido e 
om tamanho maior ou menor dea
ordo 
om módulo ser maior ou menor que 1. Veja o vetor v = (3, 2) e a representação de

1, 5v, 0, 5v e −v da Figura 1.4.
Figura 1.4: Vetores v, 3

2
v, 1

2
v e −vPortanto, variando o valor do es
alar e multipli
ando-o por um vetor �xo v obtemos umareta passando pela origem. Assim {kv| k ∈ R} é uma reta passando pela origem. A equação

kv é 
hamada de equação paramétri
a da reta que passa pela origem. A motivaçãogeométri
a vem quando v ∈ R2 ou R3, mas 
ontinuamos 
hamando de reta 
om v ∈ Rn. Sesomarmos um vetor �xo obteremos a equação paramétri
a geral de uma reta: u + kv.De�nição 5 (múltiplo ou paralelo) Dizemos que v é múltiplo de (ou paralelo a) w seexiste um es
alar k tal que v = kw.Exemplo 4 São paralelos entre si: (−2, 4,−6, 1) e (1,−2, 3,−1/2) pois (−2, 4,−6, 1) =
−2(1,−2, 3,−1/2) e (1,−2, 3,−1/2) = −1/2(−2, 4,−6, 1).Exemplo 5 A mesma reta pode ser gerada por vetores distintos, basta que eles sejam parale-los entre si. Por exemplo os 
onjuntos {k(1, 1, 1)| k ∈ R} e {m(4, 4, 4)| m ∈ R} representam



6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEARa mesma reta. De fato o vetor (k, k, k) pode ser es
rito 
omo k/4(4, 4, 4). Tomando m = k/4observamos que formam o mesmo 
onjunto.Exemplo 6 O vetor 0 é multiplo de qualquer outro pois 0 = 0w para qualquer w.Exemplo 7 Podemos apli
ar a regra do triângulo em seqüên
ia para obter a soma de maisde dois vetores. Por exemplo 
onsidere os quatro vetores representados no lado esquerdo daFigura 1.5. Con
atenando de forma su
essiva os vetores obtemos sua soma 
onforme indi
adona mesma �gura no lado direito.
u

vw

z

u
v

w

z

u + v + w + zFigura 1.5: Soma de 4 vetoresExemplo 8 Um truque de mági
a bem 
onhe
ido é a fuga de uma 
aixa 
ompletamentefe
hada. Vamos ver 
omo isto é possível em em R4.No plano é impossível fugir de dentro de um quadrado sem atravessar uma das arestas. Noentanto, em R3, podemos fugir do quadrado subindo (na direção perpendi
ular ao quadrado);andando paralelamente ao quadrado para fora dele; e des
endo(na direção perpendi
ular aoquadrado) retornando ao plano que 
ontém o quadrado mas no lado de fora dele. Desta formasaimos de dentro do quadrado sem atravessar nenhuma das arestas.Do mesmo modo, se estivermos dentro de uma 
aixa em R4 podemos andar na direçãoperpendi
ular à 
aixa, andar paralelamente para fora e retornar do lado de fora da 
aixa sematravessar nenhuma das laterais da 
aixa. Estas idéias estão des
ritas num roman
e 
lássi
oda era vitoriana da Inglaterra do sé
ulo XIX: �Flatland�; Edwin A. Abbott; Dover Pub.1.2 Espaços Gerados1.2.1 De�niçõesA idéia de um vetor ser múltiplo (ou paralelo) de outro é generalizada pela de�nição abaixo.De�nição 6 (
ombinação linear) Dizemos que v é 
ombinação linear de v1,v2, . . . ,vpse v pode ser expresso 
omo
v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αpvp =

p∑

i=1

αivi,onde αi's são es
alares.Exemplo 9 O vetor v = (2,−2) é 
ombinação linear de u = (−1, 1) pois v = −2u (é ummúltiplo). O signi�
ado geométri
o é que u e v estão na mesma reta passando pela origem.



1.2. ESPAÇOS GERADOS 7A generalização da idéia de múltiplos se dá no seguinte sentido.Exemplo 10 Considere u = (1, 0, 0) e v = (0, 1, 0) em R3. Qualquer outro vetor no plano
z = 0 será 
ombinação destes dois pois (a, b, 0) = a(1, 0, 0)+b(0, 1, 0). Ou seja, por exemplo,o vetor w = (3,−2, 0) é 
ombinação linear de u e v. O signi�
ado geométri
o é que w estáno plano passando pela origem determinado por u e v.Exemplo 11 O mesmo vetor é 
ombinação linear de uma in�nidade de vetores distintos. Porexemplo (3, 3) = 3(1, 1) + 0(−2,−2) = 1(1, 1)− 2(−2,−2).Por outro lado alguns vetores não podem ser obtidos 
omo 
ombinação linear de 
ertosvetores. Por exemplo o vetor (3, 4) não é 
ombinação linear de (1, 1) e (2, 2) pois (3, 4) 6=
α(1, 1)+β(2, 2) para todo α, β ∈ R. De fato, igualando 
omponente a 
omponente, obtemoso sistema {

α + 2β = 3
α + 2β = 4que é 
laramente (
omo α + 2β pode ser 3 e 4 ao mesmo tempo?) sem solução.Exemplo 12 Determine se u = (2, 3, 4) é 
ombinação linear de v = (1, 0, 0) e w = (1, 0, 1).Pre
isamos determinar α, β ∈ R tais que (2, 3, 4) = α(1, 0, 0) + β(1, 0, 1). Para isto pre
isa-mos resolver o sistema 




α + β = 2
0 = 3
β = 4

.Como o sistema é 
laramente (
omo podemos ter 0 = 3?) sem solução, 
on
luímos que unão é 
ombinação linear de v e w.Exemplo 13 Determine se u = (1, 3, 4) é 
ombinação linear de v = (1, 1, 0) e w = (1, 0, 1).Pre
isamos determinar α, β ∈ R tais que (1, 3, 4) = α(1, 1, 0) + β(1, 0, 1). Para isto pre
isa-mos resolver o sistema 



α + β = 1
−α = 3

β = 4
.Por inspeção o sistema possui solução úni
a 
om α = −3 e β = 4. Portanto, u = −3v+4w.Os exemplos anteriores mostram a 
onexão entre 
ombinações lineares e sistemas. Para saberse um vetor é 
ombinação linear de outros vetores (ou não) pre
isamos resolver um sistemalinear.De�nição 7 (espaço gerado) O espaço gerado pelo 
onjunto de vetores

{v1,v2, . . . ,vp}, denotado por 〈v1,v2, . . . ,vp〉 ou ainda (em inglês e em diversos livros)por span {v1,v2, . . . ,vp}, é o 
onjunto de todas as 
ombinações lineares de v1,v2, . . . ,vp.Portanto,
〈v1,v2, . . . ,vp〉 = span {v1,v2, . . . ,vp} =

{
p∑

i=1

αivi

∣∣∣∣∣ αi ∈ R, i = 1, 2, . . . , p

}
.De�nição 8 (
onjunto gerador) O 
onjunto {v1,v2, . . . ,vp} gera (é 
onjunto geradorde) W se W = 〈v1,v2, . . . ,vp〉.



8 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEARExemplo 14 O 
onjunto gerado por (1, 0) e (0, 1) são todos os elementos de R2 pois dado
(a, b) ∈ R2, (a, b) = a(1, 0) + b(0, 1). Es
revemos que 〈(1, 0), (0, 1)〉 = R2.Exemplo 15 O 
onjunto gerado por (1, 1, 1) e (−1,−1,−1) é igual ao 
onjunto gerado por
(1, 1, 1), a reta passando pela origem 
om direção (1, 1, 1). Neste 
aso dizemos que o vetor
(−1,−1,−1) é redundante (não a
res
enta nada) ao 
onjunto gerador {(1, 1, 1), (−1,−1,−1)}.Utilizando a notação temos que 〈(1, 1, 1), (−1,−1,−1)〉 = 〈(1, 1, 1)〉 = 〈(−1,−1,−1)〉.Observação 5 O espaço gerado por um 
onjunto de vetores do Rn é um sub
onjunto doespaço vetorial Rn. Deste modo é natural dizer que o espaço gerado é um subespaço do
Rn. Utilizaremos 
omo sin�nimos neste 
apítulo os termos espaço e subespaço.De�nição 9 (linearmente dependente/independente) Um 
onjunto de vetores é line-armente dependente (abreviamos por LD) se um dos vetores é 
ombinação linear dosdemais. Dizemos (informalmente) que este vetor é redundante no 
onjunto. Caso 
ontrário,dizemos que o 
onjunto é linearmente independente (abreviamos por LI).Se um vetor v ∈ S é 
ombinação linear dos demais vetores de S, então o espaço gerado por
S e por S − {v} (
onjunto S sem o vetor v) é o mesmo. Ou seja, o vetor v é redundanteem S pois não a
res
enta nada a S. Dizemos neste 
aso que o 
onjunto S é LD.Exemplo 16 Considere o 
onjunto S = {(1,−2, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1)}. O vetor (1,−2, 1) élinearmente dependente (ou redundante) em S pois (1,−2, 1) = 3(1, 0, 1)− 2(1, 1, 1). Destaforma 〈(1,−2, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1)〉 = 〈(1, 0, 1), (1, 1, 1)〉.Neste mesmo 
onjunto, o vetor (1, 1, 1) é redundante pois (1, 1, 1) = −1/2(1,−2, 1) +
3/2(1, 0, 1). Portanto, 〈(1,−2, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 1)〉 = 〈(1,−2, 1), (1, 0, 1)〉.Exemplo 17 Considere a 
aixa retangular e os vetores u,v,w,x,y, z, representados naFigura 1.6.São LIs os 
onjuntos {u,v,w}, {w, z}, {v,y, z}, {v, z}.São LDs os 
onjuntos {u,y} pois u = −2y, {v,x,y} pois x + v = 2y, {v,w, z} pois
w + 2z = v, {u,v,y} pois u = −2y, {u,v,w,x} pois v + u + x = 0.

u

v w

x

y

z

Figura 1.6: Vetores em um Cubo



1.2. ESPAÇOS GERADOS 9De�nição 10 (espaço a�m) Dizemos que H é um espaço a�m ou subespaço a�m se
H for a translação do espaço gerado por um 
onjunto de vetores. Mais pre
isamente, dado ovetor de translação w e vetores v1,v2, . . . ,vp,

H = w + 〈v1,v2, . . . ,vp〉 .O espaço gerado por um 
onjunto de vetores é, geometri
amente, reta, plano e generali-zações passando pela origem. O espaço a�m é, geometri
amente, reta, plano e generalizaçõespassando por um ponto qualquer. Exploramos estas idéias na seqüên
ia desta seção.De�nição 11 (dimensão) Dizemos que um subespaço a�m H = w + 〈v1,v2, . . . ,vp〉possui dimensão p se o 
onjunto {v1,v2, . . . ,vp} é LI. Em parti
ular dizemos que um espaçogerado por p vetores possui dimensão p se estes p vetores formam um 
onjunto LI.1.2.2 Espaço Gerado por 1 VetorUma reta r pode ser de�nida 
omo o 
onjunto dos pontos 
uja diferença até um ponto wforma um vetor paralelo a direção �xa u. Esta reta é representada na forma paramétri
a por
w + tu, onde t ∈ R é um parâmetro variável, tal qual mostrado na Figura 1.7. Isto signi�
aque o 
onjunto r = {w+ tu; t ∈ R}, obtido quando se varia t, é igual ao 
onjunto dos pontosda reta r.

r

2u

−u

−2u

0

w + 0u = w

w + 1u

w + 2u

w − 1u

w − 2u

u

Figura 1.7: Reta r = {w + tu; t ∈ R}Utilizando a notação de espaço gerado, uma reta é um subespaço a�m da forma w+ 〈u〉.Como basta um vetor (não-nulo) no espaço gerado, dizemos que uma reta é um subespaçoa�m de dimensão 1. Quando w = 0, a reta passa pela origem e é igual ao espaço geradopor u. Dizemos que a reta passando pela origem é um subespaço de dimensão 1.Observação 6 Quando o vetor u = 0 (o vetor nulo), o subespaço a�m w + 〈u〉 =
w + {0} = w é um ponto. Dizemos que um ponto é um subespaço de dimensão 0.Quando o ponto w = 0 o espaço a�m é igual a origem, um subespaço de dimensão 0.Exemplo 18 Determine pontos da reta r 
uja equação paramétri
a é (1, 2) + t(4, 6).Colo
ando t = 0 obtemos o ponto (1, 2) ∈ r. Colo
ando t = 1 obtemos o ponto (1, 2) +



10 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEAR
1(4, 6) = (5, 8) ∈ r. Colo
ando t = 0, 5 obtemos o ponto (1, 2) + 0, 5(4, 6) = (3, 5) ∈ r.Colo
ando t = −1 obtemos o ponto (1, 2)− 1(4, 6) = (−3,−4) ∈ r. Colo
ando t = −0, 5obtemos o ponto (1, 2)− 0, 5(4, 6) = (−1,−1) ∈ r.Exemplo 19 Determine equações paramétri
as para a reta (em R4):(a) que 
ontém o ponto (2, 3, 4, 5) e é paralela ao vetor (−1, 1,−1, 1);A reta é (2, 3, 4, 5) + t(−1, 1,−1, 1).(b) que 
ontém os pontos (1, 2, 1, 2) e (3, 4, 3, 4);Cal
ulando u = (3, 4, 3, 4) − (1, 2, 1, 2) = (2, 2, 2, 2), paralelo à reta. Assim a reta é
(1, 2, 1, 2) + t(2, 2, 2, 2). Note que poderíamos ter 
al
ulado u = (1, 2, 1, 2)− (3, 4, 3, 4) =
(−2,−2,−2,−2) e obteríamos a mesma reta, embora 
om representação distinta,
(1, 2, 1, 2) + t(−2,−2,−2,−2). Utilizamos w = (1, 2, 1, 2) mas poderíamos ter tomado
(3, 4, 3, 4). Assim, fazendo todas as 
ombinações, representam ainda a mesma reta, (3, 4, 3, 4)+
t(−2,−2,−2,−2) e (3, 4, 3, 4) + t(2, 2, 2, 2).Exemplo 20 Determine se o ponto (1, 1, 1, 2) perten
e a reta (1, 0,−1, 0) + 〈(2, 1, 2, 1)〉.Queremos saber se existe t ∈ R tal que (1, 1, 1, 2) = (1, 0,−1, 0)+t(2, 1, 2, 1). Isto determinao sistema 




1 + 2t = 1
t = 1

−1 + 2t = 1
t = 2

.Como ele não possui solução (t = 1 e t = 2?), o ponto não perten
e a reta.Exemplo 21 Determine se os espaços a�ns (1, 2, 1)+〈(2,−6, 4)〉 e (0, 5,−1)+〈(−1, 3,−2)〉representam a mesma reta.Queremos saber se para 
ada s dado, existe t tal que (1, 2, 1) + s(2,−6, 4) = (0, 5,−1) +
t(−1, 3,−2). Isto determina o sistema linear





−t = 1 + 2s
3t = −3− 6s
−2t = 2 + 4s

.Da primeira equação obtemos que t = −1 − 2s. Veri�que que isto satisfaz as outras duasequações. Portanto é a mesma reta.Uma reta no plano possui 
omo equação geral ax + by + c = 0. Para determinar umaequação paramétri
a partindo da equação 
artesiana, basta 
olo
ar uma das variáveis (termotambém utilizado em Álgebra Linear é in
ógnita) 
omo o parâmetro e determinar o valor daoutra variável em função do parâmetro.Exemplo 22 Determine uma equação paramétri
a para a reta em R2 2x− 3y = 6.Coloque y = t. Agora x = 3 + 3/2y = 3 + 3/2t. Logo, (x, y) = (3, 0) + t(3/2, 1).Exemplo 23 Determine a equação paramétri
a da reta em R2 y = 7.Coloque x = t, y = 7. Logo (x, y) = (0, 7) + t(1, 0).Observação 7 Se 
olo
armos y = t no exemplo anterior obteremos que t = 7 e nãoteremos valor para x! A es
olha de quem vai ser o parâmetro é importante. Aprenderemosa fazer a es
olha 
erta de forma sistemáti
a no (próximo) Capítulo de Sistemas Lineares.Veja Observação 9.



1.2. ESPAÇOS GERADOS 11Um sistema 
om duas equações lineares em R3 determina, de forma geral, uma reta em
R3, pois representam a interseção de dois planos. Para se obter equações paramétri
as desistemas simples 
oloque uma das variáveis 
omo parâmetro e es
reva as outras em funçãodesta.Exemplo 24 Determine equações paramétri
as para a reta (em R3) 
om equações 
artesia-nas dadas por: { 2z − y = 1

x + y + z = 0
;Coloque z = t na primeira equação, obtendo y = 2t − 1. Substitua z = t e y = 2t − 1na ter
eira, obtendo x + (2t − 1) + t = 0. Logo x = −3t + 1. Portanto, (x, y, z) =

t(−3, 2, 1) + (1,−1, 0). Outra solução é 
omeçar 
om y = t, obtendo z = t/2 + 1/2 daprimeira. Substituindo na segunda, obtemos x = −3/2t − 1/2. Portanto, outra resposta é
(x, y, z) = t(−3/2, 1, 1/2) + (−1/2, 0, 1/2).Observação 8 É possível no exemplo anterior 
olo
ar x = s. Obteremos um sistema em
y e z que pode ser resolvido (
onvido leitor a resolvê-lo: z = (1 − s)/3, y = (−2s −
1)/3) embora 
om mais trabalho que no exemplo. A resposta �nal, apesar de diferentedas anteriores também é 
orreta: (x, y, z) = (1,−2/3,−1/3)s + (0,−1/3, 1/3). É amesma reta pois os vetores que multipli
am o parâmetro ((−3, 2, 1), (−3/2, 2, 1/2) e
(1,−2/3,−1/3)) são paralelos entre si e, por exemplo, o ponto (0,−1/3, 1/3) pode serobtido tomando t = −1/3 na última equação do exemplo. Cheque os outros pontos.
Exemplo 25 Determine equações paramétri
as para a reta (em R3) 
om equações 
artesia-nas dadas por: { z = 1

y + z = 0
;Como z = 1, substtituindo na segunda equação obtemos que y + 1 = 0. Logo y = −1.Note que x pode assumir qualquer valor. Portanto x = t, y = −1 e z = 1. Logo,

(x, y, z) = t(1, 0, 0) + (0,−1, 1).Observação 9 Se 
olo
armos z = t no exemplo anterior não 
onseguiremos equações(em função de t) para x (tente fazer isso!). Veja Observação 7.Observação 10 Note que a 
ara
terização de reta através de equações paramétri
as in-depende da dimensão do espaço ambiente. Desta forma uma reta no plano ou espaço éda forma w + tv. Por 
ontraste, a equação 
artesiana de uma reta no plano tem que sersubstituída por um sistema de duas equações para 
ara
terizar uma reta no espaço.Observação 11 Note que a forma paramétri
a não é úni
a. Assim dada reta r = {w +
tu; t ∈ R} podemos substituir u por um múltiplo não-nulo qualquer v = 3u ou v = −6ue obter a mesma reta r = {w + sv; s ∈ R}. Por outro lado, dado z ∈ r qualquer, 
omo
z−w é paralelo ao vetor u (faça um desenho), r = {z + tu; t ∈ R} (podemos substituir
w ∈ r por outro vetor qualquer que pertença à reta.



12 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEAR1.2.3 Espaço Gerado por 2 VetoresA 
ombinação linear de dois vetores LIs (não-paralelos) u e v gera um plano passando pelaorigem de a
ordo 
om a regra do paralelogramo. Adi
ionando um vetor w a este planoobtemos a equação paramétri
a geral de um plano. Este plano é representado na formaparamétri
a por w+tu+sv, onde s, t ∈ R são dois um parâmetros variáveis independentes eos vetores u,v não são paralelos entre si. Isto signi�
a que o 
onjunto Π = {w+tu+sv; s, t ∈
R}, obtido quando se varia t e s, é igual ao 
onjunto dos pontos de um plano.

Π

0

v
sv

u

tu
tu + sv

w

w + tu + sv

Figura 1.8: Plano Π = {w + tu + sv; s, t ∈ R}Utilizando a notação de espaço gerado, um plano é um subespaço a�m da formaw+〈u,v〉.Como bastam dois vetores LIs no espaço gerado, dizemos que um plano é um subespaçoa�m de dimensão 2. Quando w = 0, o plano passa pela origem e é igual ao espaço geradopor {u,v}. Dizemos que um plano passando pela origem é um subespaço de dimensão2. Na Figura 1.8 mostramos o plano passando na origem 〈u,v〉 (e portanto um subespaço)e sua translação w + 〈u,v〉.Exemplo 26 Determine pontos do plano 
uja equação paramétri
a é
(1, 1, 2, 0) + t(−1, 2,−1, 1) + s(1, 1, 1, 1).Colo
amos t = s = 0 para obter o ponto (1, 1, 2, 0). Colo
ando t = 0, s = 1 obte-mos (1, 1, 2, 0) + (1, 1, 1, 1) = (2, 2, 3, 1). Colo
ando t = 1, s = 0 obtemos (1, 1, 2, 0) +
(−1, 2,−1, 1) = (0, 3, 1, 1). Colo
ando t = 1, s = −1 obtemos (1, 1, 2, 0)+ (−1, 2,−1, 1)−
(1, 1, 1, 1) = (−1, 2, 0, 0).Exemplo 27 Considere u = (1,−2, 1, 1, 1),v = (2, 2, 0, 1, 1). O subespaço a�m
(1, 2, 3, 4, 5) + 〈u,v〉 é um plano em R5 pois {u,v} é um 
onjunto LIs (um não é múltiplodo outro). Podemos veri�
ar isto 
omparando a primeira entrada dos vetores u e v; um teriaque ser o dobro do outro. Mas as outras entradas não são o dobro entre si. Logo, eles sãoLIs.Exemplo 28 Determine se o ponto (1, 1, 1, 1) perten
e ao plano
(2, 2, 2, 2) + 〈(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)〉.



1.2. ESPAÇOS GERADOS 13Queremos saber se existe s, t ∈ R tal que (1, 3, 1, 3) = (2, 2, 2, 2)+ s(1, 0, 1, 0)+ t(0, 1, 0, 1).Isto determina o sistema 



2 + s = 1
2 + t = 3
2 + s = 1
2 + t = 3

.Por inspeção vemos que a solução é s = −1 e t = 1. Portanto o ponto perten
e ao plano.Exemplo 29 O espaço gerado por {(0, 0, 1), (0, 1, 0)} é o plano passando pela origem para-lelo aos eixos y e z, o plano x = 0.Isto é verdade pois dado um ponto qualquer deste plano (0, a, b) temos que (0, a, b) =
a(0, 1, 0) + b(0, 0, 1)Exemplo 30 O espaço gerado por (0, 1, 1) e (0, 1, 0) é o plano passando pela origem aoseixos y e z.Isto é verdade pois dado um ponto qualquer deste plano (0, a, b) temos que (0, a, b) =
a(0, 1, 1) + (b− a)(0, 0, 1).Exemplo 31 Determine equações paramétri
as para o plano (em R4):(a) que 
ontém o ponto (1, 2, 3, 4) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2, 3, 5, 7) e
(0, 1, 0, 1) .O plano é (1, 2, 3, 4) + t(2, 3, 5, 7) + s(0, 1, 0, 1).(b) que 
ontém os pontos (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3, 3) e (4, 0, 4, 0).Tomando w = (2, 2, 2, 2), v = (3, 3, 3, 3) − w = (1, 1, 1, 1) e w = (4, 0, 4, 0) − w =
(1,−2, 1,−2). Logo o plano é w + tu + sv.(
) que 
ontém os pontos (1,−1, 1,−1) e (2, 3, 4, 5) e é paralelo ao vetor (2,−3, 4,−5).Tomando w = (1,−1, 1,−1), v = (2, 3, 4, 5) − w = (1, 4, 3, 6) e w = (2,−3, 4,−5).Logo o plano é w + tu + sv.Um plano em R3 possui 
omo equação geral ax + by + cz = d. Para determinar equaçãoparamétri
a partindo da equação 
artesiana, basta 
olo
ar duas das variáveis 
omo os doisparâmetros e determinar o valor da ter
eira variável em função dos parâmetros.Exemplo 32 Determine a equação paramétri
a do plano em R3: 2x− 3y + 10z = 16.Coloque y = s e z = t. Então x = 8 + 3/2y − 5z = 8 + 3/2s− 5t.Logo o plano é (x, y, z) = (8, 0, 0) + s(3/2, 1, 0) + t(−5, 0, 1). Isto é, o plano é o subespaçoa�m (8, 0, 0) + 〈(3/2, 1, 0), (−5, 0, 1)〉.Exemplo 33 Determine a equação paramétri
a do plano em R3: 3y + 2z = 6.Como x não apare
e na equação, 
olo
amos x = s (um dos parâmetros). Fixando Colo
ando
y = t obtemos que z = 3− 3/2y = 3− 3/2t.Logo o plano é (x, y, z) = (0, 0, 3) + s(1, 0, 0) + t(0, 1,−3/2). Isto é, o plano é o subespaçoa�m (0, 0, 3) + 〈(1, 0, 0), (0, 1,−3/2)〉.Observação 12 A passagem de equações 
artesianas para paramétri
as é feita resolvendo-se um sistema linear. A generalização destas idéias para um número maior de equaçõese variáveis bem 
omo a investigação sistemáti
a (é ne
essário 
uidado na seqüên
ia deoperações realizadas nas equações de um sistema) da parametrização do 
onjunto-soluçãode um sistema linear é tema 
entral do iní
io do 
urso de Álgebra Linear que exploraremosno Capítulo Sistemas Lineares.
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onjunto de dois vetores pode gerar um plano ou não dependendo se eles são paralelosentre si (o 
onjunto é LD) ou não.Exemplo 34 O espaço gerado por {(1/2, 2,−1), (−1,−4, 2)} é a reta passando pela ori-gem paralela ao vetor (1/2, 2,−1) (ou (−1,−4, 2), que é a mesma reta). Neste 
aso oespaço gerado possui dimensão 1. Portanto, 〈(1/2, 2,−1), (−1,−4, 2)〉 = 〈(1/2, 2,−1)〉 =
〈(−1,−4, 2)〉 .1.2.4 Espaço Gerado por 3 ou Mais VetoresO que apresentamos até aqui se generaliza para 3 ou mais vetores. A 
ombinação linear de pvetores LIs u1,u2, . . . ,up gera um subespaço passando pela origem. Adi
ionando um vetor wa este subespaço obtemos uma equação paramétri
a da forma w+t1u1+t2u2+ · · ·+tpvp,onde ti ∈ R, 
om i = 1, . . . , p, são p parâmetros variáveis independentes e os vetores
u1,u2, . . . ,up são LIs. Como são p vetores LIs dizemos que é um subespaço a�m dedimensão p.Utilizando a notação de espaço gerado, um subespaço a�m é representado por w +
〈u1,u2, . . . ,up〉. Quando w = 0, o subespaço a�m passa pela origem e igual ao espaçogerado por {u1,u2, . . . ,up}. Dizemos neste 
aso (subespaço a�m passando pela origem) queé um subespaço de dimensão p.Exemplo 35 O espaço gerado por (1, 0, 0), (0, 1, 0) e (0, 0, 1) é de dimensão 3, igual a todoo R3 pois dado (a, b, c) ∈ R3, (a, b, c) = a(1, 0, 0) + b(0, 1, 0) + c(0, 0, 1).Exemplo 36 O espaço gerado por (1, 1, 1), (1, 0, 1) e (0, 1, 0) possui dimensão 2 pois
(1, 1, 1) = (1, 0, 1)+ (0, 1, 0). Desta forma 〈(1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 0)〉 = 〈(1, 0, 1), (0, 1, 0)〉.Exemplo 37 O espaço gerado por (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) e (0, 0, 0, 1) é de dimensão 3, iguala um subespaço de dimensão 3 do R4 perpendi
ular ao eixo x.Para se determinar a dimensão do espaço gerado deve-se eliminar os vetores dependentes(redundantes) do 
onjunto de vetores.Exemplo 38 Considere três vetores u,v,w no R3. Se eles forem LIs eles gerarão um subes-paço de dimensão 3 que será ne
essariamente igual a todo o R3. Se um for 
ombinação linear(LDs) dos outros, digamos que w = αu + βv, ele será redundante; desta forma 〈u,v,w〉será igual a 〈u,v〉. Agora, 
onforme análise anterior, o espaço gerado será reduzido a umplano, reta ou ponto.Exemplo 39 O subespaço a�m (2, 3, 5, 7) + 〈(1, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3, 3), (4, 4, 4, 4)〉 éuma reta em R4 embora possua 4 vetores.Isto porque (2, 2, 2, 2) = 2(1, 1, 1, 1), (3, 3, 3, 3) = 3(1, 1, 1, 1), (4, 4, 4, 4) = 4(1, 1, 1, 1).Desta forma, 〈(1, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2), (3, 3, 3, 3), (4, 4, 4, 4)〉 = 〈(1, 1, 1, 1)〉.Exemplo 40 O subespaço a�m (1, 2, 3, 4, 5) + 〈(0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 0)〉 é um ponto.Portanto a 
ara
terização geométri
a de S = w + 〈u1,u2, . . . ,up〉 depende não do valorde p, mas de quantos vetores são LIs. Assim se:
• p = 0, S é um ponto;
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• p = 1, S é uma reta ou ponto;
• p = 2, S é um plano, uma reta ou um ponto;
• p = 3, S é um subespaço a�m de dimensão 3, um plano, uma reta ou um ponto;
• p = k, S é um subespaço a�m de no máximo dimensão k.É intuitivamente óbvio que em R2 qualquer 
onjunto de 3 vetores será LD pois 
aso
ontrário geraria um subespaço de dimensão 3. Do mesmo modo em R3, qualquer 
onjunto
om 4 ou mais vetores é LD pois 
aso 
ontrário geraria um subespaço de dimensão maior que

4. Por outro lado, para que um 
onjunto de vetores gere todo o R2 deve ter pelo menos 2vetores, 
aso 
ontrário gerará somente uma reta ou ponto. Para que gere todo o R3 deve terpelo menos 3 vetores, 
aso 
ontrário gerará somente plano, reta ou ponto.Con
luímos que em Rn:
• um 
onjunto 
om mais de n vetores é LD;
• um 
onjunto 
om menos de n vetores não gera Rn;
• um 
onjunto de n vetores gera Rn se, e só se, é LI.1.3 BasesUma notação muito utilizada é de�nir os seguintes vetores de Rn:
e1 = (1, 0, 0, . . . , 0, 0) ∈ Rn

e2 = (0, 1, 0, . . . , 0, 0) ∈ Rn... =
...

en = (0, 0, 0, . . . , 0, 1) ∈ RnNote que qualquer vetor do Rn pode ser expresso 
omo 
ombinação linear úni
a dosvetores e1, e2, . . . , en. Por isso dizemos que este 
onjunto forma uma base do Rn. Por ser abase padrão dizemos que é a base 
an�ni
a do Rn, que é denotada por ε = {e1, e2, . . . , en}.De�nição 12 (base) Um 
onjunto ordenado S é base se todo vetor se expressa de formaúni
a 
omo 
ombinação linear dos elementos de S.Exemplo 41 A base 
an�ni
a do R4 é e1 = (1, 0, 0, 0), e2 = (0, 1, 0, 0), e3 = (0, 0, 1, 0),
e4 = (0, 0, 0, 1). Isto é verdade pois dado (a, b, c, d) ∈ R4, (a, b, c, d) = ae1 + be2 + ce3 +de4Exemplo 42 Considere o 
onjunto {(1, 0), (1, 1), (0, 1)}.Ele gera todo o R2 pois dado (a, b) ∈ R2, (a, b) = a(1, 0) + 0(1, 1) + b(0, 1), mas não é basede R2 pois não é 
onjunto LI: (1, 1) = (1, 0) + (0, 1).Exemplo 43 O 
onjunto {(1, 0), (1, 1)} é base do R2. De fato eles são LIs (um não émúltiplo do outro) e geram o R2 pois dado (a, b) ∈ R2, (a, b) = a(1, 0) + (b− a)(1, 1).Exemplo 44 β = {(1, 1, 1, 1), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)} é base do R4. De fato, dado
(a, b, c, d) ∈ R4, (a, b, c, d) = a(1, 1, 1, 1) + (b− a)(0, 1, 1, 1) + (c− b− a)(0, 0, 1, 1) + (d−
c− b− a)(0, 0, 0, 1).



16 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEARDe�nição 13 (
oordenadas) As 
oordenadas do vetor v na base β = {b1,b2, . . . ,bn},são os 
oe�
ientes αi's (úni
os pela de�nição de base) usados para 
ombinar linearmente osvetores bi's de forma a gerar v, isto é, v =

n∑

i=1

αibi. Denotamos
[v]β =




α1

α2...
αn


 .Desta forma, as 
oordenadas são es
ritas 
omo uma matriz de uma 
oluna.Exemplo 45 Dada a base 
an�ni
a do Rn ε = {e1, e2, . . . , en}, e um vetor v = (v1, v2, . . . , vn),
omo v = v1e1 + v2e2 + · · ·+ vnen 
on
luímos que [v]ε =




v1

v2...
vn


.Exemplo 46 Considere o vetor v = (2, 4) e as bases ε = {(1, 0), (0, 1)} e β = {(1, 1), (0, 1)}.Então [v]ε =

[
2
4

] e [v]β =

[
2
2

], 
omo ilustramos na Figura 1.9. Observe que o mesmovetor pode possuir 
oordenadas distintas em bases distintas.

Figura 1.9: Vetor v = (2, 4) em bases distintasExemplo 47 Considere a base β = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} e o vetor v = (1, 2, 2).Então [v]ε =




1
2
2


 mas [v]β =




1
1
0


.Exemplo 48 Considere a base β = {(1, 1, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)} e os vetores v = (1, 2, 2) e

w = (1, 1, 0).Então [w]ε = [v]β =




1
1
0


. Portanto vetores distintos podem possuir as mesmas 
oordena-das em bases distintas.



1.4. EXERCÍCIOS DE INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEAR 17Embora 
oordenadas sem indi
ação da base não determinem um vetor, existe uma 
on-venção (dizemos que é um abuso de notação, isto é, um uso da notação diferente do 
on-ven
ionado) que é assumir que a base é 
an�ni
a. Assim, temos três formas equivalentes dedeterminar o mesmo vetor v ∈ Rn:
• 
onsidere o vetor v = (α1, . . . , αn) (uso 
orreto);
• 
onsidere o vetor [v]ε =




α1...
αn


 (uso 
orreto);

• 
onsidere o vetor v =




α1...
αn


 (abuso de notação);De fato, o último uso é tão 
omum que muitos livros usam 
omo de�nição de vetor do

Rn: um vetor é uma matriz 
om uma 
oluna e n linhas. Note que um vetor poderia ser umamatriz linha, mas a 
onvenção utilizada em todos os livros é 
omo uma matriz 
oluna.1.4 Exer
í
ios de Introdução à Álgebra Linear1.4.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1.Determine se é ponto, reta ou plano o 
onjunto representado pela(s) equa-ção(ões):(a) x = 4 em R2; (b) x = −1 em R; (
) y = 3 em R3;(d) x + y = 2 em R2; (e) x− y = −1 em R3;(f) { x = 5
y = −2

em R2; (g) { x = −5
y = 2

em R3; (h) { x− y = −5
y = 2

em R3;Exer
í
io 2.Quando representamos vetores 
omo setinhas:(a) dois vetores iguais são ne
essariamente (
oin
identes, paralelos);(b) fazendo produto por k > 1 obtemos vetor 
om (mesmo, maior, menor)tamanho e 
om (mesmo sentido, sentido oposto).(
) fazendo produto por k = −1 obtemos vetor 
om (mesmo, maior, menor)tamanho e 
om (mesmo sentido, sentido oposto).(d) fazendo produto por k < −1 obtemos vetor 
om (mesmo, maior, menor)tamanho e 
om (mesmo sentido, sentido oposto).(e) fazendo produto por k, 
om −1 < k < 0, obtemos vetor 
om (mesmo,maior, menor) tamanho e 
om (mesmo sentido, sentido oposto).Exer
í
io 3.Determine se é ponto, reta ou plano:(a) 〈(1, 2, 0, 0), (2, 4, 0, 0)〉+ (2, 1, 2, 2); (b) 〈(1, 2, 0, 0), (0, 1, 0, 0)〉+ (0, 0, 0, 0);(
) 〈(1, 1, 1, 1)〉+ (0, 0, 0, 0); (d) 〈(0, 0, 0, 0)〉+ (1, 1, 1, 1);Exer
í
io 4. Se u é 
ombinação linear de v e w então, ne
essariamente u perten
e:(a) à reta gerada por w? (b) ao plano gerado por v e w?Exer
í
io 5. Seja S um 
onjunto 
om 5 vetores em Rn. Determine se é V ou F:(a) se n = 3, então S é sempre LD; (b) se n = 4, então S sempre gera R4.1Versão 17.Mar.2008 17h



18 CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEARExer
í
io 6.Complete as la
unas:(a) a base 
an�ni
a do R5 é: ε = { };(b) se β = {w1,w2,w3,w4} é base do R4 e u = w4 + 2w3 + 3w2 + 4w1,
[u]β =





.Exer
í
io 7.Considere S um 
onjunto ordenado de vetores. Determine se é V ou F:(a) se todo vetor de um espaço pode ser es
rito 
omo 
ombinação linear de elementos de

S então S é base;(b) se S é base então S é um 
onjunto linearmente dependente de vetores;(
) as 
oordenadas de um vetor são sempre as mesmas, independente de base.1.4.2 ProblemasProblema 1. Sabendo que u = (2, 3), v = (−1, 4) e w = (−2,−1), determine:(a) u + 2v (b) u− v (
) 3u− 2v + wProblema 2.Cal
ule:(a) (1,−2, 3,−2, 1) + (−1, 2,−3, 4, 0) = ;(b) −3(1,−2, 3,−2, 1) = ;Problema 3.Determine equações paramétri
as para as retas (em R2):(a) y − 2x = 5; (b) y = −1.Problema 4.Determine equações paramétri
as para as retas (em R3) 
om equações 
arte-sianas dadas por:(a) { z − x = 1
x + y + z = 0

; (b) { x + y = 1
x− y = 1

; (
) { x = y
z = 0

.Problema 5.Determine equações paramétri
as para a reta (em R3):(a) que 
ontém os pontos (2,−3,−1) e (1, 2, 1);(b) que 
ontém o ponto (−1, 2,−1) e é paralela ao vetor (0, 0, 1);(
) que perten
e ao plano x− y = z − 1 e ao plano 3x− y + 1 = z.Problema 6.Determine equações paramétri
as para os planos (em R3) 
om equação 
arte-siana dada por:(a) x + y − z = 2; (b) y − z = 0.Problema 7.Determine equações paramétri
as para o plano (em R3):(a) que 
ontém os pontos (1, 0, 1), (0, 1, 1) e (−1, 0, 0).(b) que 
ontém o ponto (3, 0,−1) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2,−1, 1) e
(0, 1,−1) .(
) que 
ontém os pontos (1, 3, 2) e (−1, 2, 1) e é paralelo ao vetor (1,−1,−1).(d) que 
ontém o ponto (−3, 1, 0) e a reta de equação paramétri
a  x = t + 1

y = 1− t
z = t− 1

.Problema 8.Considere a reta r = (1, 2, 0, 0) + t(0, 1/2, 1,−1). Determine:(a) três pontos distintos de r; (b) se (1, 4, 4,−4) ∈ r;(
) se (1, 4, 3, 2) ∈ r; (d) se r = (1, 4, 3, 2) + s(0, 1/2, 1,−1);(e) se r = (1, 4,−4, 4) + s(0,−2,−4, 4).Problema 9.Considere o plano Π = (1, 1, 2, 0) + t(−1, 2,−1, 2) + s(1, 1, 1, 1) em R4. De-termine:



1.4. EXERCÍCIOS DE INTRODUÇ�O À ÁLGEBRA LINEAR 19(a) quatro pontos distintos de Π; (b) se (2, 5, 3, 4) ∈ Π;(
) se (1, 1, 3, 3) ∈ Π; (d) se Π = (1, 1, 3, 3) + 〈(−1, 2,−1, 2), (1, 1, 1, 1)〉.Problema 10.Determine uma equação paramétri
a para o subespaço a�m:(a) {(x, y, z, w) ∈ R4| x− y + 3z − 2w = 4}; (b) {(x, y, z, w, u) ∈ R5| z − 3u = 5}.Problema 11.Determine por inspeção se é LI:(a) {(1, 2, 2, 3), (2, 4, 4, 5)}; (b) {(−1, 2, 1,−3), (3,−6,−3, 9};(
) {(1, 2), (2, 1), (3, 3)}; (d) {(1, 2, 3, 4, 5), (0, 0, 0, 0, 0), (5, 4, 3, 2, 1)}.Problema 12.Determine se:(a) (1, 2, 3, 5) ∈ 〈(1, 2, 3, 4)〉; (b) (−1, 0, 0) ∈ 〈(2, 1, 1), (3, 1, 1)〉;(
) (−1, 0, 2) ∈ 〈(2, 1, 1), (3, 1, 1)〉; (d) R3 = 〈(0, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 0, 1)〉;(e) 〈(2, 1, 2)〉 = 〈(2,−1, 2)〉.Problema 13.Considere v = (4,−1,−1) e β = {(1,−1, 0), (0, 1,−1), (0, 0, 1)};(a) es
reva v 
omo 
ombinação linear dos vetores de β;(b) determine [v]ε (base 
an�ni
a);(
) determine [v]β;(d) sabendo que [w]β =




2
−3

2


; determine [w]ε.1.4.3 ExtrasExtra 1. Seja S um 
onjunto 
om 5 vetores em Rn. Determine se é V ou F:(a) se n = 7, então S é sempre LI; (b) se n = 3, então S pode gerar o R3;Extra 2.Determine equações paramétri
as para os 
onjuntos:(a) x = 3 em R2; (b) { 2x− 3y + 5z = 1

x + y = 1
em R3;(
) x− 2y = 1 em R3; (d) 3x− 2z − 5 = 0 em R3;Extra 3.Determine se é ponto, reta ou plano:(a) (1, 2, 1, 2, 1) + 〈(0, 0, 0, 0, 0), (−1, 2, 1, 2, 1))〉;(b) (1, 2, 1, 1) + 〈(1, 2, 1, 3), (1, 2, 1, 4))〉;(
) (1, 2, 1, 1) + 〈(1, 1, 1, 1), (0, 2, 0, 2), (1, 3, 1, 3))〉;(d) (2, 0, 2, 0) + 〈(1, 2, 0, 0), (1, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 0)〉;(e) (0, 0, 0, 0) + 〈(0, 0, 0, 0))〉;(f) v + 〈u,−u, 3u〉 
om u 6= 0.
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Capítulo 2Sistemas LinearesAo longo deste 
apítulo aprenderemos a determinar quando um sistema possui solução úni
a,in�nitas soluções ou nenhuma solução. Mais ainda determinaremos qual é a solução (se úni
a)ou sua fórmula geral (se in�nitas). São objetivos deste 
apítulo introduzir:(a) interpretação geométri
a da solução de sistemas (embora sirva mais para motivação,pois não pre
isamos dela para resolver sistemas);(b) operações elementares na matriz aumentada do sistema e sistemas equivalentes;(
) algoritmo da eliminação de Gauss (forma es
alonada) e Gauss-Jordan (forma totalmentees
alonada)(d) novas interpretações do produto matriz-vetor impli
ando em novas interpretações desoluções de um sistema linear.(e) solução simultânea de sistemas lineares 
om mesma matriz de 
oe�
ientes;Até o �nal do 
apítulo apresentaremos os seguintes termos té
ni
os:
• matriz aumentada, de 
oe�
ientes e lado direito de sistema linear;
• matriz diagonal, triangular superior (e inferior);
• sistemas equivalentes, operações elementares, piv�s, forma es
alonada e totalmentees
alonada,
• variáveis dependentes e livres,
• eliminação de Gauss e de Gauss-Jordan;
• sistema 
om solução úni
a, in�nitas soluções e nenhuma solução;
• produto es
alar ou interno;
• hiperplano;
• solução trivial, parti
ular e geral (
onjunto-solução) de sistema linear, sistema homogê-neo.0Versão 14.jul.2008 09h 21



22 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARES2.1 Apli
ações de Sistemas LinearesSistemas lineares apare
em em diversos tipos de apli
ações na Físi
a, Quími
a e Engenhariae dentro de diversos problemas da própria Matemáti
a. Vamos apresentar diversos exemplosque servem de motivação para este estudo. O Exemplo 49 é típi
o do ensino médio: nãosugere ne
essidade de muitas (milhares de) variáveis. Foi in
luido somente para 
ontrastar
om os outros.Exemplo 49 Há dois tipos de moeda indistinguíveis, ex
eto pelo peso. As de material Xpesam 10 g 
ada e as de material Y, 20 g 
ada. Se um 
onjunto de 100 moedas pesa 1.25Kg, quantas são do material X?
{

x + y = 100
10x + 20y = 1250

.Exemplo 50 A 
ombustão do propano produz dióxido de 
arbono e água. En
ontre a, b, ce d de forma a balan
ear a equação da reação: aC3H8 + bO2 −→ cCO2 + dH2O.Balanço de C: 3a = c, balanço de H: 8a = 2d, balanço de O: 2b = 2c + d,




3a +0b −1c +0d = 0
8a +0b +0c −2d = 0
0a +2b −2c −1d = 0

.Exemplo 51 Existe uma úni
a parábola γ da forma y = ax2 + bx+ c passando pelos pontos
(0, 1), (1, 3), (2, 4) e (3, 9)? Caso não exista, qual a parábola que melhor aproxima estespontos?

(0, 1) ∈ γ ⇒ 1 = a(02) + b(0) + c
(1, 3) ∈ γ ⇒ 3 = a(12) + b(1) + c
(2, 4) ∈ γ ⇒ 4 = a(22) + b(2) + c
(3, 9) ∈ γ ⇒ 9 = a(32) + b(3) + cObtemos um sistema 
om 4 equações e 3 variáveis (a, b, c):





0a +0b +1c = 1
1a +1b +1c = 3
4a +2b +1c = 4
9a +3b +1c = 9

.Exemplo 52 Determine a função 
úbi
a da forma f(x) = ax3 + bx2 + cx + d que melhoraproxima a função cos(x) nos pontos ki 
om i = 1, . . . , N (N tão grande quanto se queira).Observe o exemplo anterior para obter:




ak3
1 +bk2

1 +ck1 +d = cos(k1)... ... ... ... ...
ak3

N +bk2
N +ckN +d = cos(kN)

.



2.1. APLICAÇÕES DE SISTEMAS LINEARES 23Exemplo 53 Queremos determinar a distribuição de temperatura no interior da pla
a re-presentada na Figura 2.1 sabendo a temperatura em volta desta pla
a, 
onforme indi
adona �gura. Para isto vamos utilizar um prin
ípio físi
o que garante (de forma aproximada)que a temperatura em um vérti
e é igual a média das temperaturas dos quatro vérti
es maispróximos. Deste modo, a temperatura a por exemplo é igual a (20 + 25 + b + d)/4. Pro-
edendo desta forma vamos obter 6 equações 
orrespondendo a 
ada uma das 6 variáveis
(a, b, c, d, e, f): 




4a− b− d = 45
4b− a− c− e = 15
4c− b− f = 25
4d− e− a = 55
4e− b− d− f = 20
4f − c− e = 35

.

25o

15o

30o

20o

20o 25o

15o 20o

10o 15o

a

b

c

d

e

f

Figura 2.1: Pla
a Aque
idaNeste último exemplo poderíamos utilizar, ao invés de uma malha 4 × 5, uma malha
100×100 (em torno de 10 mil variáveis). Ou então 
onsiderar a distribuição de 
alor em umapeça sólida, 
om três dimensões espa
iais. Neste 
aso, utilizando um malha de 100×100×100,
hegamos a 
er
a de 1 milhão de variáveis. Desta forma surge, naturalmente, a resoluçãode sistemas 
om muitas equações e o Rn 
om n arbitrariamente grande. Dimensões muitograndes surgem pela mesma razão em diversos problemas da Físi
a: forças atuantes em umapeça ou prédio, �uxo de água em um 
ano ou rio, et
. Em todos estes 
asos o meio 
ontínuoé dis
retizado em malhas bi ou tridimensionais, levando o número de variáveis fa
ilmente paradezenas de milhares ou mesmo milhões de variáveis.Exemplo 54 Determinar o �uxo de 
arros em ruas faz parte do planejamento urbano deuma 
idade. Outros �uxos importantes são de água, energia, mer
adoria, ou bytes (internet).Nesses sistemas existem vias (ruas, 
anos, estradas ou �os) que transportam estes �uxos eque devem ser planejados de forma a suportar as 
apa
idades. Estes problemas são traduzidosem sistemas lineares que devem ser resolvidos. Consulte livros de álgebra linear (por exemploLay ou Leon ou Anton) para mais detalhes sobre estes modelos.Exemplo 55 Foram realizadas medições de dados bidimensionais (por exemplo distân
iaper
orrida e 
onsumo de 
ombustível de um automóvel) obtendo-se N pontos (xi, yi) noplano. Sabendo-se que a relação deve ser linear, qual a equação da reta que melhor aproximaesta relação?



24 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESPre
isamos determinar a, b ∈ R tal que a reta y = ax+ b passe o mais perto possível (emsentido a ser pre
isado) de todos os pontos (xi, yi), 
omo indi
ado na Figura 2.2. A repostaé dada através do 
hamado método de mínimos quadrados, que bus
a a melhor solução (
ommenor erro) do sistema 
om 2 variáveis (a, b) e N equações:




ax1 + b = y1... =
...

axN + b = yN .

x

y

Figura 2.2: Reta AproximadaExemplo 56 O vetor (0, 6, 10) é 
ombinação linear de (1, 2, 3), (2, 1, 1) e (4,−1,−3)?Pre
isamos saber existem α, β, γ tais que α(1, 2, 3) + β(2, 1, 1) + γ(4,−1,−3)
= (α, 2α, 3α) + (2β, β, β) + (4γ,−γ,−3γ)
= (α + 2β + 4γ, 2α + β − γ, 3α + β − 3γ)
= (0, 6, 10).






1α +2β +4γ = 0
2α +1β −1γ = 6
3α +1β −3γ = 10Desta forma observamos que:

• sistemas lineares modelam muitos problemas distintos;
• problemas da Álgebra Linear re
aem na resolução de sistemas lineares de modo que asté
ni
as para resolvê-los nos a
ompanharão por todo o 
urso;
• fa
ilmente os sistemas podem ter milhares de variáveis � neste 
aso a teoria será fun-damental para se entender as soluções que serão geradas por softwares de 
omputação
ientí�
a.2.2 Interpretação Geométri
aVamos dis
utir e interpretar geometri
amente soluções de sistemas lineares em R (reta) e em

R2 (plano). Na Seção 2.6 retomamos a interpretação geométri
a, generalizando-a para Rn.Deixamos para os alunos (e para os exer
í
ios) a apli
ação em R3 (espaço) destas idéias.



2.2. INTERPRETAÇ�O GEOMÉTRICA 252.2.1 Na Reta (R)Vamos 
omeçar 
om o sistema mais simples que existe que é o sistema 1× 1 (1 variável e 1equação): determine x ∈ R tal que:
{

ax = b .Para resolvê-lo, 
onsideramos três 
asos:(a) se a 6= 0 então x = a−1b: sistema 
om solução úni
a;(b) se a = b = 0 então qualquer x ∈ R é solução: sistema 
om in�nitas soluções;(
) se a = 0 e b 6= 0 então nenhum x ∈ R é solução: sistema sem solução.Observação 13 É utilizado 
omo sin�nimo de variável o termo in
ógnita.Classi�
aremos os sistemas lineares 
omo sem solução, 
om solução úni
a ou 
om in�-nitas soluções. No ensino médio utiliza-se outro vo
abulário (que não utilizaremos) para
lassi�
ar, segundo o número de soluções, os sistemas lineares. Para um sistema linear:
• sem solução: in
ompatível ou impossível ou in
onsistente;
• 
om solução: 
ompatível ou possível ou 
onsistente;
• 
om solução úni
a: (
ompatível ou 
onsistente ou possível e) determinado
• 
om in�nitas soluções: (
ompatível ou 
onsistente ou possível e) indeterminado;No ensino médio aprendemos a fazer esta análise para sistemas 2 × 2 e 3 × 3 da forma

Ax = b, 
om b ∈ R2 ou R3. Se det(A) 6= 0 (similar a 
ondição a 6= 0 a
ima), então existesolução úni
a x = A−1b. Caso 
ontrário, dependendo de 
ondições que rela
ionam A e b,o sistema possui in�nitas soluções ou não existe solução.2.2.2 No Plano (R2)No sistema { a11x + a12y = b1 (r1)
a21x + a22y = b2 (r2),


ada equação representa uma reta (r1 e r2). Re-solver o sistema equivale a bus
ar interseções destas retas. Por outro lado o sistema pode seres
rito 
omo
x

[
a11

a21

]
+ y

[
a12

a22

]
=

[
b1

b2

]
.De�nindo vetores

v1 =

[
a11

a21

]
,v2 =

[
a12

a22

]
,b =

[
b1

b2

]
,resolver o sistema 
orresponde a perguntar se b é 
ombinação linear de v1 e v2, isto é, seexistem x, y ∈ R tais que

xv1 + yv2 = b.Exemplo 57 Considere o sistema { 1x +1y = 2 (r1)
1x −1y = 0 (r2)

.



26 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESDe�na v1 =

[
1
1

]
,v2 =

[
1
−1

]
,b =

[
2
0

]
. A Figura 2.3 apresenta as duas interpreta-ções para a solução deste sistema, que possui solução úni
a igual ao ponto (1, 1): no ladoesquerdo a interseção de duas retas, no lado direito observe que b é 
ombinação linear úni
ade v1 e v2 (mais exatamente, neste 
aso b = 1v1 + 1v2).

x

y

(2, 0)
r1

r2

(0, 2)

(0, 0)

(1, 1)
x

y

v1

v2

bFigura 2.3: Solução Úni
aExemplo 58 Considere o sistema { 1x −2y = 2 (r1)
−2x +4y = 2 (r2)

.De�na v1 =

[
1
−2

]
,v2 =

[
−2

4

]
,b =

[
2
2

]
. A Figura 2.4 apresenta as duas inter-pretações para a solução deste sistema, que é sem solução: no lado esquerdo duas retasparalelas (portanto sem interseção), no lado direito observe que b não é 
ombinação linear de

v1 e v2 pois ambos estão na mesma reta. Portanto qualquer 
ombinação deles �
ará nestamesma reta.
x

y

r1

(−1, 0)

(0, 1/2)

r2

(2, 0)

(0,−1)

x

y

v1

v2

b

Figura 2.4: Sem SoluçãoExemplo 59 Considere o sistema { 1x −2y = 2 (r1)
−2x +4y = −4 (r2)

.De�na v1 =

[
1
−2

]
,v2 =

[
−2

4

]
,b =

[
2
−4

]
. A Figura 2.5 apresenta as duasinterpretações para a solução deste sistema, que possui in�nitas soluções: no lado esquerdoduas retas 
oin
identes, no lado direito observe que b pode ser es
rito de in�nitas formas
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omo 
ombinação linear de v1 e v2 pois os três estão na mesma reta. Por exemplo, b =
0v1 − v2 = 2v1 + 0v2 = v1 − 1/2v2. O 
onjunto-solução nesse 
aso será {(x, y) | x + y =
2} = {(t, 2−t) = (0, 2)+ t(1,−1) | t ∈ R}. Na linguagem do Capítulo 1, o 
onjunto-soluçãoé o subespaço a�m (0, 2) + 〈(1,−1)〉.

x

y

r1 = r2

(2, 0)

(0,−1)

x

y

v1

v2

bFigura 2.5: In�nitas SoluçõesEm resumo, o 
onjunto-solução de um sistema linear de equações tem sempre:
• ou uma úni
a solução;
• ou nenhuma solução;
• ou in�nitas soluções.Compare 
om o 
aso não-linear representado Figura 2.6. Caso se busquem as interseçõesde duas 
urvas quaisquer no plano, poderemos ter um número �nito de soluções maior queum, no 
aso 5 soluções.

Figura 2.6: Sistema Não-linear



28 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARES2.3 Operações ElementaresDe�nição 14 (matriz de 
oe�
ientes, matriz aumentada e lado direito) Considereo sistema, 
om m equações em n variáveis:




a11x1 +a12x2 · · · +a1nxn = b1

a21x1 +a22x2 · · · +a2nxn = b2... ... . . . ... ...
am1x1 +am2x2 · · · +amnxn = bmDe�nimos 
omo matriz de 
oe�
ientes, matriz aumentada e o lado direito do sistema a
imaas matrizes indi
adas na �gura abaixo.matriz aumentada︷ ︸︸ ︷



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... . . . ...
m1 am2 · · · amn

︸ ︷︷ ︸matriz de 
oe�
ientes
b1

b2...
bm




︸ ︷︷ ︸lado direitoNote que a matriz de 
oe�
ientes possui m linhas e n 
olunas que 
orrespondem as m equaçõesem n variáveis do sistema.Observação 14 É utilizado 
omo sin�nimo de matriz aumentada o termo matriz am-pliada.É 
omum o abuso de linguagem �
onsidere o sistema A�, onde A é a matriz aumentada dosistema a ser 
onsiderado.Quando a matriz de 
oe�
ientes possui algumas formas parti
ulares, o sistema se tornaextremamente fá
il de ser resolvido. O primeiro 
aso é quando a matriz de 
oe�
ientes édiagonal.De�nição 15 (matriz diagonal) A é diagonal se aij = 0 para todo i 6= j.Exemplo 60 São matrizes diagonais: [ 1 0
0 3

]
,



−10 0 0

0 3 0
0 0 −5


 ,




3 0 0 0
0 −5 0 0
0 0 5 0
0 0 0 −3


 .No 
aso de matriz de 
oe�
iente diagonal a solução do sistema é imediata.Exemplo 61 Considere o sistema  3x1 = 5

−2x2 = 4
x3 = −2


uja matriz aumentada é



3 0 0 5
0 −2 0 4
0 0 1 −2


. Neste 
aso é fá
il ver que o 
onjunto-solução é {(5

3
,−2,−2

)}.
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aso fá
il é quando matriz de 
oe�
ientes é triangular.De�nição 16 (matriz triangular superior) A é triangular superior se aij = 0 paratodo i > j.Exemplo 62 São triangulares superiores: [ 5 2
0 3

]
,




−1 1 7

0 3 2
0 0 −1



 ,




3 12 0 −3
0 −5 3 0
0 0 5 −1
0 0 0 −3


 .Observação 15 Existe o 
on
eito similar de matriz triangular inferior, 
uja de�niçãodeixamos para o leitor.Quando a matriz é triangular superior a solução é 
al
ulada através da substituiçãopara trás. Começando-se da última equação, onde se determina a última variável, determina-se 
ada variável, su
essivamente, de trás para frente.Exemplo 63 Considere o sistema  3x1 +x2 +3x3 = 2

−2x2 +x3 = −5
2x3 = −2


uja matriz aumentadaé:  3 1 3 2
0 −2 1 −5
0 0 2 −2



 . Fazendo a Substituição para trás, 
al
ulamos primeiro x3 da últimaequação. Substituímos seu valor na segunda equação e obtemos x2. Finalmente, substituindo
x1 e x2 na primeira equação, 
al
ulamos x1:

2x3 = −2 ⇒ x3 = −1
−2x2 +(−1) = −5 ⇒ x2 = 2

3x1 +(2) +3(−1) = 2 ⇒ x1 = 1
.Vamos ver 
omo podemos transformar um sistema qualquer num sistema diagonal quepossua o mesmo 
onjunto-solução, isto é, 
omo transformar num sistema diagonal equiva-lente.De�nição 17 (sistemas equivalentes) Dois sistemas (nas mesmas variáveis) são equiva-lentes se têm o mesmo 
onjunto-solução.Exemplo 64 Os dois sistemas da Figura 2.7 são equivalentes, embora 
om número de equa-ções distintas, pois possuem o mesmo 
onjunto-solução {(1, 1)}.A estratégia para Solução de Sistemas Lineares é bus
ar um sistema equivalente �fá
il�:

• na forma es
alonada (�tipo� triangular) ou
• na forma totalmente es
alonada (�tipo� diagonal).Para isto pre
isamos ver 
omo gerar sistemas equivalentes utilizando as operações ele-mentares, que são efetuadas na matriz aumentada de um sistema. Estas operações podemser vistas também 
omo operações nas equações do sistema, embora quando efetuamos os
ál
ulos fazemos as operações diretamente na matriz aumentada.
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[

1 1 2
1 −1 0

] 


1 2 3
1 −1 0
3 1 4




(2, 0)

(0, 2)

(1, 1)

(3, 0)

(
0,

3

2

)

(1, 1)

(
4

3
, 0

)Figura 2.7: Sistemas equivalentesDe�nição 18 (operações elementares) São operações elementares numa matriz:(a) tro
ar a ordem das linhas: (denotado l1 ↔ l2):
[

l1 b1

l2 b2

]
∼
[

l2 b2

l1 b1

]
;(b) multipli
ar uma linha por um es
alar não-nulo: (denotado l2 ← αl2):

[
l1 b1

l2 b2

]
∼
[

l1 b1

αl2 αb2

]
;(
) substituir linha por sua soma 
om múltiplo de outra (denotado l2 ← l2 + αl1):

[
l1 b1

l2 b2

]
∼
[

l1 b1

l2 + αl1 b2 + αb1

]
;(d) des
artar ou a
res
entar linhas só de zeros:

[
l1 b1

0 0 · · · 0 0

]
∼
[

l1 b1

]
.

De�nição 19 (matriz equivalente) Uma matriz A é equivalente a B se pode ser obtidapor meio de uma seqüên
ia de operações elementares. Denotamos A ∼ B.Lema 1 (sistemas e matrizes equivalentes) Sejam A e B matrizes aumentadas de doissistemas (nas mesmas variáveis). Se as matrizes são equivalentes (A ∼ B), então os sistemas
orrespondentes são equivalentes (possuem mesmo 
onjunto-solução).Prova: A 
ada uma das operações elementares efetuadas na matriz aumentada de umsistema 
orresponde uma operação nas equações desse sistema que não altera o 
onjunto-solução:(a) tro
ar a ordem das linhas: substituir o sistemas { A = B
C = D

por { C = D
A = B

nãoaltera o 
onjunto-solução;
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ar uma linha por um es
alar não-nulo: substituir o sistemas { A = B
C = Dpor { A = B

αC = αD
. Se C = D então é 
laro que αC = αD. Note que isto é verdadein
lusive se α = 0. Por outro lado, se αC = αD, utilizando o fato que α 6= 0, multipli
amosos dois lados por α−1, obtendo α−1αC = α−1αD. Logo, 
omo α−1α = 1, C = D. Portantonão alteramos o 
onjunto-solução.(
) substituir linha por sua soma 
om múltiplo de outra: substituir o sistema{

A = B
C = D

por { A = B
C + αA = D + αB

. Se C = D, 
omo A = B, αA = αB paraqualquer α (mesmo α = 0). Somando esta equação nos dois lados de C = D obtemos que
C + αA = D + αB. Por outro lado, suponha que C + αA = D + αB. Como A = B,
αA = αB para qualquer α. Logo subtraindo αA dos dois lados de C + αA = D + αB,obtemos C = D + αB − αA = D.(d) des
artar (ou a
res
entar) linhas só de zeros: substituir o sistema { A = B

0 = 0
por

{
A = B (ou vi
e-versa) não altera o 
onjunto-solução pois uma linha nula 
orrespondea uma equação sempre verdadeira (0 = 0).Observação 16 Dessas operações podemos deduzir outras 
omo por exemplo: �se duaslinhas são iguais, uma delas pode ser des
artada�. Isto porque o sistema { B = C

B = Cequivale a { B = C
B −B = C − C

tomando α = −1 na operação (
). Portanto obtemoso sistema { B = C
0 = 0

. Pela operação (d) este é equivalente a { B = C .Deve-se tomar 
uidado pois nem toda operação gera sistemas equivalentes. No próximoexemplo ilustramos um erro que não é 
omum mas serve para ajudar a entender o exemplodepois desse.Exemplo 65 Embora se possa substituir uma linha pela soma dela 
om outra, não sepode fazer isto simultaneamente 
om duas linhas pois senão transformaríamos o sistema{
A = B
C = D

em { A + C = B + D
A + C = B + D

. Mas este sistema é equivalente a
{

A + C = B + D pela observação anterior.Vamos ver num 
aso parti
ular. Considere { x + y = 3
2x− y = 0


ujo 
onjunto-solução é
{(1, 2)}. Somando as duas linha obtemos { 3x = 3

3x = 3

ujo 
onjunto-solução é {(x, y) =

(1, t); t ∈ R}.Note que isto é diferente de substituir a primeira linha pela soma dela 
om a segundaobtendo { 3x = 3
2x− y = 0

e depois substituir a segunda linha pela soma dela 
om a primeiraobtendo { 3x = 3
5x− y = 3

. Note que agora preservamos o 
onjunto-solução {(1, 2)}.O erro apresentado no exemplo anterior di�
ilmente é 
ometido. No próximo exemploapresentamos um erro que o
orre 
om 
erta freqüên
ia 
om alunos que não apli
am umaoperação elementar de 
ada vez.



32 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESExemplo 66 Considere o sistema  x + y + z = 3
y + z = 2
x + y = 2


uja solução úni
a é x = y = z =

1. Na forma matri
ial ele 
orresponde a  1 1 1 3
0 1 1 2
1 1 0 2



 . Vamos fazer simultaneamente
l1 ← l1 − l2 , l2 ← l2 − l3 , l3 ← l3 − l1, obtendo  1 0 0 1

−1 0 1 0
0 0 −1 −1


 . Isto 
orrespondeao sistema  x = 1

−x + z = 0
−z = −1


uja solução é x = z = 1 e y pode assumir qualquer valor.Portanto o 
onjunto-solução é {(x, y, z) = (1, t, 1) = (1, 0, 1) + t(0, 1, 0), t ∈ R}. Nalinguagem do Capítulo 1, o 
onjunto-solução é o subespaço a�m (1, 0, 1) + 〈(0, 1, 0)〉. Noteque o 
onjunto-solução foi modi�
ado.O último exemplo mostra a importân
ia de sermos extremamente 
uidadosos quandoapli
amos as operações elementares, apli
ando uma de 
ada vez.Antes de apresentar um algoritmo para resolver sistemas lineares, vamos apresentar, atravésde um exemplo, a transformação de um sistema linear qualquer, utilizando somente asoperações elementares, num sistema equivalente diagonal, que pode ser fa
ilmenteresolvido.Exemplo 67 Considere o sistema  −1 −2 −4 2
0 −7 11 −25
3 13 4 16



 . Fazendo l3 ← l3 + 3l1, 
al
u-lamos 3 13 4 16
+ 3× ( −1 −2 −4 2 )

=
3 13 4 16

+ −3 −6 −12 6
0 7 −8 22

e obtemos



−1 −2 −4 2

0 −7 11 −25
0 7 −8 22



 . Fazendo l3 ← l3 + l2 
al
ulamos 0 −7 11 −25
+ 0 7 −8 22

0 0 3 −3
eobtemos  −1 −2 −4 2

0 −7 11 −25
0 0 3 −3



 . Fazendo l3 ←
1

3
l3, obtemos  −1 −2 −4 2

0 −7 11 −25
0 0 1 −1



 .Para fazer l1 ← l1 + 4l3 
al
ulamos −1 −2 −4 2
+ 0 0 4 −4

−1 −2 0 −2
. Para fazer l2 ← l2 −

11l3 
al
ulamos 0 −7 11 −25
+ 0 0 −11 11

0 −7 0 −14
. Obtemos então  −1 −2 0 −2

0 −7 0 −14
0 0 1 −1



 . Fa-zendo l2 ← −1

7
l2, obtemos  −1 −2 0 −2

0 1 0 2
0 0 1 −1



 . Fazendo l1 ← l1 + 2l2 
al
ulamos
−1 −2 0 −2

+ 0 2 0 4
−1 0 0 2

e obtemos  −1 0 0 2
0 1 0 2
0 0 1 −1



 . Finalmente fazendo l1 ← −l1obtemos o  1 0 0 −2
0 1 0 2
0 0 1 −1


 .



2.3. OPERAÇÕES ELEMENTARES 33Agora o sistema é diagonal e pode ser fa
ilmente resolvido:  x1 = −2
x2 = 2
x3 = −1

. Portantoo 
onjunto-solução é {(−2, 2,−1)}.O plano de ação para a solução de sistemas lineares é:
• de�nir o que é a forma es
alonada e forma totalmente es
alonada de umamatriz;
• apresentar o algoritmo de eliminação de Gauss que transforma uma matrizqualquer para forma es
alonada ou totalmente es
alonada;
• estudar 
omo resolver um sistema 
uja matriz ampliada está na forma es
alonada outotalmente es
alonada.De�nição 20 (forma es
alonada) Diz-se que uma matriz está (na forma) es
alonada(�tipo� triangular superior) se
• o número de zeros no iní
io de 
ada linha aumenta estritamente de uma linhapara outra e
• não há linhas só de zeros.Exemplo 68 A matriz abaixo está na forma es
alonada.




4 −7 0 −14 4
0 0 4 0 −1
0 0 0 −13 6


Exemplo 69 A matriz abaixo não está na forma es
alonada.




4 −7 0 −14 4
3 0 4 0 −1
0 0 0 −13 6


De�nição 21 (piv�) São denominados piv�s os primeiros elementos não nulos de 
adalinha de uma matriz es
alonada.Exemplo 70 Na matriz abaixo são piv�s (indi
ados em negrito) 4, 5,−13.




4 −7 0 −14 4
0 0 5 0 −1
0 0 0 −13 6



De�nição 22 (forma totalmente es
alonada) Uma matriz es
alonada está totalmentees
alonada ou es
alonada reduzida (�tipo� diagonal) se os seus piv�s
• são todos 1's e
• são os úni
os elementos não-nulos de suas 
olunas.



34 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESExemplo 71 A matriz abaixo está na forma totalmente es
alonada.



1 −7 0 0 4
0 0 1 0 −1
0 0 0 1 6


Exemplo 72 A matriz abaixo não está na forma totalmente es
alonada.




1 −7 2 0 4
0 0 1 0 −1
0 0 0 −1 6



2.4 Es
alonamentoVamos agora des
rever o algoritmo de Eliminação de Gauss, que é dividido em duas partes.De�nição 23 (Eliminação de Gauss Parte I: Forma Es
alonada)(a) Des
arte linhas só de zeros.(b) p← (no de linhas).(
) k ← 1.(d) Enquanto k < p, repita:
• Considere apenas as linhas lk, lk+1, . . . , lp.
• Identi�que a 
oluna não nula mais à esquerda.
• Troque linhas para obter piv� não nulo.
• Anule entradas abaixo do piv� subtraindo de lk+1, . . . , lp múltiplos de lk.
• Des
arte linhas só de zeros.
• p← (no de linhas).
• k ← k + 1.De�nição 24 (Eliminação de Gauss Parte II: Forma Totalmente Es
alonada)(a) Exe
ute a Parte I do algoritmo.(b) Repita, para k = p, p− 1, . . . , 1:
• Divida lk pelo seu piv�, tornando-o 1.
• Anule entradas a
ima do piv� subtraindo de l1, . . . , lk−1 múltiplos de lk.Observação 17 Alguns livros 
hamam a Parte I de eliminação de Gauss e a Parte I +Parte II de eliminação de Gauss-Jordan.Vamos agora apli
ar o algoritmo em detalhes na matriz  2 6 3 1 4

2 6 3 −2 10
−4 −12 −7 0 −10

6 18 11 0 14


 .



2.4. ESCALONAMENTO 35(a) Des
arte linhas só de zeros (não tem nenhuma).(b) p← 4.(
) k ← 1.(d) Iní
io do primeiro laço.
• Considere apenas as linhas l1, l2, l3 e l4 (ou seja, todas as linhas).
• Identi�que a 
oluna não nula mais à esquerda:  2 6 3 1 4

2 6 3 −2 10
−4 −12 −7 0 −10

6 18 11 0 14


 .

• Troque linhas para obter piv� não nulo (
omo o piv� não é nulo, não pre
isa fazernada).
• Anule as entradas abaixo do piv� 2 , subtraindo de l2, l3, l4 múltiplos de l1. Fazendo

l2 ← l2 − l1, l3 ← l3 + 2l1,l4 ← l4 − 3l1 obtemos:  2 6 3 1 4
0 0 0 −3 6
0 0 −1 2 −2
0 0 2 −3 2


.

• Des
arte linhas só de zeros (não tem nenhuma).
• p← 4.
• k ← 2.(d) Iní
io do segundo laço.
• Considere apenas as linhas 2, 3 e 4 (ignore a primeira):  2 6 3 1 4

0 0 0 −3 6
0 0 −1 2 −2
0 0 2 −3 2


 .

• Identi�que a 
oluna não nula mais à esquerda:  2 6 3 1 4

0 0 0 −3 6
0 0 −1 2 −2
0 0 2 −3 2


.

• Troque linhas para obter piv� não nulo:  2 6 3 1 4

0 0 −1 2 −2
0 0 0 −3 6
0 0 2 −3 2


.

• Anule as entradas abaixo do piv� −1, subtraindo de l3 e de l4 múltiplos de l2. Fazendo
l4 ← l4+2l2 (l3 já está 
om entrada zerada abaixo do piv�) obtemos:  2 6 3 1 4

0 0 −1 2 −2
0 0 0 −3 6
0 0 0 1 −2


.

• Des
arte linhas só de zeros (não tem nenhuma).
• p← 4.
• k ← 3.(d) Iní
io do ter
eiro laço.
• Considere apenas as linhas 3 e 4 (ignore a primeira e a segunda):  2 6 3 1 4

0 0 −1 2 −2
0 0 0 −3 6
0 0 0 1 −2


.



36 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARES
• Identi�que a 
oluna não nula mais à esquerda.  2 6 3 1 4

0 0 −1 2 −2

0 0 0 −3 6
0 0 0 1 −2




• Troque linhas para obter piv� não nulo (
omo o piv� não é nulo, não pre
isa fazernada).
• Anule as entradas abaixo do piv� −3, subtraindo de l4 um múltiplo de l3. Fazendo

l4 ← l4 + 1/3l3 obtemos:  2 6 3 1 4
0 0 −1 2 −2

0 0 0 −3 6
0 0 0 0 0


.

• Des
arte linhas só de zeros:  2 6 3 1 4
0 0 −1 2 −2
0 0 0 −3 6



.
• p← 3.
• k ← 4.(d) Fim do laço pois k ≥ p. Fim da Parte I: matriz já está es
alonada.Vamos agora fazer o es
alonamento total da matriz.(b) Iní
io do primeiro laço. k ← 3.
• Divida l3 pelo seu piv� −3 obtendo:  2 6 3 1 4

0 0 −1 2 −2

0 0 0 1 −2


.

• Anule as entradas a
ima do piv� , subtraindo de l1, l2 múltiplos de l3. Faça l1 ← l1− l3e l2 ← l2 − 2l1 obtendo:  2 6 3 0 6
0 0 −1 0 2

0 0 0 1 −2


.(b) Iní
io do segundo laço. k ← 2.

• Divida l2 pelo seu piv� −1 obtendo:  2 6 3 0 6

0 0 1 0 −2
0 0 0 1 −2



.
• Anule as entradas a
ima do piv� , subtraindo de l1 múltiplos de l2. Faça l1 ← l1− 3l2obtendo:  2 6 0 0 12

0 0 1 0 −2
0 0 0 1 −2



.(b) Iní
io do ter
eiro laço. k ← 1.
• Divida l1 pelo seu piv� 2 obtendo:  1 3 0 0 6

0 0 1 0 −2
0 0 0 1 −2


.

• Anule as entradas a
ima do piv� 1. Não tem nada a fazer (nenhuma linha está a
imada primeira).(b) Fim do laço pois k = 1. Chegamos ao �m e a matriz está totalmente es
alonada.



2.5. RESOLVENDO SISTEMA APÓS ESCALONAMENTO 372.5 Resolvendo Sistema após Es
alonamentoPara estudar 
omo resolver o sistema após o es
alonamento, introduzimos a seguinte notaçãopara elementos da matriz: { 0 − zero − não-zero
1 − um ⋆ − qualquer número .Com esta notação, um sistema totalmente es
alonado possuirá somente uma das trêsformas:1o forma:  ⋆ ⋆ · · · ⋆ ⋆... ... . . . ... ...

⋆ ⋆ · · · ⋆ ⋆
0 0 · · · 0 1


 � sistema sem solução.A última linha do sistema 
orresponde a equação 0x1 + 0x2 + · · · + 0xn = 1. Como

0 = 1 não será verdade nun
a, o 
onjunto-solução é vazio.2o forma:  1 0 · · · 0 ⋆
0 1 · · · 0 ⋆... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 ⋆


 � sistema 
om solução úni
a.

O sistema 
orrespondente é  x1 = ⋆
x2 = ⋆... ...
xn = ⋆

. O 
onjunto-solução é {(⋆, ⋆, . . . , ⋆)}.3o forma: nenhuma das anteriores � sistema 
om in�nitas soluções.O 
onjunto-solução será in�nito 
onforme veremos na seqüên
ia.Exemplo 73 (sem solução)  1 0 0
0 1 0
0 0 1


,  1 −3 0 5 0

0 0 1 2 0
0 0 0 0 1


.

Exemplo 74 (
om solução úni
a)  1 0 0 −2
0 1 0 0
0 0 1 11


,  1 0 0 0 7

0 1 0 0 −4
0 0 1 0 −3
0 0 0 1 13


.Exemplo 75 (
om in�nitas soluções) Considere o sistema:




1 −3 0 5 0 4
0 0 1 2 0 0
0 0 0 0 1 −2



 .Suponha 
onhe
idos os valores de x2 e x4, digamos x2 = r e x4 = s. O sistema pode serrees
rito 
omo:  1x1 = 4 + 3r − 5s
1x3 = −2s

1x5 = −2
.Agora este é um sistema em 3 variáveis: x1, x3 e x5 da forma:  1 0 0 4 + 3r − 5s

0 1 0 −2s
0 0 1 −2






38 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESSabemos resolver esse sistema, que está no 1◦ 
aso. Ele possui solução úni
a:
(x1, x3, x5) = (4 + 3r − 5s, −2s, −2). Como x2 = r e x4 = s, obtemos o 
onjunto-solução
(x1, x2, x3, x4, x5) = {(4 + 3r − 5s, r, −2s, s, −2) | r, s ∈ R} ou ainda:

{(4, 0, 0, 0,−2) + r(3, 1, 0, 0, 0) + s(−5, 0,−2, 1, 0) | r, s ∈ R}.Na linguagem do Capítulo 1, o 
onjunto-solução é o subespaço a�m
(4, 0, 0, 0,−2) + 〈(3, 1, 0, 0, 0), (−5, 0,−2, 1, 0)〉 .Neste exemplo o sistema possui um total de 5 variáveis e, por possuir 3 equações re-la
ionando-as, �
ou 
om somente 5 − 3 = 2 variáveis livres para assumir qualquer valor.A essas duas variáveis (x2 e x4) foram atribuídos os dois parâmetros r, s e, utilizando as

3 equações remanes
entes do sistema foram obtidas soluções em função destes parâmetros.Para o mesmo número total de variáveis, quanto maior o número de linhas (equações) nosistema es
alonado menor o número de variáveis livres.Observação 18 A eliminação de linhas é a operação mais importante no pro
esso dees
alonamento de uma matriz pois reduz o número de equações do sistema. O fato deuma equação ser eliminada signi�
a que era 
ombinação linear das outras, sendo, portanto,redundante para a resolução do sistema. Ao �nal do es
alonamento saberemos quantasequações são independentes entre si. Em termos de variáveis, zero equações signi�
a quetodas variáveis estão livres, e 
ada equação a mais introduz uma restrição em algumavariável, reduzindo o número de variáveis livres.De�nição 25 (variável livre e variável (in)dependente) Após o es
alonamento totalde um sistema obteremos uma matriz 
om n + 1 
olunas (
orrespondendo ao total de nvariáveis) e p linhas (
orrespondendo ao número de piv�s ou de equações após o es
alona-mento). Chamamos de variável livre ou independente aquela asso
iada a 
oluna sem piv�.Como são n variáveis no total e p equações, são n − p variáveis livres. A 
ada variável livreé atribuído um parâmetro variável (usualmente denotado por t, r, s, . . .) que pode assumirqualquer valor. Chamamos de variável dependente as que não são livres pois seu valordepende de parâmetros. Em resumo temos que:
n = no total de variáveis,
p = no de equações = no de linhas = no de piv�s = no de variáveis dependentes,
n− p = no de variáveis livres = no de parâmetros.

{ [
0 1 0 ⋆
0 0 1 ⋆

︸ ︷︷ ︸n ⋆
⋆

]

Observação 19 É utilizado 
omo sin�nimo de variável dependente o termo variávellíder pois estão asso
iadas a piv�s (líderes).Alguns livros 
hamam o número de variáveis livres, que é igual ao número de parâ-metros, de grau de liberdade ou grau de indeterminação do sistema linear.Exemplo 76 Considere o sistema



0 1 2 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 3 4
0 0 0 0 1 0 0 −1
0 0 0 0 0 1 3 2


 .



2.5. RESOLVENDO SISTEMA APÓS ESCALONAMENTO 39Como n = 7 e p = 4 são 7−4 = 3 variáveis livres. Como as 
olunas sem piv� são 1, 3, 7, sãovariáveis livres x1, x3, x7. São 4 variáveis dependentes: x2, x4, x5, x6. Introduzindo parâmetros
r, s, t e atribuindo-os as variáveis livres obtemos que x1 = r, x3 = s, x7 = t. Das equaçõesobtemos que x2 = −2x3 + x7 = −2s + t, x4 = 4− 3x7 = 4− 3t, x5 = −1, x6 = 2− 3x7 =
2 − 3t. Portanto (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) = (r, −2s + t, s, 4 − 3t, −1, 2 − 3t, t), ouainda, o 
onjunto-solução é
{(0, 0, 0, 4,−1, 2, 0) + r(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) + s(0,−2, 1, 0, 0, 0, 0) + t(0, 1, 0,−3, 0,−3, 1)},
om r, s, t ∈ R. Na linguagem do Capítulo 1, o 
onjunto-solução é o subespaço a�m

(0, 0, 0, 4,−1, 2, 0) + 〈(1, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0,−2, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0,−3, 0,−3, 1)〉 .Exemplo 77 Considere o sistema
[

0 1 3 0 −7
0 0 0 1 4

]
.Como n = 4 e p = 2 são 4− 2 = 2 variáveis livres. Como as 
olunas sem piv� são 1, 3, sãovariáveis livres x1 e x3. São 2 variáveis dependentes: x2, x4. Introduzindo parâmetros r, s eatribuindo-os as variáveis livres obtemos que x1 = r e x3 = s. Das equações obtemos que

x2 = −7−3x3 = −7−3s e x4 = 4. Portanto (x1, x2, x3, x4) = (r, −7−3s, s, 4), ou ainda,o 
onjunto-solução é {(0,−7, 0, 4)+r(1, 0, 0, 0)+s(0,−3, 1, 0) | r, s ∈ R}. Na linguagem doCapítulo 1, o 
onjunto-solução é o subespaço a�m (0,−7, 0, 4) + 〈(1, 0, 0, 0), (0,−3, 1, 0)〉.Retomando o exemplo anterior, podemos gerar soluções fazendo variar os parâmetros
r, s. Por exemplo, tomando r = 0 e s = 0, obtemos a solução (0,−7, 0, 4) + 0(1, 0, 0, 0) +
0(0,−3, 1, 0) = (0,−7, 0, 4). Obtemos outra solução tomando r = 3 e s = −2: (0,−7, 0, 4)+
3(1, 0, 0, 0) − 2(0,−3, 1, 0) = (3,−1,−2, 4). Podemos obter in�nitas soluções pois para
ada es
olha de valores para os parâmetros r e s, uma nova solução é gerada.Vamos resumir tudo que dissemos nesse 
apítulo através de dois teoremas e um 
orolário.Teorema 1 (
onjunto-solução de sistema linear) O 
onjunto-solução (quando não-vazio) S de um sistema linear é sempre um subespaço a�m. Pode portanto ser es
rito naforma paramétri
a

S = {v0 + t1v1 + · · ·+ tqvq, vi ∈ Rn, ti ∈ R},ou, em termos de espaço gerado
S = v0 + 〈v1, . . . ,vq〉 .Observação 20 Este Teorema é provado 
om outra té
ni
a, utilizando propriedades (li-nearidade) do produto matriz-vetor, sem determinar expli
itamente o subespaço a�m, noTeorema 3 da página 45.Observação 21 Resolver um sistema linear pelo método de eliminação de Gauss signi�
aobter a parametrização do espaço a�m S de forma explí
ita: determinar quantos parâ-metros são ne
essários (na notação da De�nição 25, q = n − p) e quais são os vetores

v0,v1,v2, . . . ,vq.



40 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESTeorema 2 (existên
ia e uni
idade pela forma totalmente es
alonada) Da formatotalmente es
alonada determinamos se o sistema possui solução e, 
aso possua, se ela éúni
a:
•




⋆ ⋆ · · · ⋆ ⋆... ... . . . ... ...
⋆ ⋆ · · · ⋆ ⋆
0 0 · · · 0 1


 − sistema sem solução;

•




1 0 · · · 0 ⋆
0 1 · · · 0 ⋆... ... . . . ... ...
0 0 · · · 1 ⋆


 − sistema 
om solução úni
a;

• 
aso 
ontrário − sistema 
om in�nitas soluçõesÉ fá
il ver que podemos transformar um sistema na forma es
alonada para a forma total-mente es
alonada 
onforme indi
amos nos diagramas abaixo:



0 ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 ⋆
0 0 0 0


 −→




0 1 ∗ 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1







⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 ⋆ ⋆ ⋆
0 0 0 ⋆


 −→




1 0 ∗ 0 ∗
0 1 ∗ 0 ∗
0 0 0 1 ∗







⋆ ⋆ ⋆ ⋆
0 ⋆ ⋆ ⋆
0 0 ⋆ ⋆
0 0 0 ⋆


 −→




1 0 0 0 ∗
0 1 0 0 ∗
0 0 1 0 ∗
0 0 0 1 ∗


Isto prova o próximo 
orolário.Corolário 1 (existên
ia e uni
idade pela forma es
alonada) Da forma es
alonadadeterminamos se o sistema possui solução e, 
aso possua, se ela é úni
a:

•




⋆ ⋆ · · · ⋆ ⋆... ... . . . ... ...
⋆ ⋆ · · · ⋆ ⋆
0 0 · · · 0


 − sistema sem solução;

•




⋆ · · · ⋆ ⋆
0 · · · ⋆ ⋆... ... . . . ... ...
0 0 · · · ⋆


 − sistema 
om solução úni
a;

• 
aso 
ontrário − sistema 
om in�nitas soluções



2.6. PRODUTO MATRIZ-VETOR E SISTEMAS LINEARES 41Con
luimos que não pre
isamos fazer a forma totalmente es
alonada para determinar seum sistema possui solução e se ela é úni
a: para isto basta a forma es
alonada. Mas, para
al
ular a solução, re
omendamos fortemente que se es
alone totalmente a matriz ao invésde se fazer a substituição para trás na matriz es
alonada. A práti
a mostra que se reduzemerros númeri
os desta forma.Portanto, use a forma es
alonada somente para de
idir se o sistema possui solução: nãouse-o para 
al
ulá-la.Exemplo 78  0 −3 0 −1 6
0 0 0

√
π 9

0 0 0 0 311



: sem solução devido a linha: 0 = 311.Exemplo 79  13 2 0 −6 33
0 10−7 2 9 1
0 0 0 3 0


: 
om in�nitas soluções (1 variável livre).Exemplo 80  2 2 −8 12 0

0 e3 11 1 1
2

0 0 log(3) 2 0
0 0 0 77 −3


: 
om solução úni
a pois todos os números 2, e3,

log(3), 77 são não-nulos.2.6 Produto Matriz-Vetor e Sistemas LinearesIni
iamos re
ordando o produto es
alar entre dois vetores. Retomaremos este assunto bemmais adiante no texto (veja De�nição 94 da página 183) generalizando-o. No momentoqueremos somente utilizar a notação para apresentar o produto matriz-vetor.De�nição 26 (produto es
alar ou interno) Dados dois vetores u = (u1, . . . , un),v =
(v1, . . . , vn) ∈ Rn denotamos o produto es
alar (ou produto interno) entre eles por u ·v,um número de�nido por

u · v =

n∑

i=1

uivi.Exemplo 81 Sejam u = (1,−2,−3, 4, 5),v = (−1, 2,−1, 3, 0) ∈ R5. Então
u · v = (1)(−1) + (−2)(2) + (−3)(−1) + (4)(3) + (5)(0) = (−1) + (−4) + (3) + (12) = 10.Vamos agora rela
ionar a operação de produto matriz-vetor 
om sistemas lineares. Con-sidere o sistema 




a11 x1 + a12 x2 · · · + a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 · · · + a2n xn = b2... ... . . . ... ...
am1 x1 + am2 x2 · · · + amn xn = bm

.

De�nimos x =




x1...
xn


, b =




b1...
bm


 e a matriz A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ... ...
am1 am2 · · · amn


. Sabemosda de�nição usual do produto matriz-vetor que podemos es
rever este sistema 
omo

Ax = b.



42 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESExistem duas interpretações do produto matriz-vetor que impli
arão duas interpretaçõespara soluções do sistema linear a
ima:(a) (produto es
alar 
om linhas da matriz) De�nimos u1 =




a11

a12...
a1n


, u2 =




a21

a22...
a2n


, e de

forma geral uj =




aj1

aj2...
ajn


. Desta forma os vetores uj são formados pelos 
oe�
ientesdas linhas do sistema. Temos que A =



← u1 →...
← um →


 (
ada linha é um vetor). Selermos o sistema da maneira natural, linha por linha, observamos que o lado esquerdode 
ada linha possui a estrutura de produto es
alar do vetor x = (x1, . . . , xn) 
om ovetor formado por 
ada linha da matriz A. Portanto podemos rees
revê-lo 
omo





u1 · x = b1

u2 · x = b2... ...
um · x = bm

.Isto pode ser representado pelo esquema:
Ax =



← u1 →...
← um →







↑
x

↓



 =















 =




u1 · x...
um · x


 =




b1...
bm


 = b.(b) (
ombinação linear das 
olunas da matriz) Agrupando as 
olunas dos 
oe�
ientes se-gundo o esquema





a11 x1 + a12 x2 · · · + a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 · · · + a2n xn = b2... ... . . . ... ...
am1 x1 + am2 x2 · · · + amn xn = bme 
hamando v1, . . . , vn as 
olunas do lado esquerdo e de b a do lado direito,

x1




a11

a21...
am1




︸ ︷︷ ︸
v1

+x2




a12

a22...
am2




︸ ︷︷ ︸
v2

+ · · ·+ xn




a1n

a2n...
amn




︸ ︷︷ ︸
vn

=




b1

b2...
bm




︸ ︷︷ ︸
b

,

obtemos a equação vetorial n∑

j=1

xjvj = b. Es
revendo que A =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


 (
ada
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oluna é um vetor), isto pode ser representado pelo esquema:
Ax =




↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓








x1...
xn


 =












·
·
·



 =

n∑

j=1

xjvj =







 = bPara interpretar pre
isamos de uma de�nição.De�nição 27 (hiperplano) Um hiperplano em Rn é um subespaço a�m de dimensão
n− 1.Exemplo 82 Em R3 um plano possui dimensão 3− 1 = 2 e é um hiperplano. Em R2 umareta possui dimensão 2− 1 = 1 e é um hiperplano. Em R4 um subespaço a�m de dimensão
4− 1 = 3 é um hiperplano.Se introduzirmos uma equação rela
ionando as 
oordenadas de um vetor (x1, . . . , xn) ∈ Rn,reduziremos a dimensão em uma unidade pois, utilizando a equação, determinamos umavariável em função das n − 1 outras. Por isso uma equação linear determina um subespaçoa�m de dimensão n− 1, isto é, um hiperplano.Exemplo 83 Determine parametrização do subespaço a�m dos pontos (x, y, z, w, u) ∈ R5tais que x− 2y + 3z + w − u = 4.Podemos es
rever que x = 2y − 3z − w + u + 4. Introduzindo parâmetros t1 = y, t2 =
z, t3 = w e t4 = u, obtemos que x = 2t1 − 3t2 − t3 + t4 + 4. Portanto o subespaçoa�m é parametrizado por quatro parâmetros (t1, t2, t3, t4) da seguinte forma: (x, y, z, w, u) =
(4, 0, 0, 0, 0)+ t1(2, 1, 0, 0, 0)+ t2(−3, 0, 1, 0, 0)+ t3(−1, 0, 0, 1, 0)+ t4(1, 0, 0, 0, 1). Trata-sede um subespaço a�m de dimensão 4 em R5, isto é, um hiperplano em R5.Em resumo podemos es
rever A =




↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓



 ou A =



← u1 →...
← um →


. Noteque o número de 
olunas n não é ne
essariamente o mesmo que o número de linhas m.As duas interpretações do produto matriz-vetor Ax determinam duas interpretações para asolução de sistemas lineares:(a) (produto es
alar 
om linhas da matriz → interseção de hiperplanos) Cada equação uj ·

x = bj representa um hiperplano Hj (um subespaço a�m de dimensão n − 1 em Rn).A interseção de todos estes hiperplanos, representado por m⋂

j=1

Hj, determinará soluçõesdo sistema linear. Esta interpretação possui um sabor geométri
o. É a idéia usualmenteapresentada no ensino médio para interpretar sistemas. Em R2 estudamos interseçãode retas (hiperplanos em R2); em R3 estudamos interseção de planos (hiperplanos em
R3).Note que a intuição geométri
a fun
iona para garantir que, de forma geral, tanto ainterseção de duas retas no plano quanto a interseção de três planos em R3 é um úni
oponto. Mas 
omo visualizar que, de forma geral, a interseção de 4 hiperplanos em R4é um úni
o ponto? Para entender sistemas 
om muitas equações devemos nos libertardesta interpretação geométri
a, que não pode ser experimentada em dimensão maiorque 3, em favor da próxima interpretação.



44 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARES(b) (
ombinação linear das 
olunas da matriz → 
ombinação linear das 
olunas) O sistematerá solução se o vetor b for 
ombinação linear dos vetores 
oluna da matriz, isto é, se
b =

∑
xjvj para alguns xj ∈ R (b ∈ 〈v1, . . . ,vn〉). Note que se isto o
orrer podemexistir diferentes 
ombinações dos vetores 
oluna, isto é, o sistema pode ter mais de umasolução. Por outro lado, se o vetor b não estiver no espaço gerado pelos vetores 
olunada matriz, isto é, se não for 
ombinação linear (b 6∈ 〈v1, . . . ,vn〉), então o sistemanão possuirá solução. Esta interpretação possui sabor algébri
o. É a interpretaçãoimportante no 
urso de Álgebra Linear.Podemos resumir da seguinte forma:Sistema b =

∑
xjvj? ⋂

Hj 6= ∅?sem solução não não
om solução úni
a sim (úni
a) sim (1 ponto)
om in�nitas soluções sim (várias) sim (in�nidade de pontos)2.7 Casos Espe
iais2.7.1 Sistemas Homogêneos, Solução Geral e Parti
ularDe�nição 28 (Sistema homogêneo) é um sistema 
ujo lado direito é todo igual a zero:





a11x1 +a12x2 · · · +a1nxn = 0
a21x1 +a22x2 · · · +a2nxn = 0... ... . . . ... ...
am1x1 +am2x2 · · · +amnxn = 0

.

De�nição 29 (solução trivial) O vetor nulo (0, 0, . . . , 0) é sempre solução do sistema ho-mogêneo. Esta solução é 
hamada solução trivial.Observe que num sistema homogêneo o lado direito de zeros é preservado por operaçõeselementares: 


⋆ · · · ⋆ 0... . . . ... ...
⋆ · · · ⋆ 0


 ∼



∗ · · · ∗ 0... . . . ... ...
∗ · · · ∗ 0


 .Por isso a forma es
alonada de um sistema homogêneo não possui linha da forma[

0 · · · 0
]. Isto impli
a que um sistema homogêneo sempre possui solução. Maisainda, num sistema homogêneo 
om n variáveis, o número de piv�s p (equações) após oes
alonamento determina se a solução é úni
a:(a) p = n ⇒ solução úni
a (apenas a trivial);(b) p < n ⇒ in�nitas soluções, (n− p) variáveis livres.De�nição 30 (solução geral e parti
ular) Considere o sistema Ax = b.Chamamos de solução geral seu 
onjunto-solução S.Chamamos de solução parti
ular um elemento v0 ∈ S qualquer.



2.7. CASOS ESPECIAIS 45Exemplo 84 Vamos ver a relação entre soluções de um sistema não-homogêneo e do sistemahomogêneo asso
iado. Considere o sistema não-homogêneo:
[

0 1 3 0 −7
0 0 0 1 4

]
.Este sistema foi resolvido no Exemplo 77 e obtivemos que o 
onjunto-solução é

{(0,−7, 0, 4) + r(1, 0, 0, 0) + s(0,−3, 1, 0) | r, s ∈ R}. Na linguagem do Capítulo 1, o
onjunto-solução é o subespaço a�m
(0,−7, 0, 4) + 〈(1, 0, 0, 0), (0,−3, 1, 0)〉 .Considere o sistema homogêneo asso
iado:

[
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0

]
.Resolvendo-o de forma análoga, obtemos o 
onjunto-solução

{r(1, 0, 0, 0) + s(0,−3, 1, 0) | r, s ∈ R}. Na linguagem do Capítulo 1, o 
onjunto-solução éo subespaço a�m
〈(1, 0, 0, 0), (0,−3, 1, 0)〉 .Note que o 
onjunto-solução do sistema não-homogêneo e do homogêneo asso
iado dife-rem somente pelo vetor (0,−7, 0, 4), que é uma solução parti
ular (dentre as in�nitas soluções)do sistema não-homogêneo.Teorema 3 (solução geral de sistema) A solução geral (se 6= ∅) do sistema não-homogêneo é obtida transladando o 
onjunto-solução do sistema homogêneo asso
iado poruma solução parti
ular v0 (do sistema não-homogêneo).Mais pre
isamente, seja S o 
onjunto-solução (solução geral) do sistema não-homogêneo,

V o 
onjunto-solução do sistema homogêneo asso
iado e v0 ∈ S uma solução parti
ular (dosistema não-homogêneo). Então S = v0 + V .Prova: Seja S 6= ∅ a solução geral do sistema não-homogêneo Ax = b e v0 ∈ S soluçãoparti
ular qualquer (do sistema não-homogêneo).Seja V o 
onjunto-solução do sistema homogêneo asso
iado Ax = 0.Queremos provar que S = v0 + V . Para isto basta provar que v0 + V ⊂ S e que
S ⊂ v0 + V .Tome v ∈ V qualquer. Como A(v0 + v) = Av0 + Av = b + 0 = b, 
on
luimos que
v0 + V ⊂ S.Tome w ∈ S qualquer. Como A(w − v0) = Aw − Av0 = b − b = 0, 
on
luimos que
w − v0 ∈ V e portanto w ∈ v0 + V . Logo S ⊂ w0 + V .Observação 22 Este Teorema é provado 
om outra té
ni
a, utilizando o algoritmo (mé-todo de Gauss ou Gauss-Jordan) de solução de sistemas lineares, no Teorema 1 da pá-gina 39.A solução geral do sistema Ax = b é da forma v0+v, soma de uma solução parti
ular
om uma solução do sistema homogêneo asso
iado Ax = 0.A dimensão de V , 
onjunto-solução do sistema homogêneo asso
iado, que é igual a dimen-são de S, determina quantos parâmetros são ne
essários para parametrizar todas as soluções



46 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARESdo sistema. Ela 
ara
teriza �quão grande� é o 
onjunto S de soluções. Portanto, são equiva-lentes:(a) a dimensão de S é igual a zero;(b) o sistema possui solução úni
a (igual a v0);(
) a dimensão de V é igual a zero;(d) o sistema homogêneo asso
iado possui solução úni
a (a trivial).2.7.2 Mesma Matriz de Coe�
ientesPodemos resolver de forma simultânea sistemas lineares 
om mesma matriz de 
oe�
ientesmas 
om lado direito distinto.Exemplo 85 Suponha que queiramos resolver o sistema { x + 2y = 4
2x + 5y = 9

e também o sis-tema { x + 2y = −1
2x + 5y = −3

. De forma direta poderíamos 
al
ular
[

1 2 4
2 5 9

]
∼
[

1 2 4
0 1 1

]
∼
[

1 0 2
0 1 1

]
,determinando a solução do primeiro sistema (x = 2, y = 1), e depois 
al
ular

[
1 2 −1
2 5 −3

]
∼
[

1 2 −1
0 1 −1

]
∼
[

1 0 1
0 1 −1

]
,determinando a solução do segundo sistema (x = 1, y = −1). Podemos evitar retrabalhoaumentando a matriz 
om vários lados direitos de uma vez. Desta forma 
al
ulamos

[
1 2 4 −1
2 5 9 −3

]
∼
[

1 2 4 −1
0 1 1 −1

]
∼
[

1 0 2 1
0 1 1 −1

]para obter a solução dos dois sistemas de forma simultânea.2.8 Exer
í
ios de Sistemas Lineares2.8.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. Sem fazer 
ontas,1 determine se os sistemas abaixo possuem uma úni
a, ne-nhuma ou in�nitas soluções.(a) { x + y = 1
2x + 2y = 2

; (b) { x + y = 1
2x− 3y = 2

; (
) { x + y = 1
2x + 2y = 3Exer
í
io 2.Considere as seguintes operações em um sistema de quatro equações:(a) tro
ar duas equações;(b) des
artar uma equação;(
) substituir a ter
eira equação pela soma da primeira 
om a segunda;(d) substituir a quarta equação pela sua soma 
om um múltiplo da segunda;(e) multipli
ar uma equação por −1;0Versão 14.jul.2008 09h1Por �sem fazer 
ontas�, queremos dizer, neste e em outros exer
í
ios, �sem fazer quaisquer 
ontas quenão possam ser feitas mentalmente 
om fa
ilidade�
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ar uma equação por 0.As operações nun
a alteram e as operações podem al-terar o 
onjunto-solução do sistema.Exer
í
io 3.O 
onjunto-solução do sistema { x− 2y = 3
3x + y = 1

(não resolva o sistema!) nãose altera se a
res
entarmos a equação 2x + 3y = .Exer
í
io 4.Considere um triângulo ABC equilátero(a) um sistema formado pelas três retas que 
ontêm os lados de ABC possui(nenhuma; três; uma úni
a; in�nitas) solução(ções);(b) um sistema formado por quaisquer duas destas retas possui (nenhuma; três;uma úni
a; in�nitas) solução(ções).Exer
í
io 5. Sem fazer 
ontas, determine, se possível, a 
ondição em ξ para que os sistemasabaixo não possuam solução:(a) { −x + y = 3
2x− 2y = ξ

; (b) { −x + y = 3
2x + y = ξ

.Exer
í
io 6.Determine se é verdadeiro ou falso:(a) se durante o es
alonamento uma linha �
ar zerada então o sistema têm in�nitassoluções;(b) um sistema homogêneo possui sempre solução;(
) um sistema não-homogêneo não pode possuir in�nitas soluções.Exer
í
io 7.Determine se é verdadeiro ou falso:(a) um sistema 
om 5 equações e 3 variáveis é sempre sem solução;(b) um sistema 
om 3 equações e 5 variáveis possui in�nitas soluções;(
) um sistema homogêneo 
om 3 equações e 5 variáveis possui in�nitas soluções;(d) um sistema homogêneo 
om 5 equações e 9 variáveis possui pelo menos 4 variáveislivres;(e) um sistema homogêneo 
om 9 equações e 9 variáveis possui sempre solução úni
a.Exer
í
io 8. Sem fazer 
ontas, dis
uta a existên
ia e a uni
idade de solução dos sistemasabaixo. No 
aso de in�nitas soluções, determine ainda o número de variáveis livres.(a)  1 4 6 2
0 2 5 2
0 0 3 1
0 0 0 0


; (b)  1 4 6 2

0 2 5 2
0 0 3 1
0 0 0 1


; (
) [ 0 1 0 2

0 0 1 2

].Exer
í
io 9.Em R5:(a) o 
onjunto-solução de um sistema linear pode ser visto 
omo a (união;interseção) de (retas; planos; hiperplanos);(b) uma reta é um subespaço de dimensão ;(
) um plano é um subespaço de dimensão ;(d) um hiperplano é um subespaço de dimensão .Exer
í
io 10.Considere o sistema:
Ax =



← u1 →...
← um →






↑
x

↓


 =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓







x1...
xn


 = b.De�na Hj = {x ∈ Rn| uj · x = bj}.(a) o sistema Ax = b possui solução se, e somente se, m⋂

j=1

Hj (=, 6=) ∅;



48 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARES(b) o sistema Ax = b possui solução se, e somente se, b (∈, 6∈) 〈v1, . . . ,vn〉;Exer
í
io 11. Seja S 6= ∅ a solução geral de um sistema não-homogêneo 
om V o 
onjunto-solução do sistema homogêneo asso
iado. Es
olha uma opção. É sempre verdade que:(A) S = v0 + V 
om v0 ∈ V ;(B) S = v0 + V 
om v0 ∈ S;(C) V = v0 + S 
om v0 ∈ S;(D) V = v0 + S 
om v0 ∈ V ;2.8.2 ProblemasProblema 1.Considere o sistema  x + 3y = 1
2x + y = −3

2x + 2y = 0
. No ensino fundamental um métodode resolução de sistema é resolver uma equação para uma variável e substituir a expressãonas outras equações. Isto é repetido até �
armos 
om somente uma variável. Com isso,determinamos uma variável e, substituindo nas outras equações, determinamos as outras. Estemétodo, além de mais longo que a eliminação de Gauss em termos de operações ne
essáriasinduz, freqüentemente, ao erro.(a) resolva a primeira equação para x e substitua a expressão na segunda equação. De-termine y;(b) Novamente resolva a primeira equação para x, mas desta vez substitua a expressãona ter
eira equação. En
ontre este y;(
) qual é a solução 
orreta para o sistema?Problema 2.Para 
ada um dos sistemas abaixo interprete 
ada equação 
omo uma reta em

R2, faça o grá�
o e determine geometri
amente o número de soluções:(a) { x + y = 3
x− y = 1

; (b) { 3x− y = 6
−6x + 2y = 6

;Problema 3. Suponha que um sistema de três variáveis é 
omposto de três equações. Em
R3 
ada equação representa um plano. Qual a posição relativa destes três plano quando osistema:(a) não possui solução?(b) possui exatamente uma solução?(
) possui in�nitas soluções?Problema 4.Considere o paralelogramo ABCD (não-degenerado: todos os pontos são dis-tintos entre si) 
om lados paralelos AB e CD. De�nimos quatros retas r, s, t, u de modo que:
r passa por A e B, s passa por B e C, t passa por A e C, u passa por A e D. Determine asolução de 
ada um dos sistemas abaixo, onde representamos 
ada equação pela reta que eladetermina:(a) { s

t
; (b) { u

s
; (
)  r

s
t
; (d)  r

t
u

.Problema 5.Para 
ada um dos itens abaixo, dê um exemplo de um sistema 
om as 
ara
te-rísti
as pedidas ou explique por que tal exemplo não pode existir:(a) (no equações) = (no variáveis), in�nitas soluções;(b) (no equações) < (no variáveis), solução úni
a;(
) (no equações) < (no variáveis), nenhuma solução;(d) (no equações) > (no variáveis), in�nitas soluções;Problema 6.En
ontre a forma totalmente es
alonada das matrizes abaixo:
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4 5 6 7
6 7 8 9


; (b)  1 3 5 7

3 5 7 9
5 7 9 1


.Problema 7.Resolva 
ada um dos sistemas abaixo:(a) 0 1 −2 0 0

0 0 0 1 0
0 0 0 0 1



; (b)[ 0 1 −2 0 0
0 0 0 1 0

];(
) 1 0 0 −1
0 1 0 3
0 0 1 2


; (d) 3 −4 2 0

−9 12 −6 0
−6 8 −4 0

0 0 0 0


;(e) 2 6 3 1 4

2 6 3 −2 10
−4 −12 −7 0 −10

6 18 11 0 14


; (f)  0 1 2 1 1 6

0 −2 −4 −2 −4 −18
0 1 2 2 3 13


 .Problema 8.Os sistemas abaixo são equivalentes (o segundo está totalmente es
alonado):



−2 1 2 41 0 0

1 0 −2 −24 0 0
1 −1 0 −17 1

3
0


 ∼




1 0 −2 −24 0 0
0 1 −2 −7 0 0
0 0 0 0 1 0


 .Dê des
rições paramétri
as dos 
onjuntos-solução de ambos. En
ontre três soluções distintaspara o primeiro sistema.Problema 9.Resolva os sistemas lineares abaixo, es
revendo o 
onjunto solução em equaçõesparamétri
as:(a) { 2x− y + 2z = 1

−4x + 2y − 4z = −2
; (b)  x + y − 2z = −2

x− y = 0
2x + y − 3z = −3

;Problema 10.Determine os valores de m para que o sistema { 2x + 8y + 2z = 3
4x + m2y + mz = 6

pos-sua:(a) uma úni
a variável livre; (b) duas variáveis livres.Problema 11.Determine todos os valores possíveis para a, b, c, d ∈ R tais que o sistema



x + 2y + 3z = a
5y + 6z = b

cz = d
possua:(a) nenhuma solução; (b) in�nitas soluções.Problema 12.Considere a parábola y(x) = ax2 + bx+ c que passa por (1, 2), (2, 4) e (3, 8).Determine a, b, c ∈ R.Problema 13.Resolva os dois sistemas{

6x + 3y = 9
4x + 3y = 5

e {
6x + 3y = −3
4x + 3y = 1simultaneamente 
olo
ando em forma totalmente es
alonada a matriz

[
6 3 9 −3
4 3 5 1

]
.Problema 14.Cal
ule  1 0 −1

−2 1 3
0 4 −3






2
−1

1


 (produto matriz-vetor) de duas formas:



50 CAPÍTULO 2. SISTEMAS LINEARES(a) 
omo CL das 
olunas da matriz (usando 
omo 
oe�
ientes as entradas do vetor);(b) 
omo produtos es
alares das linhas da matriz pelo vetor.Problema 15. Seja A =




1 4 5
2 5 7
3 6 9



. Note que a ter
eira 
oluna é a soma das duasprimeiras. Sem es
alonar, en
ontre um vetor x tal que Ax = 0.2.8.3 Desa�osDesa�o 1.Embora não tenha sido de�nida ainda, todos sabemos 
omo fazer o produto deduas matrizes. Seja A uma matriz para ser es
alonada. Determine para 
ada uma das trêsoperações elementares uma matriz P tal que PA seja a matriz resultante após a apli
açãoda operação elementar;Di
a: Aplique operação elementar na matriz identidade.Desa�o 2.Prove que as operações elementares (de es
alonamento de uma matriz) são re-versíveis, isto é, mostre que se a matriz A é equivalente a B então a matriz B é equivalentea matriz A.Desa�o 3.Um sistema linear 
om n equações e n variáveis tem a propriedade que os 
oe�
i-entes, quando lidos linha por linha, da esquerda para direita, forma uma progressão aritméti
a.Prove que o sistema tem solução úni
a. Determine sua solução. (He�eron)Desa�o 4.Considere um sistema de n equações em n variáveis. Prove a alternativa deFredholm:(a) ou o sistema possui solução úni
a para todo lado direito;(b) ou o sistema homogêneo asso
iado tem solução não-trivial.2.8.4 ExtrasExtra 1.Para 
ada um dos sistemas abaixo interprete 
ada equação 
omo uma reta em R2,faça o grá�
o e determine geometri
amente o número de soluções:(a) { 2x− 3y = −1
−6x + 9y = 3

; (b)  2x + 2y = 6
x− y = 1

x + 3y = 6
;Extra 2.Um dado 
omum é um 
ubo 
ujas 6 fa
es apresentam os números de 1 até 6,distribuídos de forma que fa
es opostas somam sempre 7 (o 1 é oposto ao 6; o 2 oposto ao5 e o 3 oposto ao 4). Vamos representar por �fa
e 1� a equação do plano que 
ontém a fa
e
om o número 1, por �fa
e 2� a equação do plano que 
ontém a fa
e 
om o número 2, et
.Determine o número de soluções de 
ada um dos sistemas abaixo:(a) { fa
e2fa
e6 ; (b) { fa
e3fa
e4 ; (
)  fa
e1fa
e3fa
e5 ; (d)  fa
e3fa
e5fa
e6 ; (e)  fa
e1fa
e3fa
e6 ;Extra 3.Para 
ada um dos itens abaixo, dê um exemplo de um sistema 
om as 
ara
terísti
aspedidas ou explique por que tal exemplo não pode existir:(a) (no equações) = (no variáveis), solução úni
a;(b) (no equações) = (no variáveis), nenhuma solução;(
) (no equações) < (no variáveis), in�nitas soluções;(d) (no equações) > (no variáveis), solução úni
a;1Versão 14.jul.2008 09h



2.8. EXERCÍCIOS DE SISTEMAS LINEARES 51(e) (no equações) > (no variáveis), nenhuma solução;Extra 4.A equação geral do 
ír
ulo em R2 
om 
entro em (A, B) e raio r é dada por
(x−A)2 + (y − B)2 = r2.(a) determine a, b, c em função de A, B, r para que a equação do 
ír
ulo seja es
rita 
omo
x2 + ax + y2 + by + c = 0;(b) Dados três pontos (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) por onde passa o 
ír
ulo, es
reva o sistemaque determina a, b, c.(
) (Anton) Determine a equação do 
ír
ulo que passa em (−4, 5), (−2, 7) e (4,−3).Extra 5.Determine 
ondições nos parâmetros (δ, β) para que o sistema asso
iado possuauma úni
a solução, in�nitas soluções ou nenhuma solução:(a) { δx + 2y = 0

2x + δy = 2
; (b)  x + δy + z = 1

2x− δy + 3z = δ
−x + 3y = −2

;(
)  x + 2y + (δ + 1)z = 2
y + δ2z = δ + 1

x + (1− δ)z = 0
; (d)  x− y + z = −1

x + y − z = 1
3x− y + z = −1

x + y + (β − 1)z = δ

;(e)  1 1 3 2
1 2 4 3
1 3 δ β



; (f)  x + y − z = 2
y + 5z = 5

x + 2y + δz = 7
.Extra 6.En
ontre os valores de a tais que o sistema linear abaixo tenha solução.




x− y = a
x + y + z = a

2x + z = a
;Extra 7. (a) Qual a 
ondição em b1, b2 e b3 para que o sistema abaixo possua solução?


2 −5 8 b1

2 1 0 b2

1 −4 6 b3


(b) Sem refazer todas as 
ontas, diga se o sistema possue solução 
om o lado direito(3,5,-1).Extra 8. Seja y = β4x

4 + β3x
3 + β2x

2 + β1x + β0 um polin�mio que passa por 5 pontosdados: (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3), (a4, b4), e (a5, b5). Es
reva a matriz ampliada (
onhe
ida
omo matriz de Vandermonde) do sistema que determina as 5 variáveis β4, β3, β2, β1, β0. Noteque os pares (ai, bi) são dados, e serão 
oe�
ientes da matriz ampliada.
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Capítulo 3Espaços VetoriaisNeste 
apítulo generalizamos os 
on
eitos do 
apítulo 1 (
ombinação linear, espaço gerado,LI/LD, dimensão, base, 
oordenadas) para generalização do Rn 
onhe
ido 
omo espaço ve-torial.O desa�o neste 
apítulo é apli
ar estes 
on
eitos nos espaços vetoriais de polin�mio efunções (quaisquer, 
ontínuas, diferen
iáveis).3.1 De�nição e ExemplosDe�nição 31 (es
alar) Es
alares são um 
onjunto de números no qual estão bem de�nidasas operações de soma, subtração, multipli
ação e divisão. Neste 
urso, entenderemos semprepor es
alar um número real (R).De�nição 32 (Espaço vetorial) é um 
onjunto V no qual estão de�nidos uma operação desoma vetorial e uma multipli
ação por es
alar (produto es
alar-vetor) satisfazendo os axiomasdetalhados mais abaixo, dividido em três 
ategorias:(a) axiomas da soma vetorial;(b) axiomas da multipli
ação por es
alar (produto es
alar-vetor);(
) axiomas distributivos.Axioma 1 (axiomas da soma vetorial) Dados vetores u,v,w ∈ V :
• 
omutativa: u + v = v + u;
• asso
iativa: (u + v) + w = u + (v + w), ∀ u,v,w;
• elemento neutro da soma: ∃ 0 t.q. u + 0 = u ∀ u;
• inverso aditivo: dado u, ∃ (−u) t.q. u + (−u) = 0.Axioma 2 (axiomas da multipli
ação por es
alar (produto es
alar-vetor)) Dadosvetor u ∈ V e es
alares α, β:
• (αβ)u = α(βu), ∀ α, ∀ u;
• elemento neutro do produto: 1u = u, ∀u.0Versão 14.jul.2008 15h 53



54 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISAxioma 3 (axiomas distributivos) Dados vetores u,v ∈ V e es
alares α, β:
• α(u + v) = αu + αv, ∀ α,u,v;
• (α + β)u = αu + βu, ∀ α, β,u.O primeiro, e prin
ipal exemplo, foi visto em detalhes no Capítulo 1, o espaço Rn. Eleé um exemplo muito importante pois, num 
erto sentido (ver Lema 7 da página 69), todoespaço vetorial de dimensão �nita é igual a ele.Exemplo 86 RnEspaços de funções terão papel importante neste 
urso. São usados (entre inúmerasapli
ações) para se entender:(a) 
omo aproximar uma função utilizando polin�mios;(b) métodos numéri
os que aproximam derivada ou integral;(
) espaços de soluções de equações diferen
iais.De�nição 33 (espaço de polin�mios de grau máximo n) De�nimos o espaço dospolin�mios (
om 
oe�
ientes em R) de grau até n Pn = {a0 + a1x + · · ·+ anxn; ai ∈ R}.De�nimos:(a) soma vetorial: (

n∑

i=0

aix
i

)
+

(
n∑

i=0

bix
i

)
=

n∑

i=0

(ai + bi) xi;(b)multipli
ação por es
alar: α

(
n∑

i=0

aix
i

)
=

n∑

i=0

(αai) xi.Pode-se veri�
ar que é um espaço vetorial 
om elemento neutro da soma 0 ∈ Pn (polin�-mio identi
amente nulo) de�nido por 0(x) =

n∑

i=0

0xi.De�nição 34 (espaço de polin�mios) De�nimos por P a união de todos os espaços Pnpara n ∈ N. Assim P in
lui TODOS os polin�mios, de todos os graus possíveis.De�nição 35 (espaço de funções) Dado 
onjunto I (não-vazio) qualquer, denotamos
F(I; R) o 
onjunto das funções de I em R. Dadas duas funções f, g ∈ F(I; R) e λ ∈ R,de�nimos:(a) Soma vetorial: f + g por f(x) + g(x) para todo x ∈ I; e(b) multipli
ação por es
alar: λ · f por λ · f(x) para todo x ∈ I.Pode-se veri�
ar que é um espaço vetorial 
om elemento neutro da soma 0 ∈ F(I; R)(função identi
amente nula) de�nido por 0(x) = 0 para todo x ∈ I.Observação 23 Note que o sinal �+� (mais) em �f + g� e �f(x) + g(x)� (bem 
omo de�·�) possui signi�
ado distinto em 
ada expressão: soma de vetores, num 
aso, e de somade números reais (es
alares) no outro.Como entender (e visualizar) que um 
onjunto de funções 
om valores em R é um espaçovetorial?



3.1. DEFINIÇ�O E EXEMPLOS 55Vamos 
omeçar vendo uma nova representação geométri
a de vetores no R2 e no R3.Já mostramos que podemos representar vetores 
omo �setinhas� (segmentos orientados equi-valentes). Agora vamos representá-los 
omo grá�
os de funções da seguinte forma. Dado
f ∈ F({1, 2} ; R), ou seja, dada uma função f : {1, 2} → R, ela �
a inteiramente deter-minada uma vez �xado os valores f(1) e f(2). Portanto asso
iamos a f ∈ F({1, 2} ; R)o vetor f = (f(1), f(2)) ∈ R2. Re
ipro
amente, dado (a1, a2) ∈ R2, asso
iamos a função
f ∈ F({1, 2} ; R) tal que f(1) = a1 e f(2) = a2. Por exemplo, o vetor f = (5, 3) ∈ R2 podeser representado 
omo o grá�
o de f ∈ F({1, 2} ; R), 
omo indi
ado na Figura 3.1. De formaanáloga, dada g ∈ F({1, 2, 3} ; R), ou seja, dada uma função g : {1, 2, 3} → R, asso
iamoso vetor g = (g(1), g(2), g(3)) ∈ R3. Re
ipro
amente, dado (a1, a2, a3) ∈ R3, asso
iamos afunção g ∈ F({1, 2, 3} ; R) tal que g(1) = a1, g(2) = a2 e g(3) = a3. Por exemplo, o vetor
g = (3, 5, 2) ∈ R3 pode ser representado 
omo o grá�
o de g, 
omo indi
ado na Figura 3.1.

x

y

1

f(1) = 5

2

f(2) = 3

x

y

1

g(1) = 3

2

g(2) = 5

3

g(3) = 2

Figura 3.1: Representando f = (5, 3) ∈ R2 e g = (3, 5, 2) ∈ R3.. A vantagem deste ponto de vista é que os desenhos são bidimensionais, e podemos repre-sentar, por exemplo, o vetor f = (2, 4, 3, 4, 1) ∈ R5 pelo grá�
o de f ∈ F({1, 2, 3, 4, 5} ; R)de�nida por f(i) = ai, i = 1, . . . , 5, 
omo indi
ado na Figura 3.2. Note que 
om a inter-pretação geométri
a de setinhas não tínhamos 
omo representar vetores do Rn 
om n > 3.
x

y

1

f(1) = 2

2

f(4) = f(2) = 4

3

f(3) = 3

4 5

f(5) = 1Figura 3.2: Representando f = (2, 4, 3, 4, 1) ∈ R5.Generalizando, 
omo um vetor é um n−upla de números reais, podemos asso
iar a
f = (a1, . . . , an) ∈ Rn uma função f : {1, . . . , n} → R tal que f(1) = a1, f(2) =
a2, . . . , f(n) = an. Assim podemos representar f ∈ Rn, para n qualquer, pelo grá�
o de
f ∈ F({1, . . . , n} ; R). Agora se substituirmos {1, . . . , n} por I 
om I ⊂ R qualquer, po-demos representar o vetor (elemento do espaço de funções) f ∈ F(I; R) pelo grá�
o de
f : I → R. Por exemplo f ∈ F([0, π]; R), de�nido por f(x) = sen(x), pode ser representadopelo seu grá�
o, 
omo indi
ado na Figura 3.3.
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π x

y

0

Figura 3.3: Representando f ∈ F([0, π]; R), 
om f(x) = sen(x).Observação 24 Fixemos a notação In = {1, . . . , n}. A representação de vetores do
Rn 
omo função é 
oerente no seguinte sentido. Vamos nos 
on
entrar na operação desoma de vetores (a multipli
ação por es
alar é análogo). Já de�nimos anteriormente 
omosomar vetores u,v ∈ Rn: basta somar 
omponente a 
omponente. Se interpretarmosestes vetores 
omo funções u, v : In → R, de�nimos a função soma (veja De�nição 35)
u + v : In → R por (u + v)(i) = u(i) + v(i) para i = 1, . . . , n. Note que apesar de serde�nido de outra forma, obtemos a mesma 
oisa.Exemplo 87 Considere f, g ∈ F([0, 1] × [0, 1]; R), onde 
ada função representa o nível de
inza de 
ada ponto do quadrado [0, 1] × [0, 1]. Desta forma 
ada função representa umaimagem. Agora vamos visualizar os elementos da reta r(t) = tg + (1− t)f , onde r(0.0) = fe r(1.0) = g. Neste exemplo, 
onforme mostra a Figura 3.4, a função f = r(0.0) é umquadrado e g = r(1.0) um 
ír
ulo. Observe a transformação de um quadrado em um 
ír
ulo,onde representamos os pontos intermediários da reta r: r(0.2), . . . , r(0.8).Em pro
essamento de imagem estas transformações são 
hamadas de mor�smos. Pode-mos, por exemplo, 
riar rostos intermediários entre fotos distintos, misturando 
ara
terísti
as.Ver [Anton℄.

r(0.0) r(0.2) r(0.4) r(0.5) r(0.6) r(0.8) r(1.0)Figura 3.4: Quadrado se transforma em 
ír
uloDe�nição 36 (subespaço vetorial) Sub
onjunto de um espaço vetorial que também éespaço vetorial.De�nição 37 (subespaço trivial) Todo espaço vetorial V possui pelo menos dois subes-paços vetoriais, 
hamados de subespaços triviais, {0} e V .Exemplo 88 V ⊂ V é subespaço (trivial) vetorial de V .



3.1. DEFINIÇ�O E EXEMPLOS 57Exemplo 89 {0} ⊂ V é subespaço (trivial) vetorial de V .Lema 2 (
ara
terização de subespaço) H ⊂ V é subespaço vetorial se
• 0 ∈ H ,
• H é fe
hado para a soma vetorial, isto é, se dados u,v ∈ H , u + v ∈ H , e
• H é fe
hado para a multipli
ação por es
alar, isto é, se dados u ∈ H, α ∈ R, αu ∈ H .Prova: Deixamos para o leitor.Exemplo 90 Seja u ∈ V . H = {v ∈ V | v = αu, α ∈ R} é subespaço de V , uma retaparalela a v passando pela origem.De fato, 0 ∈ H e dados v1,v2 ∈ V , v1 = α1u, v2 = α2u. Logo v1 +v2 = (α1 +α2)u ∈

H . Dado e β ∈ R, βv1 = (βα1)u1 ∈ H .Exemplo 91 H = {(x, y, 0), x, y ∈ R} ⊂ R3 é subespaço. De fato,
• (0, 0, 0) ∈ H .
• Sejam (x1, y1, 0), (x2, y2, 0) ∈ H . Então (x1, y1, 0)+(x2, y2, 0) = (x1+x2, y1+y2, 0) ∈

H .
• Sejam (x, y, 0) ∈ H e α ∈ R. Então α(x, y, 0) = (αx, αy, 0) ∈ H .Para se entender um 
on
eito é importante ver 
ontra-exemplos também.Exemplo 92 H = {(x, y, 1), x, y ∈ R} ⊂ R3, translação do Exemplo 91 pelo vetor (0, 0, 1),não é subespaço.
• (0, 0, 0) 6∈ H .
• Sejam (x1, y1, 1), (x2, y2, 1) ∈ H . Então (x1, y1, 1)+(x2, y2, 1) = (x1+x2, y1+y2, 2) 6∈

H .
• Sejam (x, y, 1) ∈ H e α ∈ R. Então α(x, y, 1) = (αx, αy, α) 6∈ H , se α 6= 1.Exemplo 93 Uma reta r que não passa pela origem não é um subespaço pois 0 6∈ r.Exemplo 94 A parábola H = {(x, x2). x ∈ R} ⊂ R2 não é subespaço. Embora (0, 0) ∈ H ,dado (1, 1), (2, 4) ∈ H , (1, 1) + (2, 4) = (3, 5) 6∈ H .Exemplo 95 Considere H o primeiro quadrante do R2. Não é subespaço pois dado v ∈ H ,

−v 6∈ H (porque?).Exemplo 96 Veri�que que H = {p ∈ P3| p(1) = 0} ⊂ P3 é subespaço.
• 0 ∈ H .
• Sejam p,q ∈ H . Como p(1) = q(1) = 0, então

(p + q)(1) = p(1) + q(1) = 0.
• Sejam p ∈ H e α ∈ R. Como p(1) = 0, então (αp)(1) = α(p(1)) = α(0) = 0.



58 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISO 
on
eito de subespaço a�m generaliza a idéia de retas e planos.De�nição 38 (subespaço a�m) Seja V um espaço vetorial e H ⊂ V . Dizemos que Hé um subespaço a�m se H for a translação de um subespaço vetorial W ⊂ V . Maispre
isamente, se existe um vetor h0 ∈ V e um subespaço vetorial W ⊂ V tal que H =
h0 + W = {h0 + w | w ∈W}.Exemplo 97 (retas e planos) São subespaços vetoriais: retas e planos passando pela ori-gem. Não são subespaços vetoriais, mas subespaços a�ns: retas e planos que não passampela origem.Exemplo 98 (
onjunto-solução de sistema linear) É subespaço a�m o 
onjunto-solu-ção (quando não-vazio) de um sistema linear (veja Teorema 1 da página 39 e Teorema 3 dapágina 45, que provam 
om té
ni
as distintas).O 
onjunto-solução é um subespaço vetorial se, e somente se, o sistema é homogêneo.Os próximos exemplos apresentam dois subespaços asso
iados a uma matriz que sãomuitoimportantes para a teoria.Exemplo 99 Dada uma matriz A ∈ Mn×m, podemos des
revê-la por meio de vetores
v1,v2, . . . ,vn ∈ Rm, A =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


. De�nimos dois 
onjuntos:(a) V = {x ∈ Rn| Ax = 0} ⊂ Rn, o 
onjunto-solução do sistema linear homogêneo

Ax = 0;(b) W = {b ∈ Rm| b = Ax; x ∈ Rn}. Pelas interpretações do produto matriz-vetor(veja página 42), W =

{
n∑

i=1

xivi| xi ∈ R

}, que é igual ao espaço gerado pelas 
olunas damatriz, isto é, W = 〈v1,v2, . . . ,vn〉.Ambos são subespaços vetoriais: V pelo Exemplo 98 e W pois é o espaço gerado pelas
olunas da matriz.De�nição 39 (nú
leo e imagem de matriz) Dada uma matriz A, 
hamamos de nú
leoda matriz A o subespaço-solução do sistema homogêneo Ax = 0 e de imagem da matriz osubespaço gerado pelas 
olunas da matriz A.Vamos ver alguns subespaços vetoriais de F(I; R).Observação 25 Todo polin�mio de Pn pode ser pensado 
omo um elemento (função)de F(I; R) 
om I ⊂ R. Neste sentido, Pn e é subespaço de F(I; R). Este exemploé importante pois mais adiante no 
urso responderemos a seguinte questão: dada umafunção qualquer f ∈ F(I; R), determine o polin�mio p ∈ Pn �mais perto possível� (numsentido que será tornado pre
iso) de f .De�nição 40 (espaço de funções 
ontínuas e diferen
iáveis) Dado 
onjunto I (não-vazio) qualquer, denotamos C(I; R) o espaço das funções 
ontínuas de I em R e por
Ck(I; R) o espaço das funções 
om k derivadas 
ontínuas. Finalmente temos o espaçodas funções 
om in�nitas derivadas 
ontínuas C∞(I; R). As operações de soma emultipli
ação por es
alar são iguais as da De�nição 35.



3.2. COMBINAÇ�O LINEAR E ESPAÇO GERADO 59Exemplo 100 As funções f(x) = cos(x), g(x) = exp(x2) perten
em a C∞(R; R). As fun-ções f(x) = 1/x e g(x) = 1/(x2−1) perten
em ao espaço C∞((0, 1); R) mas não perten
ema F(R; R) pois não estão de�nidas no 0 ou no 1.A função f(x) = |x| perten
e a C(R; R) mas não perten
e a C1(R; R) (não possui derivadaem 0).Observação 26 Todo polin�mio é in�nitamente diferen
iável; se uma função possui kderivadas então ela possui k − 1 derivadas; toda função diferen
iável é 
ontínua; todafunção 
ontínua é função. Deste modo temos a su
essão de subespaços vetoriais (
ada umé subespaço vetorial de todos os que se seguem):
Pn ⊂ P ⊂ C∞(I; R) · · · ⊂ Ck(I; R) · · · ⊂ C2(I; R) ⊂ C1(I; R) ⊂ C(I; R) ⊂ F(I; R).Exemplos importantes de espaços vetoriais apare
em na teoria de equações diferen
iais.Exemplo 101 Considere V = {y(x)| y′′(x) + 9y(x) = 0} ⊂ F(R; R).
V é subespaço vetorial. De fato, dados y1(x), y2(x) ∈ V (soluções), se tomarmos y =

ay1 + by2, a, b ∈ R (
onstantes), 
omo a derivada da soma é igual a soma das derivadas(linearidade da derivada), 
al
ulamos y′′+9y = ay′′1+by′′2+9(y1+y2) = ay′′1+9y1+by′′2+9y2 =
0 + 0 = 0.Note que em parti
ular se y1(x) = sen(3x) e y2 = cos(3x), então y1, y2 ∈ V . Combi-nações destas funções também serão soluções (na realidade TODAS as soluções serão destaforma, mas não provaremos isto). Portanto, V = {a sen(3x) + b cos(3x); a, b ∈ R}.Exemplo 102 Considere V = {y ∈ C∞(R; R)| y′′(x) + 9y(x) = 9x}.Observe que se y1(x), y2(x) ∈ V , e y = y1 + y2, y′′ + 9y = 9x + 9x = 18x 6= 9x.Portanto y 6∈ V . Logo não é subespaço. Na realidade é um subespaço a�m, translação doexemplo anterior. Mais pre
isamente, seja y0(x) = x. Veri�que que y0 ∈ V , isto é, é solução(parti
ular) da equação. Então V = y0 + {a sen(3x) + b cos(3x); a, b ∈ R}.Exemplo 103 Considere V = {y ∈ C∞(R; R)| y′(x) + f(x)y(x) = 0}.Este 
onjunto é subespaço vetorial. De fato, dados y1(x), y2(x) ∈ V (soluções), setomarmos y = ay1 + by2, a, b ∈ R (
onstantes), 
omo a derivada da soma é igual a somadas derivadas (linearidade da derivada), 
al
ulamos y′ + fy = ay′1 + by′2 + f(y1 + y2) =
ay′′1 + fy1 + by′′2 + fy2 = 0 + 0 = 0. Logo y ∈ V .Exemplo 104 Considere V = {y ∈ C∞(R; R)| y′(x) + y2(x) = 0}.Este 
onjunto não é um subespaço vetorial. De fato se y é solução, w = ay, então
w′ + w2 = ay′ + a2y2 = ay′ + ay2 + ay2 = 0 + ay2 6= 0. Note que apesar de homogêneo,existe um termo quadráti
o: V não é tampou
o um subespaço a�m.3.2 Combinação Linear e Espaço GeradoVamos revisitar 
on
eitos de 
ombinação linear e espaço gerado já vistos em Rn no 
apítulo 1.A idéia de um vetor ser múltiplo (ou paralelo) de outro é generalizada pela de�nição abaixo.



60 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISDe�nição 41 (
ombinação linear) Dizemos que v é 
ombinação linear (CL) de
v1,v2, . . . ,vp se v pode ser expresso 
omo

v = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αpvp =

p∑

i=1

αivi,onde αi's são es
alares.Exemplo 105 (2, 1, 7) é 
ombinação linear de (1, 2, 3), (4, 5, 6) e (7, 8, 7)?Temos que veri�
ar se existem α, β, γ ∈ R tais que α(1, 2, 3) + β(4, 5, 6) + γ(7, 8, 7) =
((α + 4β + 7γ), (2α + 5β + 8γ), (3α + 6β + 7γ)) = (2, 1, 7).Pre
isamos resolver o sistema:  1α +4β +7γ = 2

2α +5β +8γ = 1
3α +6β +7γ = 7

.Es
alonando, 1 4 7 2
2 5 8 1
3 6 7 7



∼




1 4 7 2
0 −3 −6 −3
0 0 −2 7



∼




1 0 0 −5.5
0 1 0 8
0 0 1 −3.5



.Como o sistema possui solução (poderiam ser in�nitas soluções, mas é úni
a), obtemosque é 
ombinação linear e que α = −5.5, β = 8, γ = −3.5.Exemplo 106 Considere os vetores de P (espaço de todos os polin�mios) u = x3 + x,
v = x2 − x, w1 = 3x3 − x2 + 4x e w2 = x3 + 2x2 + 10. Determine se w1,w2 são CL de ue v.De fato, w1 é CL pois w1 = 3x3 − x2 + 4x = 3(x3 + x)− (x2 − x) = 3u− v.Por outro lado, w2 não é 
ombinação linear. Isto pois w2 = x3 +2x2 +10 = α(x3 +x)+
β(x2 − x) = αx3 + βx2 + (α− 1)x. Note que para qualquer valor de α, β, não obteremos o
10. Portanto, w2 6= αu + βv para todo α, β ∈ R.Exemplo 107 Considere os elementos de F(R; R) u = sen2(x) e v = cos2(x) Determinese w = cos(2x) é 
ombinação linear de u,v.É 
ombinação pois, por uma identidade trigonométri
a 
onhe
ida, w = v − u.De�nição 42 (
ombinação linear trivial) A 
ombinação linear (CL) trivial é obtida 
o-lo
ando todos os 
oe�
ientes iguais a zero:

0 = 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vp.Os exemplos anteriores mostram a 
onexão entre 
ombinações lineares e sistemas. Parasaber se um vetor é 
ombinação linear de outros vetores (ou não) pre
isamos resolver umsistema linear.De�nição 43 (espaço gerado) O espaço gerado pelo 
onjunto de vetores
{v1,v2, . . . ,vp}, denotado por 〈v1,v2, . . . ,vp〉 ou ainda (em inglês e em diversos livros)por span {v1,v2, . . . ,vp}, é o 
onjunto de todas as 
ombinações lineares de v1,v2, . . . ,vp.Portanto,
〈v1,v2, . . . ,vp〉 = span {v1,v2, . . . ,vp} =

{
p∑

i=1

αivi

∣∣∣∣∣ αi ∈ R, i = 1, 2, . . . , p

}
.



3.2. COMBINAÇ�O LINEAR E ESPAÇO GERADO 61De�nição 44 (
onjunto gerador) O 
onjunto {v1,v2, . . . ,vp} gera (é 
onjunto gera-dor de) W se W = 〈v1,v2, . . . ,vp〉.Convenção 1 Conven
ionamos que 〈∅〉 = {0}, isto é, o espaço gerado por um 
onjuntovazio de vetores é o subespaço trivial {0}. Isto é 
onsistente 
om a 
onvenção que 0∑

i=1

vi = 0.Lema 3 (
onjunto gerado é subespaço) O 
onjunto gerado por {v1,v2, . . . ,vp} é umsubespaço vetorial.Prova: De fato, seja H = 〈v1,v2, . . . ,vp〉. Dados u,v ∈ H , u =

p∑

i=1

uivi, w =

p∑

i=1

wivi.Então tomando ui = 0 
on
luímos que 0 ∈ H . A soma u + w =

p∑

i=1

(ui + wi)vi ∈ H .Finalmente, dado α ∈ R, αu =

p∑

i=1

(αui)vi ∈ H .Exemplo 108 〈(1, 0, 0), (0, 1, 0)〉 = {(x, y, 0) | x, y ∈ R} 6= R2.Exemplo 109 Prove que é subespaço e determine base para H = {p ∈ P2| p(2) = p(3)}
ontido em P2.É subespaço pois se dois polin�mios possuem mesmo valor em 2 e 3, 
ombinações linearestambém possuirão o mesmo valor.Seja p(x) = ax2 + bx+ c. Como p(2) = p(3), 4a+2b+ c = 9a+3b+ c, temos a equação
5a + b = 0. São três variáveis e uma equação. Portanto são duas variáveis livres: c = r e
b = s, 
om a = −b/5 = −s/5.Logo V = {−s/5x2 + sx + r; r, s ∈ R}, um plano (dimensão 2) em P2. Tomando
r = 0, s = 1 obtemos u = −x2/5 + x, r = 1, s = 0 obtemos v = 1. Logo V = 〈u,v〉.Exemplo 110 Determine uma base para H = {p ∈ P3| p(1) = 0} ⊂ P3.Seja p(x) = ax3 + bx2 + cx + d. Como p(1) = 0, a + b + c + d = 0. São quatro variáveise uma equação. Portanto são três variáveis livres: d = r, c = s, b = t, 
om a = −r − s− t.Logo H = {(−r − s − t)x3 + tx2 + sx + r}. Colo
ando r, s, t 
om 0 e 1 alternadamente,obtemos u = −x3 + 1,v = −x3 + x,w = −x3 + x2. Portanto H = 〈u,v,w〉.Outra parametrização possível é tomar 
omo variáveis livres: a = r, b = s, c = t, 
om
d = −r − s − t. Colo
ando r, s, t 
om 0 e 1 alternadamente, obtemos u = x3 − 1,v =
x2 − 1,w = x− 1. Portanto H = 〈u,v,w〉.Exemplo 111 Seja W = {p ∈ Pn | p(1) = 0}. Prove que

W =
〈
(x− 1), x(x− 1), . . . , xn−1(x− 1)

〉
.De fato, dado p ∈W , 
omo p(1) = 0 (1 é raiz), podemos dividir o polin�mio por (x−1),obtendo que p(x) = (x− 1)

(
n−1∑

i=0

aix
i

)
=

n−1∑

i=0

ai

(
xi(x− 1)

).



62 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISExemplo 112 Como cos(2x) = 2 cos2(x)− 1, temos que cos(2x) ∈ 〈1, cos(x), cos2(x)〉.Exemplo 113 Utilizando a identidade do Exemplo 112, que sen(2x) = 2 sen(x) cos(x) e
cos(3x) = cos(x) cos(2x)− sen(x) sen(2x), obtemos que cos(3x) = 2 cos3(x) + 2 cos2(x)−
cos(x)− 2.Con
luímos que cos(3x) ∈ 〈1, cos(x), cos2(x), cos3(x)〉.Generalizando 
on
luiremos que cos(nx) ∈ 〈1, cos(x), . . . , cosn(x)〉.O próximo exemplo é mais so�sti
ado. Este tipo de 
ombinação linear é utilizado nos 
ha-mados métodos dos elementos �nitos, muito importante no 
ál
ulo de estruturas (engenharia
ivil, naval, me
âni
a et
.).

φ0 φ1

φ2 φ3

Figura 3.5: Elementos �nitosExemplo 114 Considere as funções φ0, . . . , φ3 mostradas na Figura 3.5. Observe que elassão 
ara
terizadas 
omo funções lineares por partes (entre dois inteiros quaisquer elas sãolineares, isto é, o grá�
o é um segmento de reta) e que φi(j) = δij , onde δij é 
hamado dedelta de Kroene
ker, de�nido 
omo 1 se i = j e 0 
aso 
ontrário. Assim φ0(0) = 1 (i = j) e
φ0(1) = φ0(2) = 0. Do mesmo modo, φ1(1) = 1 (i = j) e φ1(0) = φ1(2) = 0.Agora podemos fazer 
ombinações lineares destas funções. Poderemos obter uma funçãolinear por partes qualquer pois se quisermos que f assuma valores f(j) = aj, 
om j = 0, . . . , 3,tome f =

3∑

i=0

aiφi. Deste modo f(0) =

3∑

i=0

aiφi(0) = a0φ0(0) = a0 · 1 = a0 (as outrasfunções φ1(0) = φ2(0) = φ3(0) = 0), e de forma análoga, f(1) =

3∑

i=0

aiφi(1) = a1, etambém f(2) = a2, f(3) = a3. Desta forma CL das φi's podem gerar qualquer função linearpor parte:
〈φ0, . . . , φ3〉 =




funções tipo 




.3.3 Dependên
ia e Independên
ia LinearVamos revisitar 
on
eitos de LI e LD, já vistos em Rn e provar um lema que 
ara
teriza
onjuntos LDs.Vamos ini
iar motivando 
om dois exemplos o 
on
eito de (in)dependên
ia linear.



3.3. DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 63Exemplo 115 Vamos ilustrar três 
asos típi
os de 
onjuntos gerados por 1, 2 e 3 vetores,que geram, respe
tivamente, uma reta, um plano e um espaço tridimensional:1 vetor 2 vetores 3 vetores
Exemplo 116 Pode o
orrer, no entanto, de um dos vetores ser �redundante� (desne
essário),e o espaço gerado por 2 vetores ser uma reta ou por 3 vetores ser um plano:2 vetores 3 vetores

Falamos que um vetor é �redundante� se ele é CL dos demais, isto é vk é redundante num
onjunto {v1,v2, . . . ,vn} se vk =

p∑

i=1
i6=k

αivi. Neste 
aso podemos es
rever que
α1v1 + . . . + αk−1vk−1−1vk + αk+1vk+1 + . . . + αpvp = 0.Portanto, 0 pode ser expresso 
omo CL não-trivial dos vi's.A questão é: Vale a volta, isto é, se 0 é CL não trivial então um dos vetores é redundante?A resposta é sim. Suponha que 0 pode ser expresso 
omo CL não-trivial dos vi's,

p∑

i=1

αivi = 0, 
om αk 6= 0.Dividindo-se por (−αk) obtemos que
−α1

αk
v1 − . . .− αk−1

αk
vk−1−1vk − αk+1

αk
vk+1 − . . .− αp

αk
vp = 0e portanto

vk =

p∑

i=1
i6=k

−αi

αk

vi.De�nição 45 (dependên
ia linear) Um 
onjunto de vetores é linearmente dependente(LD)
• se existe um vetor que é CL dos demais ou, equivalentemente,
• se o vetor nulo pode ser expresso 
omo CL não-trivial destes vetores.



64 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISDe�nição 46 (independên
ia linear) Um 
onjunto de vetores é linearmente independente(LI)
• se ele não é LD ou, equivalentemente,
• se a úni
a forma de expressar o vetor nulo 
omo CL destes vetores é 
om uma CL trivial.Convenção 2 O 
onjunto vazio é dito LI.Lema 4 (
ara
terização dos 
onjuntos LD) Os vetores v1,v2, . . . ,vp são LD se, e sóse, existe um vetor que é 
ombinação linear dos anteriores, vk =

∑

i<k

αivi.Prova: Se: trivial.Só se: seja k ≥ 1 mínimo tal que v1,v2, . . . ,vk são LD. Seja k∑

i=1

αivi = 0 CL não-trivial.Se αk fosse zero, k−1∑

i=1

αivi = 0 seria CL não-trivial, 
ontrariando a minimalidade de k. Assim,
αk 6= 0 e vk = −

k−1∑

i=1

αi

αk

vi.Exemplo 117 {v1, v2, v3} = {(1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 5)} é LD.De fato, v1 − 2v2 + v3 = 0.Exemplo 118 Considere v1 = sen(2x) e v2 = sen(x) cos(x). O 
onjunto {v1, v2, } é LD.De fato, v1 − 2v2 = 0, isto é, sen(2x)− 2 sen(x) cos(x) = 0 para todo x ∈ R.Exemplo 119 Considere v1 = sen2(x),v1 = cos2(x) e v2 = 1. O 
onjunto {v1, v2, v3} éLD.De fato, v1 + v2 − v3 = 0, isto é, sen2(x) + cos2(x) +−1 = 0 para todo x ∈ R.Exemplo 120 {1, t, . . . , tn} é LI.De fato, a0 + a1t + · · · + antn = 0 para todo t ∈ R se, e somente se, ai = 0 para
i = 1, . . . , n.Exemplo 121 Retomando as funções da Figura 3.5 da página 62. O 
onjunto {φ0, . . . , φ3}é LI.De fato, suponha que f(t) = a0φ0(t) + · · ·a3φ3(t) = 0 para todo t ∈ R. Portanto
f(0) = 0. Como f(0) = a0φ0(0) + · · ·a3φ3(0) = a0 · 1 + a1 · 0 + · · · + a3 · 0 = a0 = 0,
on
luímos que a0 = 0. De forma análoga, f(1) = a0φ0(1) + a1φ1(1) + · · ·a3φ3(1) =
a0 · 0 + a1 · 1 + · · · + a3 · 0 = a1 = 0, 
on
luímos que a1 = 0. Pro
edendo desta forma,
on
luiremos que a0 = a1 = a2 = a3 = 0, e que a úni
a CL de zero é trivial.Exemplo 122 (1, 2, 3), (4, 5, 6) e (7, 8, 7) é LI?Temos que veri�
ar se existem α, β, γ ∈ R não-nulos tais que α(1, 2, 3) + β(4, 5, 6) +
γ(7, 8, 7) = ((α + 4β + 7γ), (2α + 5β + 8γ), (3α + 6β + 7γ)) = (0, 0, 0).



3.4. BASE E COORDENADAS 65Existe solução não-trivial para o sistema:  1α +4β +7γ = 0
2α +5β +8γ = 0
3α +6β +7γ = 0

?Es
alonando par
ialmente,  1 4 7 0
2 5 8 0
3 6 7 0



 ∼




1 4 7 0
0 −3 −6 0
0 0 −2 0



.Con
luímos que o sistema possui somente solução trivial. Portanto o 
onjunto é LI.Exemplo 123 (1, 2, 3), (4, 5, 6) e (7, 8, 9) é LI?Temos que veri�
ar se existem α, β, γ ∈ R não-nulos tais que α(1, 2, 3) + β(4, 5, 6) +
γ(7, 8, 9) = ((α + 4β + 7γ), (2α + 5β + 8γ), (3α + 6β + 9γ)) = (0, 0, 0).Pre
isamos resolver o sistema:  1α +4β +7γ = 0

2α +5β +8γ = 0
3α +6β +9γ = 0

.Es
alonando,  1 4 7 0
2 5 8 0
3 6 9 0


 ∼




1 4 7 0
0 −3 −6 0
0 0 0 0


 .Con
luímos que o sistema possui in�nitas soluções. Portanto existe solução não-trivial dosistema e o 
onjunto é LD.Observação 27 Para determinar se é LI ou LD basta es
alonar matriz 
om vetores em
ada 
oluna (veja os dois exemplos anteriores novamente). Não pre
isa ser forma total-mente es
alonada. Isto segue do Corolário 1 da página 40, pois pre
isamos saber somentese o sistema homogêneo possui solução úni
a ou in�nitas soluções, não pre
isamos 
al
ulara solução.Surpreendentemente (ver Lema 6 da página 66), também podemos determinar se é LI ouLD es
alonando matriz 
om vetores em 
ada linha, que de forma geral é um método maise�
iente pois linhas (vetores neste 
aso) será menor que o número de 
olunas (dimensãodo espaço ambiente).

3.4 Base e CoordenadasVamos revisitar 
on
eitos de base e 
oordenadas, já vistos em Rn no Capítulo 1.Qualquer vetor do Rn pode ser expresso 
omo 
ombinação linear úni
a dos vetores
e1, e2, . . . , en (base 
an�ni
a) dado um vetor v ∈ Rn, v = (v1, . . . , vn) =

n∑

i=1

αiei =

(α1, α2, . . . , αn) se, e somente se, αi = vi para todo i = 1, . . . , n.De�nição 47 (base) Um 
onjunto ordenado S é base de V se todo vetor de V se expressade forma úni
a 
omo 
ombinação linear dos elementos de S.Exemplo 124 {e1, e2} é base de R2 pois dado (a, b) ∈ R2, (a, b) = ae1 + be2 de formaúni
a.Exemplo 125 {(0,−1), (1, 0), (0, 1)} não é base de R2 pois dado (a, b) ∈ R2, (a, b) =
a(1, 0) + (b + λ)(0, 1) + λ(0,−1) para qualquer λ ∈ R. Ou seja, todo vetor do R2 podeser expresso porém de diversas formas distintas. Por exemplo (3, 2) = 3(1, 0) + 2(0, 1) +
0(0,−1) = 3(1, 0) + 1(0, 1)− 1(0,−1).



66 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISExemplo 126 O 
onjunto
β = {(1, 1, . . . , 1), (0, 1, . . . , 1), . . . , (0, . . . , 0, 1)} = {b1,b2, . . . ,bn} ⊂ Rn é base.De fato, dado um vetor v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn, v =

∑
αibi = (α1, α1 + α2, α1 + α2 +

α3, . . .) se, e somente se,





α1 = v1

α1 + α2 = v2

α1 + α2 + α3 = v3... ⇐⇒






α1 = v1

α2 = v2 − α1 = v2 − v1

α3 = v3 − (α1 + α2) = v3 − v2... .Ver outros exemplos em Rn na Seção 1.3 da página 15.Exemplo 127 β = {1, t, t2} é base de P2 pois dado p ∈ P2, p(t) = at2 + bt + c1, CL dosvetores da base.Exemplo 128 β = {1, t, t2, . . . , tn} ⊂ Pn é base.É evidente que todo vetor do espaço pode ser expresso 
omo CL destes vetores.Uni
idade: sabemos que n∑

i=0

ait
i =

n∑

i=0

bit
i para todo t ∈ R se, e somente se, ai =

bi, i = 0, 1, . . . , n.Lema 5 (
ara
terização de base) O 
onjunto β é base de V se, e só se:(a) β gera V ;(b) β é LI.Prova: Se: Seja β base de V . Da de�nição de base, segue que β é gerador. Da uni
idadede representação de 0, segue que β é LI.Só se: Seja β LI e gerador. Todo vetor pode ser gerado 
omo CL dos vetores de β.Suponha v =

n∑

i=0

αivi =

n∑

i=0

ξivi. Então, n∑

i=0

(αi − ξi)vi = 0. Como β é LI, αi − ξi = 0para i = 0, . . . , n. Portanto αi = ξi para i = 0, . . . , n e a representação é úni
a.Observação 28 Por este Lema, para que um 
onjunto seja base ele deve ser:(a) grande o su�
iente para gerar todos os vetores;(b) pequeno o su�
iente para ser LI.Dado um espaço gerado por uma lista de vetores do Rn 
omo extrair uma base?Como operações elementares não alteram o espaço gerado, isto pode ser feito es
alonandouma matriz que tem estes vetores 
omo linhas.Lema 6 (es
alonamento e espaço gerado) Seja A =



← u1 →
· · · · · ·
← um →


 e B =




← v1 →
· · · · · ·
← vk →



 matrizes equivalentes, isto é, B é obtida através de operações elementaresapli
adas em A. Então os espaços gerados 〈u1,u2, . . . ,um〉 e 〈v1,v2, . . . ,vk〉 são iguais.Além disso, se B estiver es
alonada (não pre
isa ser totalmente es
alonada) então
{v1,v2, . . . ,vk} é LI.



3.4. BASE E COORDENADAS 67Prova: Basta veri�
ar que 
ada uma das operações elementares preserva o espaço gerado:(a) Tro
ar a ordem das linhas 
laramente não altera;(b) Multipli
ar uma linha por um es
alar não-nulo. Vamos provar quando o espaço égerado por um úni
o vetor. Suponha k 6= 0, vamos mostrar que 〈v〉 = 〈kv〉. De fato, seja
w = av ∈ 〈v〉. Então w = a/k(kv) ∈ 〈kv〉. Por outro lado, se w = bv ∈ 〈kv〉. Então
w = bk(v) ∈ 〈v〉.(
) Substituir linha por sua soma 
om múltiplo de outra. Podemos veri�
ar no 
aso deespaço gerado por dois vetores: Vamos provar que 〈u,v〉 = 〈u + av,v〉. Seja w = cu+dv ∈
〈u,v〉. Então w = c(u+av)+(d−ac)v ∈ 〈u + av,v〉. Por outro lado se w = c(u+av)+dv,então, w = cu + (ac + d)v ∈ 〈u + av,v〉.(d) Des
artar linhas só de zeros preserva pois 0 é sempre um vetor LI.Se a matriz B estiver es
alonada, então qualquer 
ombinação linear de {v1,v2, . . . ,vk}resultará num sistema tipo triangular inferior (similar a forma es
alonada, que é tipo triangularsuperior), 
uja úni
a solução é a trivial.Exemplo 129 Determine uma base para o espaço gerado por

W = 〈(1, 2, 1,−1), (2, 1, 0, 2), (3, 3, 1, 1), (4, 5, 2, 0〉 .Seja A =




1 2 1 −1
2 1 0 2
3 3 1 1
4 5 2 0


. Es
alonando obtemos B =

[
1 2 1 −1
0 1 2/3 −4/3

] (duaslinhas foram des
artados por 
onter somente zeros). Assim
W = 〈(1, 2, 1,−1), (0, 1, 2/3,−4/3)〉. É 
laro que formam base pois a matriz está es
alonada.De�nição 48 (
oordenadas) As 
oordenadas do vetor v ∈ V na base β =
{b1,b2, . . . ,bn} de V , são os 
oe�
ientes αi's (úni
os pela De�nição 47 de base) usadospara 
ombinar linearmente os vetores bi's de forma a gerar v, isto é, v =

n∑

i=1

αibi. Denota-mos por
[v]β =




α1

α2...
αn


 .Desta forma, as 
oordenadas são es
ritas 
omo uma matriz de uma 
oluna.Note que [ · ]β : V → Rn

v 7→ [v]β

é uma função que asso
ia a 
ada vetor suas 
oorde-nadas, que são úni
as pela De�nição 47 de base.Veja exemplos bási
os em Rn na Seção 1.3 da página 15.Exemplo 130 Considere a base β do Exemplo 126.É fá
il ver que um vetor v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Rn pode ser es
rito 
omo
v = v1b1 + (v2 − v1)b2 + · · ·+ (vn − vn−1)bn.



68 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISDesta forma as 
oordenadas de v 
om relação à base β é:
[v]β =

[
(v1, v2, . . . , vn)

]
β

=




v1

v2 − v1...
vn − vn−1


 .Os dois exemplo a seguir mostram 
omo determinar as 
oordenadas de um vetor numabase qualquer dadas suas 
oordenadas na base 
an�ni
a e vi
e-versa. Note que um 
aso édireto, o outro envolve resolver um sistema linear. Juntando os dois exemplos podemos passarde uma base α qualquer para outra β, bastando passar pela base ε.Como determinar 
oordenadas de vetor na base 
an�ni
a dado suas 
oordenadas em umaoutra base?Exemplo 131 β = {(1, 1, 1), (1, 0, 1), (2, 0,−1)} é base de R3. Determine v sabendo que

[v]β =




2
3
−1


.Efetuando, v = 2(1, 1, 1) + 3(1, 0, 1)− (2, 0,−1) = (3, 2, 6)Como determinar 
oordenadas numa base dada sabendo-se suas 
oordenadas na base 
an�-ni
a?Resolvendo um sistema linear, 
onforme próximo exemplo.Exemplo 132 β = {(1, 1, 1), (1, 0, 1), (2, 0,−1)} é base de R3. Determine as 
oordena-das de (4, 3, 7) na base β, isto é, determine [(4, 3, 7)]β.Pre
isamos determinar a1, a2, a3 ∈ R tais que a1(1, 1, 1) + a2(1, 0, 1) + a3(2, 0,−1) =

(4, 3, 7). Expandindo, obtemos que (a1 + a2 + 2a3, a1, a1 + a2 − a3) = (4, 3, 7), o sistemalinear:  1a1 + 1a2 + 2a3 = 4
1a1 + 0a2 + 0a3 = 3
1a1 + 1a2 + (−1)a3 = 7

.Es
alonando obtemos  1 1 2 4
1 0 0 3
1 1 −1 7



 ∼




1 0 0 3
0 1 0 3
0 0 1 −1



.Portanto a solução é úni
a 
om (a1, a2, a3) = (3, 3,−1). Portanto, [(4, 3, 7)]β =




3
3
−1


.Exemplo 133 Dado β = {1 + x, 1− x, x2}, u = 5, v = 6 + 5x2 e w = 8x− 2 determine

[u]β , [v]β, [w]β.Como 5 = 5/2(1 + x) + 5/2(1− x), [u]β =




5/2
5/2
0


.Como 6 + 5x2 = 3(1 + x) + 3(1− x) + 5x2, [v]β =




3
3
5



.Queremos 8x − 2 = α(1 + x) + β(1 − x) = α + β + (α − β)x. Temos que resolver osistema { α + β = 8
α− β = 2

. Resolvendo obtemos α = 3, β = 5. Logo [w]β =




3
5
0


.



3.5. DIMENS�O 69Exemplo 134 Dados β = {sen2(x), cos2(x)}, γ = {1, sen2(x)}, u = cos2(x), v = cos(2x)e w = 1, determine [u]β , [v]β, [w]β, [u]γ , [v]γ, [w]γ.Como cos(2x) = cos2(x) − sen2(x) = 1 − 2 sen2(x), [u]β =

[
0
1

], [v]β =

[
−1

1

],
[w]β =

[
1
1

], [u]γ =

[
1
−1

], [v]γ =

[
1
−2

], [w]γ =

[
1
0

].O próximo lema pode ser omitido numa primeira leitura. Ele diz que qualquer espaçovetorial 
om base formada por um número �nito de vetores é essen
ialmente igual (maispre
isamente, pode ser representado por) a Rn. Em linguagem matemáti
a mais pre
isa,dizemos que V e Rn são espaços vetoriais isomorfos.Lema 7 (mapeamento vetor → 
oordenadas é linear) Considere V espaço vetorial
om base β 
om n vetores. O mapeamento [ · ]β : V → Rn

v 7→ [v]β

é(a) linear, isto é, preserva 
ombinações lineares
[αu + γv]β = α[u]β + γ[v]β ∀α, γ ∈ R, ∀u,v ∈ V ;(b) injetivo, isto é, se [v]β = [w]β então v = w.Observação 29 Preservar 
ombinações lineares é o mesmo que preservar soma vetorial emultipli
ação por es
alar:

[u + v]β = [u]β + [v]β ∀u,v ∈ V,

[αu]β = α[u]β ∀α ∈ R, ∀u ∈ V.Prova: (a) Seja β = {v1,v2, . . . ,vn} base de V , u =

n∑

i=1

αivi, w =

n∑

i=1

γivi, u +

w =
n∑

i=1

(αi + γi)vi. É imediato que [u]β =




α1...
αn


 , [w]β =




γ1...
γn


 , [u + w]β =




α1 + γ1...
αn + γn


 =




α1...
αn


+




γ1...
γn


 = [u]β +[w]β. Analogamente, [ξu]β =




ξα1...
ξαn


 = ξ[u]β .(b) segue da uni
idade da representação de um vetor 
omo CL de vetores de uma base.3.5 DimensãoNesta seção de�nimos 
on
eito de dimensão 
omo o número de vetores em uma base. Paraisto temos que provar que este número será sempre o mesmo independente da base. Alémdisso uma seqüên
ia de resultados provará que se o espaço é de dimensão �nita então qualquer
onjunto LI pode ser estendido para formar uma base.Vamos 
omeçar distinguindo os espaços de dimensão �nita e in�nita.De�nição 49 (dimensão �nita e in�nita) Um espaço que admite base �nita é de di-mensão �nita. Um espaço que não admite, é dito de dimensão in�nita.



70 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISExemplo 135 Rn é de dimensão �nita, pois ε = {e1, e2, . . . , en} é base.Exemplo 136 Pn é de dimensão �nita, pois ε = {1, x, x2, . . . , xn} é base.Exemplo 137 P é de dimensão in�nita.De fato, dado β = {p1,p2, . . . ,pn} ⊂ P 
onjunto �nito qualquer, de�na N = max
p∈β

grau(p)e q(x) = xN+1. Então q ∈ P, mas q 6∈ 〈β〉 pois grau(q) = N + 1 > N ≥ grau(p) paratodo p ∈ β. Logo, β não é base.Exemplo 138 Os espaços C∞(I; R), Ck(I; R), C2(I; R), C1(I; R), C(I; R) e F(I; R) são dedimensão in�nita.De fato todos os espaços a
ima 
ontém o espaço P (vide Observação 26 da página 59).O próximo lema é fundamental para a de�nição de dimensão. A demonstração pode seromitida numa primeira leitura.Lema 8 (
onjunto gerador e LI) Sejam β = {u1,u2, . . . ,um} , γ = {v1,v2, . . . ,vn} ⊂
H . Se β é gerador de H e γ é LI, então m ≥ n.Prova: Sejam aij tais que vj =

m∑

i=1

aijui. De�na A = [aij ]
i=1,...,m
j=1,...,n

.Suponha, por absurdo, que n > m. Portanto o número de variáveis (n) é maior queo número de equações (m) no sistema homogêneo. Neste 
aso, existe x 6= 0 tal que
Ax = 0. Logo n∑

j=1

xjaj = 0, o que impli
a que n∑

j=1

xjaij = 0 para todo i. Segue que
m∑

i=1

(
n∑

j=1

xjaij

)
ui = 0. Portanto n∑

j=1

xj

(
m∑

i=1

aijui

)
=

n∑

j=1

xjvj = 0.Con
luímos que γ não é LI! Como isto é absurdo, 
on
luímos que n ≤ m.Corolário 2 Toda base de um subespaço vetorial de dimensão �nita tem o mesmo númerode elementos.Prova: Sejam β = {v1,v2, . . . ,vm} e γ = {u1,u2, . . . ,un} bases. Pelo Lema 8, 
omo β égerador e γ é LI, então m ≥ n. Tro
ando os papéis de β e γ, novamente pelo Lema 8, 
omo
γ é gerador e β é LI, então n ≥ m. Como m ≥ n e n ≥ m, 
on
luímos que m = n.Este Corolário justi�
a a próxima de�nição.De�nição 50 (dimensão) A dimensão de um (sub)espaço vetorial de dimensão �nita é onúmero de vetores em (qualquer) uma de suas bases.O próximo lema nos diz que podemos eliminar vetores que são CL de outros de um 
onjuntosem modi�
ar o espaço gerado.Lema 9 (eliminando vetores redundantes) Dado um 
onjunto S = {v1,v2, . . . ,vn}LD, seja vk CL dos demais. Então 〈v1, . . . ,vk−1,vk+1, . . . ,vn〉 = 〈S〉 .Prova: Temos que vk =

∑

i6=k

αivi. Dado w ∈ 〈S〉, temos w =
∑

i

γivi =
∑

i6=k

γivi +

γkvk =
∑

i6=k

γivi + γk

∑

i6=k

αivi =
∑

i6=k

(γi + γkαi)vi. Logo w =
∑

i6=k

(γi + γkαi)vi e portanto,
w ∈ 〈v1, . . . ,vk−1,vk+1, . . . ,vn〉.



3.6. EXERCÍCIOS DE ESPAÇOS VETORIAIS 71Corolário 3 Todo 
onjunto gerador 
ontém uma base.Prova: Se o 
onjunto é LI, nada a fazer. Se é LD, há um vetor que é 
ombinação lineardos demais. Des
arte este vetor; o sub
onjunto obtido ainda é gerador (pelo lema anterior).Repita o pro
edimento até que o sub
onjunto obtido seja LI (assumimos ta
itamente que o
onjunto ini
ial é �nito).Finalmente, o resultado abaixo garante que, dado um 
onjunto de vetores LI em um espaçovetorial de dimensão �nita, este pode ser estendido a uma base.Lema 10 (estendendo 
onjunto LI em base) Todo 
onjunto LI em um espaço de di-mensão �nita pode ser estendido a uma base. Ou seja, se {v1,v2, . . . ,vp} é LI, existem
vp+1, . . . ,vn tais que {v1,v2, . . . ,vp,vp+1, . . . ,vn} é base.Prova: Seja {v1,v2, . . . ,vp} LI e β = {u1,u2, . . . ,un} base. Note que
{v1,v2, . . . ,vp,u1,u2, . . . ,un} é gerador. Aplique o resultado anterior, notando que, en-quanto o sub
onjunto é LD, existe um vetor que é 
ombinação linear dos anteriores. Estenão pode ser um dos vi's. Portanto, os vi's não são des
artados no pro
esso.Corolário 4 Em um espaço de dimensão n:
• um 
onjunto 
om mais de n vetores não é LI;
• um 
onjunto 
om menos de n vetores não é gerador; e
• um 
onjunto de n vetores é gerador se e só se é LI.3.6 Exer
í
ios de Espaços Vetoriais3.6.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1.Determine se são subespaços vetoriais do Rn:(a) o 
onjunto-solução de um sistema linear homogêneo;(b) o 
onjunto-solução de um sistema linear 
ujo lado direito tem 
omo entradas inteirosmaiores do que 1;(
) plano passando pela origem no espaço;(d) reta que não passa pela origem no plano;(e) parábola que passa pela origem no plano;(f) primeiro quadrante do plano;Exer
í
io 2.(a) Se o espaço gerado por u é igual ao espaço gerado por v então ne
essariamente(u = v, u é múltiplo de v, u é perpendi
ular a v, nenhuma das alternativas)(b) Se 〈u,v〉 = 〈u,w〉 então ne
essariamente (v = w, v é múltiplo de w, v éperpendi
ular a w, nenhuma das alternativas)(
) Sabendo que o 
onjunto {w} é LI podemos a�rmar que w é (não nulo, nulo).Exer
í
io 3.Es
olha uma opção. Dizer que {v1,v2, . . . ,vn} é LI é o mesmo que dizer que:(A) se λ1 = · · · = λn = 0, então λ1v1 + · · ·λnvn = 0;(B) λ1v1 + · · ·λnvn = 0 para todo λi ∈ R;(C) se λ1v1 + · · ·λnvn = 0, então λ1 = · · · = λn = 0;0Versão 16.jul.2008 9h



72 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAIS(D) vi 6= 0 para todo i = 1, . . . , n;(E) vi não é múltiplo de vk se i 6= k.Exer
í
io 4.O vetor (−2, 1, 5,−3) ∈ R4 pode ser representado 
omo o(a) (domínio,imagem, grá�
o, zero) da função f ∈ F({1, 2, 3, 4} ; R) de�nida por f(1) = , f(2) = ,
f(3) = , f(4) = .Exer
í
io 5.O elemento neutro para soma do espaço vetorial das funções reais é o(a)(número zero, função identidade, função identi
amente nula, 
onjunto vazio).Exer
í
io 6.Determine se são subespaços vetoriais de F(R; R):(a) 
onjunto das funções 
ontínuas;(b) {f(x) = a sen(x) + 2, a ∈ R};(
) {f(x) = ax2 + b, a, b ∈ R};Exer
í
io 7.Considere W = 〈u1,u2, . . . ,um〉. Obtemos base de W (es
alonando,multipli
ando, zerando, somando) uma matriz que tem estes vetores 
omo (linhas,
olunas).Exer
í
io 8. Seja W o subespaço-solução de um sistema linear homogêneo 
om 4 equações:(a) eliminando uma equação, dim(W ) (pode aumentar, pode diminuir, permane
ea mesma);(b) a
res
entando uma equação (
om lado direito igual a zero), dim(W ) (podeaumentar, pode diminuir, permane
e a mesma);Exer
í
io 9. Sejam V, W ⊂ R3 subespaços vetoriais, 
om dim(V ) = 2 e W uma reta.(a) dim(W ) = (0, 1, 2, 3); (b) V é um(a) (ponto, reta, plano, sistema);Exer
í
io 10.Pode ser base de R5 um 
onjunto de:(a) 4 vetores LIs? (b) 5 vetores LDs? (
) 6 vetores?Exer
í
io 11. Seja β ⊂ R7 LI.(a) β possui (no máximo, exatamente, no mínimo) 7 vetores;(b) retirando de β um vetor, obteremos um 
onjunto que (é LI, é LD, pode ser LD);(
) a
res
entando a β um vetor w 6∈ β, obteremos um 
onjunto que (é LI, é LD,pode ser LD);(d) o vetor 0 (perten
e, não perten
e, pode perten
er) a β.Exer
í
io 12. Seja β ⊂ R7 gerador.(a) β possui (no máximo, exatamente, no mínimo) 7 vetores;(b) retirando de β um vetor, obteremos um 
onjunto que (é gerador, não é gerador,pode ser gerador);(
) a
res
entando a β um vetor w 6∈ β, obteremos um 
onjunto que (é gerador,não é gerador, pode ser gerador);(d) o vetor 0 (perten
e, não perten
e, pode perten
er) a β.Exer
í
io 13. Se W = 〈v1,v2, . . . ,vn〉 então:(a) 0 (∈, 6∈) W ; (b) 6v2 − 5v3 (∈, 6∈) W ; (
) dim W (=; <;≤; >;≥) n.3.6.2 ProblemasSubespaços do RnProblema 1.Determine se é subespaço vetorial de R3:(a) {(a, b, c)| a, c ∈ R, b = a + c + 1};(b) {(a, 1, 1)| a ∈ R};(
) {(a, b, c)| a, b ∈ R, 2a + 3b = 5c};



3.6. EXERCÍCIOS DE ESPAÇOS VETORIAIS 73Problema 2. (Shilov p.56 #1,#2) Determine se formam um subespaço vetorial do R2 sub-
onjunto de todos vetores:(a) 
om ex
eção daqueles paralelos a uma reta dada;(b) 
ujas 
oordenadas são maiores ou iguais a zero.Problema 3. (Shilov p.57 #9) Considere V e W planos distintos 
ontendo a origem em R3.Determine:(a) V ∩W ; (b) V + W .Problema 4.Determine se:(a) (1, 0, 6) ∈ 〈(1, 0, 1), (1, 2, 1)〉;(b) (1,−2, 1) ∈ 〈(1, 0, 1), (1, 2, 1)〉;(
) {(0, 0, 2, 2), (3, 3, 0, 0), (1, 1, 0,−1)} é LI;Problema 5.(a) {(0, 0, 0)} ⊂ R3 é LI?(b) {(1, 0,−2)} ⊂ R3 é LI?(
) Cara
terize, de forma geral, os 
onjuntos de um úni
o elemento que são LI.Problema 6.(a) {(0, 0, 0), (1, 0,−2)} ⊂ R3 é LI?(b) {(1, 0,−2), (1, 2, 1)} ⊂ R3 é LI?(
) {(1, 0,−2), (2, 0,−4)} ⊂ R3 é LI?(d) Cara
terize, de forma geral, os 
onjuntos de dois elementos que são LI.Problema 7.(a) {(1, 0,−2), (2, 1, 1), (4, 1,−1)} ⊂ R3 é LI?(b) {(1, 0,−2), (2, 1, 1), (1, 2, 8)} ⊂ R3 é LI?(
) Existe uma 
ara
terização fá
il dos 
onjuntos de três elementos que são LI? (Fá
il nosentido de que se possa de
idir �de 
abeça� se o 
onjunto é ou não LI, sem a ne
essidade dese es
alonar nada.)Problema 8. Fazendo o mínimo ne
essário de 
ontas, diga se são bases de R3:(a)  1
1
1



 ,




1
2
3







(b)  1

1
1


 ,




0
0
0


 ,




3
0
1







(
)  1
1
1


 ,




1
2
3


 ,




3
0
1


 ,




0
1
2







(d)  1
1
1


 ,




2
2
2


 ,




3
0
1







Problema 9.Determine uma base e a dimensão dos seguintes subespaços de R4:(a) hiperplano {(x, y, z, w) | x + y − w = 0};(b) 
onjunto-solução de { x + z − w = 0
−z + w = 0

;(
) 
onjunto-solução de [ 0 1 −3 0 0
0 0 0 1 0

];



74 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAIS(d)  r + 2s + t
−s− 2t

2r + s− 4t
r − 3t




∣∣∣∣∣∣∣∣
r, s, t ∈ R




.Problema 10.Considere o 
onjunto-solução do sistema:  x− y = 0

y + w = 0
x + w = 0

. Queremos retiraruma equação e a
res
entar uma equação ao sistema mantendo o mesmo espaço solução.Determine uma equação que pode ser:(a) retirada;(b) a
res
entada, que seja não-nula e distinta das outras.Problema 11.Considere v = (0, 5, 1). Determine [v]β (
oordenadas de v 
om relação àbase β), onde β = {(1, 1, 1), (−1, 1, 0), (1, 0,−1)}.LI e LD: teóri
osProblema 12.Prove que para qualquer u,v,w ∈ V o 
onjunto {u− v,v−w,w− u} éLD.Problema 13. Sejam {v1,v2, . . . ,vn} vetores LI e W = 〈v1,v2, . . . ,vn〉. Prove que:(a) se w ∈W então {w,v1,v2, . . . ,vn} é LDs;(b) {v2, . . . ,vn} é LI;(
) 〈v2, . . . ,vn〉 6= W .Espaços de Polin�mios e FunçõesProblema 14.Veri�que se é subespaço vetorial de F([a, b]; R) as funções f : [a, b]→ R taisque:(a) f(a) = f(b) = 0; (b) f(a) = f(b) = 1;(
) f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b]; (d) f é derivável e f ′ + 2f = 0.Problema 15.Mostre que é LD:(a) {1 + 2x, 1 + x, 1− x} ⊂ P2;(b) {1, sen2(x), cos2(x)} ⊂ F(R; R).Problema 16.Determine se são LIs ou LDs em P3:(a) {1, x2, x2 + 4}; (b) {x + 2, x + 3, x2 − 3}; (
) {x2 − 2x, 1 + x, x2 + 2}.Problema 17.Considere o espaço das funções in�nitamente diferen
iáveis f : [a, b] → R,denotado por C∞(R; R). Veri�que que o subespaço:(a) {f ∈ C∞(R; R)| f ′ = 0} é gerado por g tal que g(x) = 1;(b) {f ∈ C∞(R; R)| f ′ − f = 0} é gerado por g tal que g(x) = ex;Problema 18.Determine se é subespaço vetorial de P4 (espaço dos polin�mios de grau menorou igual a 4). Em 
aso a�rmativo determine uma base e dimensão.(a) {p ∈ P4| p(2) = 0}; (b) {p ∈ P4| p(2) = 1}.Problema 19.Considere β = {1, 1− x, x2 − 1}. Determine:(a) [q]β onde q(x) = x2 − x; (b) [p]β onde p(x) = x2 + x + 1.Problema 20.Considere as funções φ0, . . . , φ3 mostradas na Figura 3.5 da página 62. De�na
β = {φ0, . . . , φ3} (é base). Seja f : [0, 3] → R a função representada no grá�
o abaixo.



3.6. EXERCÍCIOS DE ESPAÇOS VETORIAIS 75Determine [f ]β.
x

y

0

4

1

3

2

5

3

2

3.6.3 Desa�osDesa�o 1.Prove que se V ⊂ R1 é um subespaço vetorial então V = 0 ou V = R.Desa�o 2. (Shilov p.57 #10) Considere W ⊂ V ⊂ Rn 
om dim(W ) = dim(V ). Prove que
W = V .Desa�o 3. (He�eron) Prove que se U e V são ambos subespaços de dimensão 3 
ontidosem R5 então U ∩ V é não-trivial (possui pelo menos dimensão 1). Generalize.Desa�o 4. (Shilov p.57 #12) Um subspaço a�m H é a translação de um subespaço vetorial
W , isto é, existe um vetor h0 ∈ V e um subespaço vetorial W ⊂ V tal que H = h0 + W =
{h0 + w | w ∈W}.(a) Prove que H é um subespaço a�m se, e somente se, para todo u,v ∈ H , vale
θu + (1− θ)v ∈ H para todo θ ∈ R;(b) Qual propriedade geométri
a é expressa por esta propriedade?Desa�o 5. Sejam H, K ⊂ V subespaços vetoriais. Introduzimos duas de�nições, utilizadasneste exer
í
io e em outros.De�nição 51 (soma e soma direta de subespaços) De�nimos a soma de subespa-ços H e K por

H + K = {h + k | h ∈ H,k ∈ K}.Se H ∩K = {0}, dizemos que é soma direta, denotando-a por H ⊕K.(a) mostre que H ∩K é subespaço;(b) mostre que H ∪K não é, em geral, subespaço;(
) mostre que H + K é subespaço;(d) mostre que H + K é o menor subespaço 
ontendo H ∪K, isto é se W é subespaço
om H ⊂W e K ⊂W , então H + K ⊂ W ;(e) prove que
dim(H + K) = dim(H) + dim(K)− dim(H ∩K).Desa�o 6.Dados os espaços W1 = {(s + t, t− s, s + t, 2s + t) ∈ R4| s, t ∈ R} e

W2 = {(x, y, z, w) ∈ R4| y + z = 0 e x− w + z = 0}, determine:(a) base e a dimensão de W1 e W2;(b) base e a dimensão de W1 + W2.(
) En
ontre um subespaço W3 de modo que W1 ⊕W3 = R4 (soma direta, veja De�ni-ção 51 da página 75);(d) En
ontre uma base de W1 ∩W2.



76 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISDesa�o 7. Suponha que W1 = 〈v1,v2, . . . ,vn〉 e W2 = 〈w1,w2, . . . ,wm〉. Determine 
omo:(a) 
al
ular W1 + W2;(b) 
al
ular W1 ∩W2;(
) en
ontrar um subespaço W3 de modo que W1 ⊕W3 = R4 (soma direta, veja De�ni-ção 51 da página 75);(d) veri�
ar se W1 ⊂W2;(e) veri�
ar se W1 = W2.Desa�o 8. Sejam p, q ∈ C(R; R) e V ⊂ C2(R; R) o 
onjunto das soluções f(x) da equaçãodiferen
ial f ′′(x)+p(x)f ′(x)+ q(x)f(x) = 0 (
onhe
ida 
omo equação de Sturm-Liouville).(a) Mostre que V é um subesepaço vetorial de C2(R; R);(b) Dado g ∈ C(R; R), seja f0 uma solução de f ′′0 (x) + p(x)f ′0(x) + q(x)f0(x) = g(x).Mostre que h = f + g, 
om f ∈ V , é solução também, isto é, dada uma solução parti
ularda equação não-homogênea e uma solução qualquer da equação homogênea, a soma delas ésoluçao da não-homogênea. Con
luimos que o 
onjunto-solução da equação não-homogêneaé um subespaço a�m.Desa�o 9.Considere F(R; R), o espaço das funções reais 
om domínio em R. Sejam V1 =
{f ∈ F(R; R)| f(−x) = f(x)} (funções pares) e V2 = {f ∈ F(R; R)| f(−x) = −f(x)} (fun-ções impares). Exemplos são sen(x), x, x3 ∈ V2 e cos(x), 1, x2 ∈ V1. De forma geral xn ∈ V1(é par) se n é par e xn ∈ V2 (é impar) se n é impar. Mostre que:(a) são subespaços vetoriais de F(R; R);(b) Mostre que V1 ∩ V2 = {0};(
) Mostre que V1 ⊕ V2 = F(R; R) (soma direta, veja De�nição 51 da página 75).Desa�o 10.Considere as funções reais I[a,b], de�nidas por I[a,b](x) = 1 se x ∈ [a, b] e
I[a,b](x) = 0 
aso 
ontrário. É 
hamada de função 
ara
terísti
a (ou indi
adora) do intervalo
[a, b]. De�na fk = I[k,k+1].(a) Prove que o 
onjunto {f1, . . . , fn} é LI's para qualquer n.(b) Con
lua que o espaço F(R; R) possui dimensão in�nita.Desa�o 11.Dado um espaço vetorial V e um 
onjunto I (não-vazio) qualquer, 
onsidere
F(I; V ), o espaço das funções de I em V . De�nas as operações de soma e multipli
ação pores
alar utilizando as operações 
orrespondentes em V , tal qual na De�nição 35. Prove que
F(I; V ) é um espaço vetorial.Desa�o 12.Considere V = {p ∈ P4| p(1) = 0} e W = {p ∈ P4| p(−1) = 0}. Determinedimensão e bases para:(a) V ; (b) W ; (
) V ∩W .Desa�o 13. (Shilov p.56 #5) Considere o espaço das funções reais no intervalo (a, b). Mostreque as funções xr1 , . . . , xrk formam um 
onjunto LI 
om ri ∈ R distintos.Desa�o 14. Seja A matriz m× n.(a) Prove que Ax = b tem solução para todo lado direito b ∈ Rm, se e só se as 
olunasde A formam um 
onjunto gerador.(b) Prove que Ax = 0 tem solução úni
a se e só se as 
olunas de A formam um 
onjuntoLI.Desa�o 15. (Shilov p.56 #3) Considere P o 
onjunto dos números reais positivos. Introduzaem P duas operações:(a) dados x, y ∈ P a �soma� x⊕ y por xy;(b) dado x ∈ P e λ ∈ R de�nimos o �produto� λ⊙ x por xλ.

P é um espaço vetorial 
om estas operações? Se for, determine base e dimensão.



3.6. EXERCÍCIOS DE ESPAÇOS VETORIAIS 773.6.4 ExtrasSubespaços do RnExtra 1.Determine se:(a) (1, 0, 1) ∈ 〈(1, 1, 1), (1, 2, 1)〉;(b) {(k, 1, 1), (1, k, 1), (1, 1, k)} é LI para k ∈ R;(
) R3 = 〈(2,−1, 3), (4, 1, 2), (8,−1, 8), (6, 0, 5)〉;Extra 2. Fazendo o mínimo ne
essário de 
ontas, diga se são bases de R3:(a)  1
1
1



 ,




1
2
3



 ,




8
5
4







 (b)  1

1
1



 ,




1
2
3



 ,




8
6
4







Extra 3.Determine uma base e a dimensão dos subespaços do R4, solução do sistema linear:(a) { x + y − w = 0 ; (b) { x + z − w = 0

−z + w = 0
;(
) { x− y + z − w = 0 ; (d)  x− y + z − 2w = 0

2x + y − z − w = 0
x + 2y − 2z + w = 0

.Considere os subespaços a
ima:(e) determine a interseção entre os subespaços (a) e (b);(f) a
res
ente equações não-nulas a (d) que não alterem o subespaço.Extra 4.Determine para 
ada subespaço do Rn abaixo a dimensão e base:(a) 〈(0,−1, 2, 1), (1, 2, 1, 0), (1, 1, 3, 1), (3, 5, 5, 1)〉;(b) 〈(1, 0, 1,−1), (2, 3, 3, 0), (1, 3, 2, 1), (0, 3, 1, 2)〉;(
) 〈(1, 2, 0, 1, 2), (−1, 0, 1, 2, 1), (0, 6, 3, 9, 9)〉.Extra 5.Um subespaço do Rn pode ser determinado por:(a) espaço gerado, W = 〈v1,v2, . . . ,vn〉, por exemplo, W = 〈(1, 0, 1), (1, 2, 1)〉;(b) solução de sistema homogêneo, W = {w ∈ Rn| Aw = 0}, por exemplo,{
x− y = 0
y + z = 0

;(
) parametrização, por exemplo, W = {(2s + 3t, s + t, s− t) ∈ R3| s, t ∈ R}.Des
reva 
omo 
onverter entre estes três tipos utilizando os exemplos para efetuar as
onversões;Extra 6.Considere (a, b), (c, d) ∈ R2. Mostre que eles são LDs se, e somente se, ad−bc = 0.LI e LD: teóri
osExtra 7. Suponha que {v1,v2,v3} é um 
onjunto LI. Prove que {w1,w2,w3} 
om wi =
v1 + vi (
om i = 1, 2, 3) é um 
onjunto LI.Extra 8. Suponha que os sistemas lineares Ax = b1 e Ax = b2 têm, ambos, soluções úni
as.O que podemos dizer sobre o 
onjunto-solução de Ax = c, onde:(a) c = 3b1 − 2b1 ?(b) c é qualquer vetor?Extra 9.(a) Seja β = {v1,v2, . . . ,vn} tal que o sub
onjunto γ = {v1,v2, . . . ,vk}, 
om k ≤ n, éLD. Mostre que β é LD.(b) Mostre que se {v1,v2, . . . ,vn} é LI então qualquer sub
onjunto será LI também.



78 CAPÍTULO 3. ESPAÇOS VETORIAISExtra 10. Seja β = {v1,v2, . . . ,vn} um 
onjunto de vetores tal que:(a) {v1,v2, . . . ,vn−1} é LI;(b) vn 6∈ 〈v1,v2, . . . ,vn−1〉.Mostre que β é LI.Espaços de Funções ou Polin�miosExtra 11.Considere o espaço das funções in�nitamente diferen
iáveis f : [a, b] → R, deno-tado por C∞(R; R). Veri�que que o subespaço:(a) {f ∈ C∞(R; R)| f ′′ = 0} é gerado por g e h tais que g(x) = 1 e h(x) = x;(b) {f ∈ C∞(R; R)| f ′′ − f = 0} é gerado por g e h tais que g(x) = sen(x) e h(x) =
cos(x);Extra 12.Veri�que se é subespaço vetorial de F([a, b]; R) as funções f : [a, b]→ R tais que:(a) f é uma função 
onstante; (b) f é derivável;(
) f não é derivável; (d) f é 
ontínua e ∫ b

a

f(x) dx = 0.Extra 13.Determine se é subespaço vetorial de P4 (espaço dos polin�mios de grau menorou igual a 4). Em 
aso a�rmativo determine uma base e dimensão.(a) {p ∈ P4| p′(2) = 0}; (b) {p ∈ P4| p(x) = p(−x)};Extra 14.Determine a dimensão de 〈cos2(x), sen2(x), cos(2x), sin(2x)〉 ⊂ C(R; R).Extra 15.Considere a base de P2 β = {1 + x, 1− x, x2 + 1}. Se p(x) = 4 + x− x2.(a) Determine [p]β (
oordenadas de p 
om relação à base β.(b) prove que β é base de P2, o espaço dos polin�mios de grau máximo menor ou igual a
2.



Capítulo 4Transformações LinearesNeste 
apítulo estudamos o objeto 
entral de um 
urso de Álgebra Linear: transformaçõeslineares (TLs daqui por diante). Vamos 
omeçar revendo 
on
eitos e de�nições bási
as sobrefunções, in
luindo domínio e imagem, injetiva e sobrejetiva, 
omposição e função inversa.Além disso de�niremos espaços vetoriais importantes asso
iados a TLs:(a) o 
onjunto das TLs;(b) o nú
leo de uma TL;(
) a imagem de uma TL.Os resultados prin
ipais deste Capítulo são:� o Teorema 4 da página 86 (teorema do nú
leo-imagem), que rela
iona as dimensõesdo nú
leo, imagem e domínio de uma TL; e� o Teorema 5 da página 91, que rela
iona o nú
leo 
om a existên
ia de inversa de umaTL.Num primeiro 
urso de 
ál
ulo estudamos funções f : R → R. Vamos agora estudarfunções f : Rn → Rm e, de forma ainda mais geral, f : V → W 
om V, W espaços vetoriaisquaisquer.Se os espaços vetoriais são de dimensão �nita, num 
erto sentido (ver Lema 7 da página 69e De�nição 73 da página 110 e 
omentários antes), estamos de fato 
om função de Rn em
Rm.4.1 FundamentosNo 
ontexto de Álgebra linear é 
omum utilizar o termo transformação 
omo sin�nimo defunção.De�nição 52 (domínio, 
ontradomínio e imagem de função) Seja f : X → Y umafunção. Dizemos (veja Figura 4.1) que:
• X é o domínio;
• Y é o 
ontra-domínio e
• {y ∈ B; y = f(x) para algum x ∈ X} é a imagem, denotada Im(f) ou f(X).0Versão 18.jul.2008 16h 79



80 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES
YX

f(X)Figura 4.1: Função f : X → YDe�nição 53 (função injetiva, sobrejetiva e bijetiva) Seja f : A → B uma função.Dizemos que f é:
• injetiva se f(u) = f(v) impli
a que u = v. No diagrama, 
ada elemento do 
ontra-domínio é atingido no máximo uma vez;
• sobrejetiva se f(A) = B. No diagrama, 
ada elemento do 
ontra-domínio é atingidopelo menos uma vez;
• bijetiva se é injetiva e sobrejetiva. No diagrama, 
ada elemento do 
ontra-domínio éatingido exatamente uma vez.Exemplo 139 Considere f : R→ R2 de�nido por f(x) = (x, x).

f

R é o domínio, R2 é o 
ontra-domínio. É injetiva pois f(x) = f(y) ⇒ (x, x) =
(y, y) ⇒ x = y. Não é sobrejetiva pois (1, 2) 6= f(x) = (x, x) ∀x ∈ R. A imagem é a reta
y = x.Exemplo 140 Considere f : R2 → R de�nido por f(x, y) = x + y.

R2 é o domínio, R é o 
ontra-domínio. Não é injetiva pois f(1, 0) = f(0, 1). É sobrejetivapois dado y ∈ R (elemento do 
ontra-domínio), existe x ∈ R2 (por exemplo, x = (y, 0)) talque f(x) = f(y, 0) = y. A imagem de f é R.De�nição 54 (transformação linear) Sejam V e W espaços vetoriais. Uma função (outransformação) T : V → W é dita transformação linear (TL) se preserva 
ombinaçõeslineares, isto é se
T (ku + v) = kT (u) + T (v),para todo u,v ∈ V e k es
alar.Exemplo 141 Determine se T : R3 → R2 de�nido por T (x1, x2, x3) = (x3, −x1) é linear,injetiva, sobrejetiva.Como, T (kx + y) = T (kx1 + y1, kx2 + y2, kx3 + y3) = (kx3 + y3, −(kx1 + y1)) =

k(x3, −x1) + (y3, −y1) = kT (x) + T (y), 
on
luímos que é linear.Se T (x) = T (y), então (x3, −x1) = (y3, −y1). Logo x1 = y1 e x3 = y3 mas x2 podeser diferente de y2, e portanto não ne
essariamente x = y. Logo não é injetiva.É sobrejetiva pois para todo (a, b) ∈ R2, T (−b, 0, a) = (a, b).



4.1. FUNDAMENTOS 81Exemplo 142 Seja A uma matriz m× n. Dado x = (x1, . . . , xn), de�na T : Rn → Rm por
T (x) = Ax (produto matriz-vetor). Determine se T é linear.Como T (kx + y) = A(kx + y) = kAx + Ay = kT (x) + T (y) 
on
luímos que é linear.Observação 30 Por este exemplo, a 
ada matriz asso
iamos uma TL. No próximo Capí-tulo veremos o pro
edimento 
ontrário: a 
ada TL asso
iamos uma matriz. Nesse sentido(explorado no próximo Capítulo), toda TL é dada por uma matriz e o estudo de TLs podeser reduzido ao estudo de matrizes.Exemplo 143 Determine se T : R3 → R2 de�nido por T (x, y, z) = (z, xy) é linear,injetiva, sobrejetiva.Como T (1, 1, 1) = (1, 1) e T (2, 2, 2) = (2, 4) 6= 2T (1, 1, 1), 
on
luímos que não é linear.Se T (x, y, z) = T (a, b, c) então (z, xy) = (c, ab). Logo z = c e xy = ab. Portanto nãoé injetiva, pois, por exemplo T (2, 3, 1) = T (3, 2, 1) = (1, 6) mas (2, 3, 1) 6= (3, 2, 1).Dado (a, b) ∈ R2, T (b, 1, a) = (a, b). Logo, é sobrejetiva.Exemplo 144 Seja C1(R; R) o espaço das funções 
ontinuamente diferen
iáveis e C(R; R)o 
onjunto das funções 
ontínuas. Determine se a transformação derivada D : C1(R; R) →
C(R; R) de�nida por D(f) = f ′ é linear, injetiva, sobrejetiva.Como D(kf + g) = (kf + g)′ = kf ′ + g′ = kD(f) + D(g), 
on
luímos que é linear.Se D(f) = D(g) 
on
luímos que f ′ = g′, ou seja (f − g)′ = 0, o que impli
a f − g = C.Portanto não ne
essariamente f = g (duas funções 
uja diferença seja uma 
onstante possuema mesma derivada). Logo não é injetiva.Dada g ∈ C(R; R), de�na h(x) =

∫ x

0
g(s) ds. Pelo Teorema fundamental do 
ál
ulo,

h′(x) = g(x), logo T (h) = g. Portanto é sobrejetiva.Exemplo 145 Determine se P : F(R; R) → R2 de�nido por P (f) = (f(1), f(2)) é linear,injetiva, sobrejetiva.Como P (kf + g) = ((kf + g)(1), (kf + g)(2)) = (kf(1) + g(1), kf(2) + g(2)) =
k(f(1), f(2)) + (g(1), g(2)) = kP (f) + P (g), 
on
luímos que é linear.Não é injetiva pois se f(x) = (x−1)(x−2) e g(x) = 0 então P (f) = P (g) = (0, 0) mas
f 6= g.É sobrejetiva pois dado (a, b) ∈ R2, seja y = f(x) a equação da reta que passa por (1, a)e (2, b). Logo P (f) = (a, b).Note que neste último exemplo de�nimos uma espé
ie de projeção, que asso
ia 
adafunção 
ontínua 
om seus valores em dois pontos. O leitor pode generalizá-lo e de�nir P :
F(R; R)→ Rn por P (f) = (f(1), . . . , f(n)) e provar que P é uma TL.Exemplo 146 Em análise numéri
a é útil �xar o intervalo [a, b] e de�nir uma projeção quetoma os valores da função em n+1 pontos equiespaçados neste intervalo. Note a semelhança
om a de�nição de integral, quando dividimos o intervalo [a, b] em partes iguais. Assim, dado nqualquer, de�na ∆x = (b−a)/n e x0 = a, x1 = a+∆x, x2 = a+2∆x, . . . , xn = a+n∆x = b(são n+1 pontos). Agora de�na P : F(R; R)→ Rn+1 por P (f) = (f(x0), f(x1), . . . , f(xn)).Novamente P é linear.Exemplo 147 Determine se T : P → P, de�nido por T (p)(x) = (p(x))2 é linear, injetiva,sobrejetiva. Por exemplo se p(x) = x2 + 1, T (p)(x) = (x2 + 1)2 = x4 + 2x2 + 1.



82 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARESEmbora T (0) = 0, se tomarmos p(x) = x, T (kp)(x) = k2x2 6= kT (p)(x) = kx2. Logonão é linear.Por outro lado se tomarmos polin�mios 
onstantes iguais a 1 e (−1) observamos que
T (1) = 1 = T (−1). Logo não é injetiva.Para qual p, T (p)(x) = x? Para isto teríamos (p(x))2 = x, o que impli
aria que p(x) =
±√x. Mas isto não é um polin�mio, logo T não é sobrejetiva, pois o polin�mio q(x) = xnão é atingido nun
a por T .Observação 31 É fá
il veri�
ar que:
• Uma função é linear se, e só se, preserva soma vetorial e multipli
ação por es
alar, istoé, se T (ku) = kT (u)) (preserva multipli
ação por es
alar) e T (u+v) = T (u)+T (v)(preserva a soma);
• Se T é linear, então T (0) = T (−0+0) = −T (0)+T (0) = 0. Note que a re
ípro
anão é verdadeira: existem funções que satisfazem isto mas não são lineares (vejaExemplo 143 e Exemplo 147).Exemplo 148 (rotação em R2) A rotação em torno da origem é uma transformação linear.Vamos provar através da seqüên
ia da Figura 4.2 que R(u + v) = R(u) + R(v). Naprimeira mostramos u,v e u + v. Na segunda, R(u), R(v) e R(u) + R(v). Na ter
eiramostramos que R(u)+R(v) é igual a rotação de u+v, isto é que R(u)+R(v) = R(u+v).Argumento análogo vale para a multipli
ação por es
alar. Como a rotação preserva asoma e o produto por es
alar, pela Observação 31, a rotação é linear. Na Seção 5.5 vamosaprender a determinar expli
itamente esta rotação por um ângulo qualquer.

u + v

u
v

R(v)

R(u)

R(v)

R(u) + R(v)

v
u

u + v

R(u) + R(v)
R

u + v

Figura 4.2: RotaçãoO próximo lema é uma importante ferramenta para determinação de TLs pois mostra quebasta determinar os valores numa base para se determinar em todos os vetores. Portantopodemos 
onstruir exemplos de TLs �xando seus valores num número �nito de vetores.Lema 11 (determinando uma TL) Seja T : U → V transformação linear e
{u1,u2, . . . ,un} base de U . Se 
onhe
emos T (ui) para i = 1, . . . , n, então T (u) estábem determinado para qualquer u ∈ U .Prova: Dado u ∈ U qualquer, pela de�nição de base, existem α′is tais que u =

∑n
i=1 αiui.Pela linearidade, T (u) = T (

∑n

i=1 αiui) =
∑n

i=1 αiT (ui). Como os valores T (ui) são 
onhe-
idos, a transformação está determinada de modo úni
o.



4.2. NÚCLEO E IMAGEM 83Exemplo 149 Seja T : R2 → R uma TL tal que T (1, 1) = 2 e T (0, 1) = 3. DetermineT(x,y).Como (1, 1) e (0, 1) são LIs, formam uma base do R2. Dado (x, y) ∈ R2, (x, y) =
x(1, 1)+ (y−x)(0, 1). Logo, T (x, y) = xT (1, 1)+ (y−x)T (0, 1) = 2x+3(y−x) = 3y−x.De�nição 55 (espaço das TLs) Dados U e V espaços vetoriais de�nimos por L(U ; V )o espaço (pelo Lema 12 este 
onjunto é um espaço vetorial) das transformações lineares
T : U → V .De�nição 56 (operações entre TLs) Dados T, S ∈ L(U ; V ) e k es
alar, de�nimos asoma de TLs e a sua multipli
ação por es
alar por:

T + S : U → V
u 7→ T (u) + S(u)

e kT : U → V
u 7→ kT (u)

.Observação 32 Note que o sinal �+� (mais) em �T + S� e �T (u) + S(u)� (bem 
omodo produto) possui signi�
ado distinto em 
ada expressão: soma de TLs, num 
aso, e desoma de vetores no outro. Compare estas de�nições 
om as da De�nição 35 da página 54e veja que são inteiramente análogas.Lema 12 (espaço vetorial das TLs) O 
onjunto L(U ; V ) 
om as operações a
ima é umespaço vetorial.Prova: É 
laro que L(U ; V ) ⊂ F(U ; V ) (toda transformação linear é uma função). É umexer
í
io fá
il mostrar que F(U ; V ) é um espaço vetorial (di
a: elemento neutro da soma é
E : U → V de�nida por E(x) ≡ 0). Portanto basta veri�
ar que L(U ; V ) é fe
hado 
omrelação as operações de soma e produto por es
alar (ver Lema 2 na página 57).De fato, sejam T, S ∈ L(U ; V ). Então (T + S)(u + λv) = T (u + λv) + S(u + λv) =(linearidade de T e S) T (u) + λT (v) + S(u) + λS(v) = T (u) + S(u) + λ(T (v) + S(v))
= (T + S)(u) + λ(T + S)(v). Logo T + S é uma TL, isto é, T + S ∈ L(U ; V ) (fe
hadopela soma).De forma análoga, (kT )(u+λv) = kT (u+λv) = (linearidade de T ) = kT (u)+kλT (v) =
(kT )(u) + λ(kT )(v). Logo kT é uma TL, isto é, kT ∈ L(U ; V ) (fe
hado pelo produto).Como L(U ; V ) é fe
hado 
om relação as operações de soma e produto por es
alar é umespaço vetorial.Observação 33 A dimensão de L(U ; V ) é igual ao produto das dimensões de U e V .Este fato e a determinação explí
ita de uma base para L(U ; V ) é deixada para o exer
í
ioDesa�o 4.4.3 da página 94.
4.2 Nú
leo e ImagemDe�nição 57 (nú
leo e nulidade) O nú
leo (ou kernel) de uma transformação linear T ,denotado por Nu
(T ), é o 
onjunto dos vetores do domínio 
uja imagem por T : U → V éo vetor nulo: Nu
(T ) = {u ∈ U | T (u) = 0}.A nulidade de uma transformação linear T é a dimensão do seu nú
leo: dim(Nu
(T )).



84 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARESExemplo 150 Considere T : R2 → R de�nida por T (x, y) = y. O nú
leo são os elementos
(x, y) ∈ R2 que são levados no zero. Como T (x, y) = 0 = y, o nú
leo é a reta y = 0,que 
orresponde ao eixo-x. Mais ainda, T leva a reta y = 1 no 1 e a reta y = −1 no −1,
onforme indi
ado na Figura 4.3.

1
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x

y

1

0

−1

R2
T

R

T

T

T

ker T

Figura 4.3: T (x, y) = yExemplo 151 Considere T : R2 → R de�nida por T (x, y) = y − x. O nú
leo são oselementos (x, y) ∈ R2 que são levados no zero. Como T (x, y) = 0 = y − x, o nú
leo é areta y = x. Mais ainda, T leva a reta y = x + 1 no 1 e a reta y = x − 1 no −1, 
onformeindi
ado na Figura 4.4.
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ker T Figura 4.4: T (x, y) = y − xDe�nição 58 (imagem e posto) A imagem de uma transformação linear T : U → V ,denotada por Im(T ), é o 
onjunto dos vetores do 
ontra-domínio que são imagem por T dealgum vetor do domínio:Im(T ) = {v ∈ V | v = T (u) para algum u ∈ U}.O posto de uma transformação linear T é a dimensão da sua imagem dim(Im(T )).Observação 34 O termo nulidade é pou
o utilizado, mas o termo posto é muito 
o-mum.O próximo lema mostra que a 
ada TL asso
iamos dois subespaços vetoriais.



4.2. NÚCLEO E IMAGEM 85Lema 13 (nú
leo e imagem são subespaços) Dada uma transformação linear T : U →
V , o Nu
(T ) é subespaço vetorial de U e a Im(T ) é subespaço vetorial de V .Prova: Deixamos 
omo exer
í
io para o leitor.Observação 35 Como obter o nú
leo e a imagem de T : Rn → Rm?Para o nú
leo resolva o sistema T (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0). Para a imagem, es
alone(não pre
isa ser totalmente es
alonada, veja Lema 6 da página 66) matriz 
om os vetores
T (e1), . . . , T (en) (geram a imagem de T ) nas linhas para determinar base.Exemplo 152 Determine o nú
leo, a imagem e suas respe
tivas dimensões de:(a) T : R2 → R, T (x, y) = (x + 2y);(b) T : R2 → R5, T (x, y) = (−x, 2y + x,−2x + 2y, 2y − x, 2y);(
) T : R3 → R5, T (x, y, z) = (y + z, y + z, x + z, x + z, x + z).Para (a), a
hamos o nú
leo resolvendo (o sistema linear) T (x, y) = 0 = x + 2y. Logo
x = −2y e fazendo y = t, x = −2t. Logo Nu
(T ) = {(−2t, t)} = 〈(−2, 1)〉, dimensão 1.Como {(1, 0), (0, 1)} é base de R2, a imagem é gerada por {T (1, 0), T (0, 1)} = {1, 1}. Logoa imagem é todo o R, dimensão 1.Para (b), a
hamos o nú
leo resolvendo (o sistema linear) T (x, y) = 0 = (−x, 2y +
x,−2x + 2y, 2y − x, 2y); Da primeira equação obtemos −x = 0 e da última 2y = 0. Logo aúni
a solução é x = y = 0. Con
luímos que o nú
leo é o 0 (dimensão 0). Como {(1, 0), (0, 1)}é base de R2, a imagem é gerada por {T (1, 0), T (0, 1)} = {(−1, 1,−2,−1, 0), (0, 2, 2, 2, 2)}.Logo a imagem é (estes vetores são 
laramente LIs) o 〈(−1, 1,−2,−1, 0), (0, 2, 2, 2, 2)〉, di-mensão 2.Para (
), a
hamos o nú
leo resolvendo (o sistema linear) T (x, y, z) = 0 = (y + z, y +

z, x+z, x+z, x+z); Este sistema é equivalente ao sistema { y + z = 0
x + z = 0

. Es
alonando eresolvendo, são duas equações e três variáveis. Tomando z = t, obtemos y = x = −t. Logoo nú
leo é {(−t,−t, t)} = 〈(−1,−1, 1)〉, dimensão 1. Como {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ébase de R3, a imagem é gerada por
{T (1, 0, 0), T (0, 1, 0), T (0, 0, 1)} = {(0, 0, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1)}. Es
alonandoa matriz 
om estes vetores em 
ada linha, observamos que o último é 
ombinação linear dosoutros. Logo a imagem é 〈(0, 0, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 0, 0〉, dimensão 2.Exemplo 153 Considere D : P2 → P2 de�nida por D(p) = p′ (derivada). DetermineNu
(D) e Im(D).Para determinar o nú
leo seja p(x) = ax2 + bx + c, D(p)(x) = 2ax + b = 0 para todo
x impli
a que a = b = 0. Logo Nu
(D) são os polin�mios p(x) = c (
onstantes). Estamesma expressão mostra que a imagem são os polin�mios de grau 1 (P1). Sem fazer 
ontas,o 
onjunto dos polin�mios 
uja derivada é a função identi
amente nula são os polin�mios
onstantes. A imagem da derivada de polin�mios de grau 2 são polin�mios de grau 1.Exemplo 154 Seja P : R2 → R2 uma projeção ortogonal na reta x = y. Sem 
al
ularexpli
itamente P , somente 
om argumentos geométri
os, determine o nú
leo e a imagem de
P . Como P projeta na reta x = y, a imagem de P é esta reta. Como a projeção é ortogonal,serão levados no zero os vetores perpendi
ulares a esta reta, isto é, Nu
T é a reta x = −y.



86 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARESExemplo 155 Seja R : R2 → R2 uma re�exão em torno da reta x = y. Sem 
al
ularexpli
itamente R, somente 
om argumentos geométri
os, determine o nú
leo e a imagem de
R. Dada um vetor v qualquer, ele é imagem de w (tome w = R(v)). Logo a imagem é o
R2. Por outro lado, o úni
o vetor que re�etido vai na origem é a própria origem. Logo onú
leo é somente a origem.Lema 14 (injetividade e sobrejetividade de TL) Uma transformação linear T : U → Vé: (a) injetiva se, e somente se, seu nú
leo for igual a 0;(b) sobrejetiva se, e somente se, seu posto (dim Im(T )) for igual a dim(V ).Prova: Como T é linear, T (u) = T (v) se, e somente se, T (u− v) = 0. Agora o 
onjunto
{u− v} = Nu
(T ). Logo u = v se, e somente se, o Nu
(T ) = 0.Se T for sobrejetiva, Im(T ) = V e portanto, o posto = dim Im(T ) = dim(V ). Por outrolado, se o posto dim Im(T ) = dim(V ) então Im(T ) ⊂ V é um subespaço vetorial de V 
ommesma dimensão que V . Portanto, Im(T ) = V .O próximo teorema é tão importante que é 
onhe
ido em alguns livros 
omo o TeoremaFundamental da Álgebra Linear. Ele rela
iona as dimensões do nú
leo e da imagem 
om adimensão do domínio.Teorema 4 (Teorema do nú
leo-imagem TNI) Seja T : U → V linear 
om U de di-mensão �nita. Então

dim(Nu
(T )) + dim(Im(T )) = dim(U).Portanto a soma das dimensões do nú
leo e da imagem é igual a dimensão do domínio.Prova: Suponha que dim(U) = n e que dim(Nu
(T )) = k. Tome base u1, . . . ,ukde Nu
(T ). Tome v1, . . . ,vr para que γ = {u1, . . . ,uk,v1, . . . ,vr} seja base de U . Como
dim(U) = n e toda base possui mesmo número de elementos, k+r = n, isto é, dim(Nu
(T ))+
r = dim(U).Vamos mostrar que dim(Im(T )) = r, mais pre
isamente, vamos mostrar que β =
{T (v1), . . . , T (vr)} forma uma base para Im(T ):(a) 〈β〉 = Im(T ): É 
laro que 〈β〉 ⊂ Im(T ). Vamos mostrar que Im(T ) ⊂ 〈β〉. Seja
w ∈ Im(T ). Então, w = Tu para algum u ∈ U . Como γ é base de U , u = a1u1 +
· · ·akuk + b1v1 + · · · brvr. Como u1, . . . ,uk é base do nú
leo, T (uj) = 0. Logo, w = Tu =
b1T (v1) + · · · brT (vr). Portanto w ∈ 〈β〉.(b) β é LI: Suponha que ∑i aiT (vi) = 0. Pela linearidade de T , T (

∑
i aivi) = 0.Logo ∑i aivi ∈ Nu
(T ). Como u1, . . . ,uk é base do nú
leo, existem bj tais que ∑i aivi =∑

j bjuj . Logo∑i aivi−
∑

j bjuj = 0. Como γ é LI, todos os 
oe�
ientes são iguais a zero.Como β é uma base para Im(T ) e possui r vetores, dim Im(T ) = r.Observação 36 Podemos ver este teorema da seguinte forma. Caso a TL seja injetiva(nú
leo igual a zero), a imagem será uma 
ópia �el do domínio (uma bijeção) e portantoa imagem possuirá a mesma dimensão que o domínio. Note que esta será a dimensãomáxima possível para a imagem. No entanto, se o nú
leo for não nulo, perdemos dimensãoda imagem.Como a dimensão da imagem não pode ex
eder a dimensão do 
ontra-domínio, o nú
leopode ter um mínimo maior que zero, 
onforme veremos nos próximos exemplos.Sabendo somente a dimensão do nú
leo determinamos se a TL é sobrejetiva ou não: bastaapli
ar o TNI.



4.3. COMPOSIÇ�O E INVERSA 87Exemplo 156 Determine os valores máximos e mínimos possíveis para o nú
leo e imagemdas TLs:(a) T : R8 → R6;(b) T : R5 → R5;(
) T : R4 → R20.Sejam n = Nu
(T ), i = Im(T ).Em (a) n + i = 8 e i ≤ 6. Aqui n N�O pode ser 0 ou 1 pois i seria 8 ou 7, o queé impossível pois ex
ederia a dimensão do 
ontra-domínio, que é 6. Assim n = 2, . . . , 8,
i = 6, . . . , 0. Neste 
aso, dimNu
(T ) é no mínimo 2.Em (b) n + i = 5 e i ≤ 5. Assim n = 0, . . . , 5, i = 5, . . . , 0.Em (
) n + i = 4 e i ≤ 40. Assim n = 0, . . . , 4, i = 4, . . . , 0.Exemplo 157 Explique em 
ada 
aso abaixo porque não existe uma TL:(a) T : R7 → R3 injetiva;(b) T : R2 → R3 sobrejetiva;(
) T : R11 → R11 
om posto= dimNu
(T );(d) T : R5 → R2 
om Nu
(T ) = 〈(1, 2, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5, 6)〉.(a) 
omo 
ontradomínio tem dimensão 3, a imagem tem no máximo dimensão 3 e peloTNI o nú
leo tem dimensão no mínimo 4. Para ser injetiva deveria ser igual a 0.(b) a imagem tem no máximo dimensão 2, igual a dimensão do domínio.(
) pelo TNI, posto + dimNu
(T ) = 11. Como 11 é ímpar, isto é impossível.(d) 
omo o nú
leo tem dimensão 2, pelo TNI a imagem teria dimensão 3, maior que a do
ontradomínio.Exemplo 158 Em 
ada ítem dê um exemplo de TL satisfazendo as 
ondições dadas.(a) T : R3 → R3 
ujo nú
leo seja o plano x + y + z = 0 e a imagem seja a reta
(x(t), y(t), z(t)) = (0, t, t);(b) T : R4 → R3 
ujo nú
leo seja gerado por (0, 1, 1, 1) e (1, 0, 0, 0) e a imagem seja oplano y + z = 0.(a) resolvendo o sistema obtemos que o nú
leo é gerado por {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}. É
laro que a
res
entando (1, 0, 0) obteremos uma base do R3. A imagem deve ser 〈(0, 1, 1)〉.Utilizando o Lema 11, �xamos T (−1, 1, 0) = (0, 0, 0) = T (−1, 0, 1). Para garantir a imagem�xamos T (1, 0, 0) = (0, 1, 1).(b) Resolvendo o sistema y + z = 0, a imagem é igual ao 〈(1, 0, 0), (0,−1, 1)〉. Comple-tando o nú
leo 
om uma base do R4, 
onsideramos a base
(1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1). De�nimos T (1, 0, 0, 0) = T (0, 1, 1, 1) = (0, 0, 0),
T (0, 0, 1, 0) = (1, 0, 0) e T (0, 0, 0, 1) = (0,−1, 1). a TL está bem de�nida pelo Lema 11.Exemplo 159 Prove que se T : V → V então T é injetiva se, e somente se, T é sobrejetiva.De fato se Se T é injetiva então Nu
(T ) = 0. Logo, pelo Teorema 4 (TNI), dimNu
(T )+
dim Im(T ) = 0 + dim Im(T ) = dim V . Logo dim Im(T ) = dim V e, portanto, Im(T ) = V ,isto é, T é sobrejetiva.Se T é sobrejetiva então Im(T ) = V . Como dim Im(T ) = dim V , pelo Teorema 4 (TNI)
dimNu
(T ) = dim V − dim Im(T ) = 0. Portanto o Nu
(T ) = 0 e T é injetiva.4.3 Composição e InversaNesta seção re
ordamos a operação de 
omposição de funções e apli
amos ao 
aso parti
ularem que as funções são TLs. Um fato importante é que a 
omposição (de funções e de TLs)não é 
omutativa de forma geral.



88 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARESRe
ordamos também a de�nição de função inversa e obtemos propriedades de inversas deTLs. Note que podemos inverter somente funções (e TLs) que são bijetivas.De�nição 59 (
omposição de funções) Dadas f : X → Y e g : Y → Z, de�ne-se
g ◦ f : X → Z

x 7→ g(f(x))

f g

X Y Z

f g

X Y Z X Z

g ◦ f

Lema 15 (propriedades da 
omposição de funções) Considere f : X → Y , g : Y →
Z e h : Z → W .
• Asso
iatividade: (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) = f ◦ g ◦ h.
• Não-
omutatividade: em geral, g ◦ f está bem de�nido, mas f ◦ g não está. Mesmoquando Z = X, 
aso em que ambas estão de�nidas, g ◦ f e f ◦ g podem diferir.Exemplo 160 (não-
omutatividade) Considere f(x) = x2 e g(x) = x + 1.Então f(g(x)) = (x + 1)2 = x2 + 2x + 1 6= g(f(x)) = x2 + 1. Portanto, neste 
aso,

f ◦ g 6= g ◦ f .Da de�nição de 
omposição de funções em geral, de�nimos a 
omposição de TLs. Opróximo lema mostra que a 
omposição de TLs gera uma TL. Além disso, a 
omposição deTLs possui propriedades adi
ionais.lema!propriedades da 
omposição de TLsLema 16 (propriedades da 
omposição de TLs) Suponha que S, T, U são transforma-ções lineares de�nidas em espaços vetoriais apropriados para que as 
omposições abaixo façamsentido.
• T ◦ S é uma transformação linear (
omposição de TLs é uma TL);
• (S + T ) ◦ U = S ◦ U + T ◦ U (distributividade);
• S ◦ (T + U) = S ◦ T + S ◦ U (distributividade);
• S ◦ (kT ) = k(S ◦ T ) = (kS) ◦ T ;
• De forma geral S ◦ T 6= T ◦ S.Prova: De fato, (T ◦ S)(ku + v) = T (S(ku + v)) = T (kS(u) + S(v)) = kT (S(u)) +

T (S(v)) = k(T ◦ S)(u) + (T ◦ S)(v).As outras propriedades podem ser veri�
adas de maneira semelhante pelo leitor.Exemplo 161 (não-
omutatividade de TLs) Considere T, S : R2 → R2 de�nidos por
T (x, y) = (−y, x) e S(z, w) = (w, z). Então S ◦ T (x, y) = S(−y, x) = (x,−y) 6= T ◦
S(x, y) = T (y, x) = (−x, y).



4.3. COMPOSIÇ�O E INVERSA 89Notação 1 As distributividade da 
omposição de TLs motiva a notação multipli
ativa para
omposição de TLs: T ◦ S é es
rito 
omo TS. Neste sentido podemos dizer que fazemos oproduto de duas TLs quando 
al
ulamos sua 
omposição.Exemplo 162 Considere TLs de�nidas em R2:
• P projeção no eixo x: P (a, b) = (a, 0);
• R re�exão na reta y = x: R(a, b) = (b, a);
• S re�exão no eixo y: S(a, b) = (−a, b).Cal
ule PS, SP, PR e RP . Quais 
omposições 
omutam?
• PS(x, y) = P (−x, y) = (−x, 0), SP (x, y) = S(x, 0) = (−x, 0). Logo PS = SP .
• PR(x, y) = P (y, x) = (y, 0), RP (x, y) = R(x, 0) = (0, x). Logo PR 6= RPExemplo 163 Seja Rθ uma rotação de θ graus em torno da origem no plano.(a) Determine (Rθ)

3.(b) Determine um n tal que (R60o)n = Id (identidade).(a) rodar 3 vezes 60 graus é o mesmo que rodar 180 graus. Logo R3
θ(x, y) = (−x, y).(b) rodarmos 6 vezes é o mesmo que rodar 6× 60 = 360 que é o mesmo que não rodarnada. Logo pode tomar n = 6, 12, 18, . . ..De�nição 60 (Função Inversa) Seja f : X → Y uma função bijetiva. Dado y ∈ Y :(a) sobrejetividade garante que existe x ∈ X tal que f(x) = y;(b) injetividade garante a uni
idade de tal x.Assim, �
a bem de�nida a inversa de f , denotada por f−1 : Y → X, de�nida 
omo

f−1(y) = x.
f

X Y

f−1

X YComo funções bijetivas possuem inversas, usaremos, indistintamente, os termos bijetivae invertível.Exemplo 164 A inversa de f(x) = x3 é f−1(x) = 3
√

x pois ( 3
√

y)3 = y e 3
√

x3 = x.A inversa N�O é g(x) = 1/x3.Exemplo 165 A inversa de f(x) = 10x é f−1(x) = log10(x) pois log10(10x) = x e
10log10(y) = y.Exemplo 166 A inversa de f(x) = cos(x) é f−1(x) = arccos(x) pois cos(arccos(y)) = y e
arccos(cos(x)) = x.A inversa N�O é g(x) = 1/ cos(x).



90 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARESLema 17 (propriedades da função inversa) Seja f : X → Y uma função bijetiva.(a) f(f−1(y)) = y para todo y ∈ Y ;(b) f−1(f(x)) = x para todo x ∈ X.Prova: Imediata pela de�nição da inversa.De fato, estas duas propriedades 
ara
terizam a inversa, 
onforme veremos no próximolema.Lema 18 (
ara
terização da função inversa) Seja f : X → Y uma função qualquer.Se existem g, h : Y → X satisfazendo:(a) (g ◦ f)(x) = x para todo x ∈ X e(b) (f ◦ h)(y) = y para todo y ∈ Y ,então f é bijetiva e g = h = f−1.Prova: Seja IX a identidade em X e IY a identidade em Y .Note que, se r◦s é injetiva, então s é injetiva. E se r◦s é sobrejetiva, então r é sobrejetiva.Como IX é injetiva, e IY é sobrejetiva, podemos 
on
luir que f é bijetiva e f−1 está bemde�nida. Assim,
g ◦ f = IX ⇒ g ◦ f ◦ f−1 = IX ◦ f−1 ⇒ g = f−1 e
f ◦ h = IY ⇒ f−1 ◦ f ◦ h = f−1 ◦ IY ⇒ h = f−1.

Corolário 5 Se f é bijetiva, então f−1 é bijetiva e (f−1)−1 = f .Lema 19 (inversa da 
omposta) Se f : Y → Z e g : X → Y são invertíveis então f ◦ gtambém o é e (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.Prova: Basta observar o diagrama abaixo.
f g

X Y Z

f g

X Y Z

g ◦ f

f−1 g−1

X Y Z

f−1 ◦ g−1

Vamos agora parti
ularizar para o 
aso em que a função é uma TL. Para isto pre
isamosque ela seja uma bijeção.Lema 20 (propriedades da inversa de TL) Sejam S, T : U → V é transformações line-ares bijetivas (ou invertíveis), então:(a) T−1 também é linear;(b) U e V têm a mesma dimensão;(
) (ST )−1 = T−1S−1.



4.4. EXERCÍCIOS DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES 91Prova:(a) Sejam v1,v2 ∈ V e α, β ∈ R e u1 = T−1(v1),u2 = T−1(v2).Então, pela linearidade de T , T (αu1 + βu2) = αT (u1) + βT (u2) = αv1 + βv2.Logo T−1(αv1 + βv2) = T−1(T (αu1 + βu2)) = αu1 + βu2 = αT−1(v1) + βT−1(v2).(b) Pelo Lema 14, 
omo T é injetiva, dimNu
(T ) = 0; 
omo T é sobrejetiva, dim Im(T ) =
dim(V ). Pelo Teorema 4 (TNI), dim(U) = dimNu
(T ) + dim Im(T ) = 0 + dim(V ) =
dim(V ).(
) segue pelo Lema 19.O próximo teorema 
ara
teriza as TLs (de V em V ) que possuem inversa 
omo aquelas
om nú
leo trivial. É resultado muito importante no 
urso.Teorema 5 (inversa e o nú
leo) Suponha V de dimensão �nita. Se T : V → V então Tpossui inversa se, e somente se, Nu
(T ) = 0.Prova: Se T possui inversa então é injetiva e pelo Lema 14 o nú
leo é nulo.Suponha que Nu
(T ) = 0. Pelo Lema 14, T é injetiva. Pelo Teorema 4 (TNI), dim(V ) =
dim(Nu
(T )) + dim(Im(T )) = dim(Im(T )) (pois dimNu
(T ) = 0). Logo T é sobrejetiva.Como T é injetiva e sobrejetiva segue que T é invertível.Exemplo 167 Determine, se for possível, a inversa das transformações geométri
as no plano:(a) rotação de 25 graus;(b) re�exão em torno da reta 2x− 3y = 0;(
) projeção na reta 5x− 2y = 0.(a) inversa é rotação de 360 − 25 = 335 graus pois rodar 25 graus e depois rodar 335graus equivale a rodar 360 graus, isto é, �
ar parado.(b) inversa é re�etir novamente em torno da mesma reta (2x−3y = 0) pois duas re�exõesseguidas 
an
elam uma a outra;(
) não possui inversa pois os vetores perpendi
ulares a reta 5y − 2y = 0 farão parte donú
leo; 
omo ele é não-trivial, esta TL não possui inversa.4.4 Exer
í
ios de Transformações Lineares4.4.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1.Considere I : V → V e T : V → W de�nidas por I(v) = v e T (v) = 0 paratodo v ∈ V .(a) Nu
(I) = (V, W,0); (b) Im(I) = (V, W,0);(
) Nu
(T ) = (V, W,0); (d) Im(T ) = (V, W,0);Exer
í
io 2.Determine se são lineares T : R2 → R2:(a) T (x, y) = (x + 2y, xy); (b) T (x, y) = (x + 2y, x− y);(
) T (x, y) = (x2 + 2y, y); (d) T (x, y) = (x + 2y, 0);(e) T (x, y) = (x + 2, 2x− y).Exer
í
io 3. Seja T : V →W uma TL. Para 
ada pergunta, es
olha uma das opções.(i) a de�nição de Nu
(T ) é:(A) {w ∈W | T (0) = w};(B) {w ∈W | T (w) = 0};(C) {v ∈ V | T (v) = 0};019.jul.2008 16h



92 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES(D) {v ∈ V | T (0) = v}.(ii) a de�nição de Im(T ) é:(A) {w ∈W | w = T (v) para algum v ∈ V };(B) {w ∈W | v = T (w) para algum w ∈W};(C) {v ∈ V | w = T (v) para algum v ∈ V };(D) {v ∈ V | v = T (w) para algum w ∈ W};(iii) T é sobrejetora se, e somente se:(A) dim(V ) = dim(W );(B) dim(Nu
(T )) = dim(V );(C) dim(Nu
(T )) = 0;(D) dim(Im(T )) = dim(W );(E) dim(Im(T )) = 0.(iv) T é injetiva se, e somente se:(A) dim(V ) = dim(W );(B) dim(Nu
(T )) = dim(V );(C) dim(Nu
(T )) = 0;(D) dim(Im(T )) = dim(W );(E) dim(Im(T )) = 0.Exer
í
io 4. Seja T : R7 → R10 linear.(a) se dim(Nu
(T )) = 0 então dim(Im(T )) = ;(b) se dim(Nu
(T )) = 3 então dim(Im(T )) = ;(
) se dim(Nu
(T )) = 5 então dim(Im(T )) = ;Exer
í
io 5.Determine dim(Im(T )) sabendo que:(a) T : R5 → R4 
om dim(Nu
(T )) = 3.(b) T : R5 → R7 
om T injetiva;Exer
í
io 6.Determine dim(Nu
(T )) sabendo que:(a) T : V →W 
om T sobrejetiva, dim(V ) = 5, dim(W ) = 3;(b) T : R4 → R4 sabendo que existe a inversa de T .Exer
í
io 7.Determine se são V ou F as seguintes a�rmativas sobre TLs:(a) T : R5 → R4 pode ser injetiva;(b) T : R3 → R5 
om dim(Im(T )) = 3 é injetiva.(
) Se T : Rn → Rm satisfaz T (0) = 0 então T é linear.(d) Se T é injetiva então não existe w 6= 0 tal que T (w) = 0.(e) se T : V → V possui inversa então dim(Nu
(T )) = dim(V ).Exer
í
io 8.Considere D2 : P3 → P3 de�nido por D2(f) = f ′′ (duas derivadas). Determinese fazem parte do Nu
(D2): 3x3 + x2? 3x− 4? x2? 5?4.4.2 ProblemasProblema 1.Considere T : R3 → R2 dada por T (x, y, z) = (4x− y + 2z, −2x + y/2− z).Determine se:(a) (1, 2) ∈ Im(T ); (b) (1, 4, 0) ∈ Nu
(T ); (
) (0, 2, 2) ∈ Nu
(T ).Problema 2.Determine o nú
leo, a imagem e suas respe
tivas dimensões de:(a) T : R3 → R4, T (x, y, z) = (x− y, −y − z , y − x, y + z);(b) T : R3 → R3, T (x, y, z) = (x− y, z + 2x, 2y + z);(
) L : R5 → R3, L(a, b, c, d, e) = (a + 3c− e, c− d + e, a + 4c− d).Problema 3.Cal
ule a imagem e o nú
leo de 
ada uma das TLs abaixo:



4.4. EXERCÍCIOS DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES 93(a) T : P3 → P3, de�nido por T (p) = p′′ (segunda derivada).(b) T : P2 → R de�nida por T (p) = p(3).(
) T : P2 → P3 de�nido por (T (p))(x) = xp(x) ∀x ∈ R.(d) T : C1(R; R)→ C(R; R) de�nida por T (f) = f ′.Problema 4.Explique em 
ada 
aso abaixo porque não existe uma TL:(a) T : R4 → R2 
ujo nú
leo seja a origem;(b) T : R4 → R2 que seja injetiva;(
) T : R7 → R6 
ujo nú
leo seja igual a imagem;(d) T : R4 → R3 
om Nu
(T ) = 〈(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)〉 e Im(T ) = 〈(1, 1, 2), (2, 2, 4)〉.Problema 5.Em 
ada item dê um exemplo de TL satisfazendo as 
ondições dadas.(a) T : R2 → R2 que leva (−1, 2) em (1, 0) e (1,−1) em (−1,−1);(b) T : R4 → R3 tal que o nú
leo é plano{ x + y + z = 0
z − w = 0

e a imagem 〈(1,−1, 1), (1, 2, 3)〉;(
) T : R3 → R4 
ujo nú
leo seja dado pelas equações paramétri
as  x = s
y = t
z = t + s

e aimagem seja solução do sistema  x = 0
y = 0

z − w = 0
.Problema 6. Seja Pn o espaço dos polin�mios de grau ≤ n. Determine se é linear:(a) L : P4 → P4 de�nida por (L(p))(x) = p(x + 1);(b) L : P2 → P2 de�nida por (L(p))(x) = p′(x) + 1;(
) L : P2 → P2 de�nida por (L(p))(x) = cx2 + ax + b se p(x) = ax2 + bx + c.Problema 7. Seja W = {p ∈ P3| p(0) = 0} e D : W → P3 de�nida por Dp = p′. Mostreque D é injetiva.Problema 8. Seja D2 : C2(R; R) → C2(R; R) de�nida por D2f = f ′′ (derivada segunda).Cal
ule uma base para o nú
leo de D2.Problema 9. Seja T (f)(x) = f(2x + 2). Mostre que S(f)(x) = f(x/2− 1) é a TL inversa.4.4.3 Desa�osDesa�o 1. (Shilov p.114 #6 e #15) No espaço de todos os polin�mios em x (que é umespaço de dimensão in�nita) 
onsidere D o operador derivação 
om relação a x e S o operadormultipli
ação por x.(a) Mostre que DS − SD = I; Isto signi�
a que DS 6= SD.(b) Utilize propriedades do traço (soma dos elementos da diagonal da matriz) para mostrarque em dimensão �nita não existem transformações lineares A, B tais que AB − BA = I.Desa�o 2. (Shilov p.117 #36) Mostre que: (a) Nu
(T ) ⊃ T (V ) se, e somente se, T 2 = 0;(b) Nu
(T ) ⊂ Nu
(T 2) ⊂ Nu
(T 3) · · ·.(b) Im(T ) ⊃ Im(T 2) ⊃ Im(T 3) · · ·.Desa�o 3. Seja T : V → V linear 
om V de dimensão �nita. Suponha que dim ImT =

dim ImT 2. Prove que Nu
T ∩ ImT = 0.Desa�o 4.Considere T : V → W linear, X ⊂ V e U ⊂W subespaços vetoriais.(a) De�na T (X) = {T (v) ∈ W | v ∈ X} (imagem direta de X por T ). Mostre que T (X)é um subespaço vetorial de W .



94 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES(b) De�na T−1(U) = {v ∈ V | T (v) ∈ U} (imagem inversa de U por T ). Mostre que
T−1(U) é um subespaço vetorial de V .Desa�o 5.En
ontre uma base de L(R2; R). Qual a dimensão deste espaço?Desa�o 6.En
ontre uma base de L(R2; R2). Qual a dimensão deste espaço?Desa�o 7. (a) Considere T : R2 → R2. Prove que existem a0, a1, a2, a3, a4 ∈ R que nãosejam todos nulos tais que a0I + a1T + a2T

2 + a3T
3 + a4T

4 = 0.Di
a: dimL(R2; R2) = 4, o 
onjunto {I, T, T 2, T 3, T 4} é LI?.(b) Considere T : Rn → Rn. Prove que existe um polin�mio p(x) não-degenerado de grau
n2 tal que p(T ) = 0.Obs: De�nimos p(T ) da seguinte forma. Se p(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxk, de�nimos p(T )
omo a matriz a0I + aT + · · ·+ anT k.Di
a: Generalização de (a).Desa�o 8.Dado um espaço vetorial V , denotamos por V ∗ o 
onjunto L(V ; R) das trans-formações lineares de V em R. Chamamos os elementos de V ∗ 
omo formas lineares oufun
ionais lineares em V . Já sabemos que este é um espaço vetorial pois V e R são espaçosvetoriais. Suponha que v1,v2, . . . ,vn é base de V . Prove que:(a) T1, . . . , Tn ∈ L(V ; R) de�nido por Ti(vj) = δij é base de V ∗. O símbolo δij é
onhe
ido 
omo delta de Krone
ker e vale 1 se i = j e 0 se i 6= j.(b) dim(V ) = dim(V ∗). Di
a: Use (a).Desa�o 9. Considere U e V espaços de dimensão �nita. Determine base e dimensão de
L(U ; V ).Desa�o 10. (desigualdade de Sylvester) Sejam T, S : V → V 
om dim(V ) = n, rT =
dim Im(T ) , rS = dim Im(S), rST = dim Im(ST ). Prove que

rS + rT − n ≤ rST ≤ min(rS, rT ).

4.4.4 ExtrasExtra 1. Seja T : R7 → R10 linear.(a) o maior valor possível para dim(Nu
(T )) é ;(b) o maior valor possível para dim(Im(T )) é .Extra 2.Determine dim(Im(T )) sabendo que:(a) T : R4 → R7 e que a equação Tv = w possui uma úni
a solução para um determinado
w. (b) T : R6 → R5 
om T sobrejetiva;Extra 3.Determine dim(Nu
(T )) sabendo que:(a) T : R6 → R8 
om dim(Im(T )) = 3;(b) T : V →W 
om T injetiva;Extra 4.Considere T1, T2 : R3 → R2 de�nidas por T1(x, y, z) = (x − y + z, 2x − y) e
T2(x, y, z) = (3x− 2y + z, x− z). Determine uma base para Nu
(T1) ∩Nu
(T2).Extra 5.Determine o nú
leo, a imagem e suas respe
tivas dimensões de:(a) T : R3 → R5, T (x, y, z) = (z − x, 2y + x, 3z − 2x + 2y, 2y − x, 2y − z);(b) T : R4 → R3, T (x, y, z, w) = (x + z + w, 2y − x, x + 2y + 2z + aw) para todo
a ∈ R;(
) L : R3 → R4, L(x, y, z) = (2x− y + z, y − z, 4x− y + z, 2x− 2y + 2z);



4.4. EXERCÍCIOS DE TRANSFORMAÇÕES LINEARES 95(d) L : R4 → R3, L(x, y, z, w) = (x− y + z − 3w, 2x + y − z + w, 3x− 2w);Extra 6.Explique em 
ada 
aso abaixo porque não existe uma TL:(a) T : R3 → R4 que seja sobrejetiva;(b) T : R3 → R2 
ujo nú
leo seja gerado pelo vetor (1, 2, 1);(
) T : R6 → R2 
ujo nú
leo seja igual a imagem;Extra 7.Em 
ada item dê um exemplo de TL satisfazendo as 
ondições dadas.(a) T : R2 → R2 
ujo nú
leo seja a reta x = 2y;(b) T : R2 → R2 
uja imagem seja a reta 2x + y = 0;(
) T : R3 → R3 
ujo nú
leo seja o plano x + y − z = 0 e a imagem seja a reta
(x(t), y(t), z(t)) = (−t, 0, t);(d) T : R3 → R4 
ujo nú
leo seja gerado por (1, 1, 1) e a imagem seja o hiperplano
x + y + z = 0;(e) T : R2 → R2 tal que T (1, 0) = (1, 1) e 
ujo nú
leo seja o eixo y;(f) T : R3 → R3 tal que T (1, 0, 0) = T (0, 0, 1) = T (1, 0,−1) = (1, 1, 1);(g) T : R3 → R3 
ujo nú
leo seja gerado por (1, 1, 1) e a imagem seja o plano x+y+z = 0;(h) T : R3 → R3 tal que T (1, 0, 1) = (1, 1, 1) e tenha 
omo nú
leo o plano x + z = 0;(i) T : R3 → R3 tal que T (1, 0, 1) = (1, 1, 1) e tenha 
omo imagem o plano x + z = 0;(j) T : R4 → R4 
ujo nú
leo seja 〈(1, 0, 1, 0), (1, 2, 0, 1)〉 e a imagem o plano dado por
(x(s, t), y(s, t), z(s, t), w(s, t)) = (−s, t, s, s + t);(k) T : R3 → R3 tal que Nu
 T = 〈(0, 1, 0)〉 e ImT = 〈(1, 1,−1), (1, 0, 1)〉. T é injetiva?Extra 8.Mostre que a 
omposição de duas TLs:(a) é uma TL; (b) injetivas é uma TL injetiva.Extra 9. Seja T : V → W linear. Prove que:(a) T (0) = 0;(b) Nu
(T ) é subespaço vetorial de V ;(
) Im(T ) é subespaço vetorial de W .(d) se T é injetiva, T leva 
onjunto LI em 
onjunto LI.(e) se T possui inversa, T leva base em base.Extra 10. (Shilov p. 113 #3) Determine se são lineares as seguintes operações no espaço Pde todos os polin�mios em x:(a) multipli
ação por x; (b) multipli
ação por x2; (
) derivada em relação a x.Extra 11.Determine se T : Pn → Pn+1, de�nido por T (p)(x) = xp(x) (multipli
a o po-lin�mio por x, aumentando seu grau). é linear e injetiva. Por exemplo se p(x) = x2 + 1,
T (p)(x) = x3 + x.Extra 12. Seja Pn o espaço dos polin�mios de grau ≤ n. Determine se é linear:(a) L : P2 → R de�nida por L(p) = (p(0) + p(1))/2.(b) L : P5 → P5 de�nida por (L(p))(x) = p(x) + 2;Extra 13. Sejam T, S : F(R; R)→ F(R; R) de�nida por T (f)(x) = 1 + f(x) e S(f)(x) =
f(x + 1)(a) T e S são lineares?(b) Determine, para as que são lineares, o nú
leo e a imagem.Extra 14. Sabemos que se a, b ∈ R então ab = 0 impli
a que a = 0 ou b = 0. Vamos verque para TLs isto não é verdade.(a) Considere projeções Px no eixo x e Py no eixo y em R2. Prove que embora nenhumadelas seja nula, PxPy = PyPx = 0;



96 CAPÍTULO 4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES(b) Considere Dxx o operador segunda derivada e Dxxx o operador ter
eira derivada.Prove que em P4 (polin�mios de grau máximo igual a 4) DxxDxxx = 0 embora nem nem
Dxx nem Dxxx sejam nulos.Obs: em álgebra quando a
onte
e de ST = 0 
om S e T não-nulos dizemos que existeum divisor de 0.



Capítulo 5MatrizesAté este momento, matrizes apare
eram prin
ipalmente 
omo um artifí
io para resolução desistemas lineares: ao invés de se tro
ar linhas de um sistema, tro
am-se linhas da matriz que orepresenta, et
. Neste 
apítulo as matrizes 
omo objetos matemáti
os independentes. Neste
apítulo apresentamos, para espaços vetoriais de dimensão �nita, a asso
iação entre:
• TLs a matrizes e
• matrizes a TLs.Nesse sentido, toda TL é dada por uma matriz e o estudo de TLs pode ser reduzido ao estudode matrizes. A 
ada operação de�nida (no 
apítulo anterior) entre TLs 
orresponde umaoperação entre matrizes:
• multipli
ação de TL por es
alar → produto es
alar-matriz;
• soma de TLs → soma de matrizes;
• 
omposição de TLs → produto matriz-matriz.Desta asso
iação, utilizando de�nições 
orrespondentes 
om TLs, podemos ainda de�nir paramatrizes:
• nú
leo, nulidade, posto e imagem;
• inversa.Prin
ipais resultados:(a) 
omo determinar nú
leo e imagem de matrizes;(b) interpretações do produto matriz-matriz;(
) 
omo 
al
ular a inversa de uma matriz;(d) matrizes de TLs geométri
as;(e) representação matri
ial de TLs e mudança de base.5.1 De�nições e Operações Bási
asNesta seção de�nimos matrizes, sua 
orrespondên
ia 
om TLs, e operações de soma e produtopor es
alar. Mostramos que o 
onjunto de matrizes é um espaço vetorial 
om operações desoma e multipli
ação por es
alar.0Versão 21.jul.2008 16h 97



98 CAPÍTULO 5. MATRIZESDe�nição 61 (matriz) Uma matriz m× n (m linhas e n 
olunas) sobre um 
onjunto dees
alares (aqui neste texto R) é um arranjo de mn elementos aij (i = 1, . . . , m e j = 1, . . . , n)num retângulo:
A =




a11 · · · a1n... ...
am1 · · · amn


 .Es
revemos também que A = (aij), onde o número de linhas e 
olunas �
a subentendidopelo 
ontexto.Observação 37 Para lembrar da 
onvenção que matriz m× n signi�
a m linhas e n
olunas observe que quando queremos lo
alizar uma letra numa página (arranjo retangular)falamos que ela está na linha m, 
oluna n: é natural dizer a linha primeiro.De�nição 62 (matriz transposta) A transposta de uma matriz A = (aij) é a matriz

B = (bij) = AT dada por
bij = aji, para todo i, j.Se A é m× n então AT é n×m e

B = AT =




a11 · · · an1... ...
a1m · · · anm


 .Note que (AT )T = A.De�nição 63 (espaço das matrizes) Denotamos porMm×n o espaço (mais adiante, noLema 24 da página 101, provamos que é um espaço vetorial) de matrizes 
om m linhas e n
olunas.Podemos ver uma matriz 
omo um 
onjunto de vetores dispostos em 
olunas ou linhas.Assim, dado A ∈Mm×n, pensando em 
olunas (são n 
olunas),

A =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


 ,onde 
ada 
oluna é o vetor vi ∈ Rm. Pensando em linhas (são m linhas),

A =



← u1 →...
← um →


 ,onde 
ada linha é o vetor ui ∈ Rn. Esta visão das matrizes é muito importante, entre outrasrazões (aguarde próximos 
apítulos), pois as operações de soma e produto são mais fá
eis (enaturais) de serem de�nidas utilizando este ponto de vista.Vamos 
omeçar revisitando a de�nição do produto matriz-vetor (já tínhamos visto duasinterpretações distintas na página 42).



5.1. DEFINIÇÕES E OPERAÇÕES BÁSICAS 99De�nição 64 (produto matriz-vetor) Seja A =




↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓



 ∈ Mm×n e w =




w1

w2...
wn


 ∈ Rn. De�nimos Aw ∈ Rm, o produto da matriz A pelo vetor w, por

Aw =

n∑

i=1

wivi.Portanto o produto matriz-vetor é a 
ombinação linear das 
olunas da matriz 
om 
oe�
ientesdados pelas 
oordenadas do vetor.Lema 21 (linearidade do produto matriz-vetor) Dados uma matriz A, vetores u,v ∈
Rn e es
alar k,
• A(u + v) = Au + Av;
• A(ku) = kAu.Prova: Basta es
rever as 
oordenadas dos vetores u,v e apli
ar a de�nição do produtomatriz-vetor 
omo 
ombinação linear das 
olunas da matriz. Deixamos detalhes para o leitor.Lema 22 (interpretação do produto matriz-vetor) Seja A =



← u1 →...
← um →


 ∈ Mm×ne w ∈ Rn. Então

Aw =




u1 ·w...
um ·w


 .Portanto 
ada entrada do produto matriz-vetor é o produto es
alar (reveja De�nição 26 napágina 41) de w 
om 
ada linha da matriz.Prova: Veri�
ação deixada para o leitor. Basta expli
itar em termos de 
oe�
ientes (aij)da matriz e do vetor w = (wi). Ver Exemplo 168.O produto matriz-vetor induz uma bijeção entre matrizes (Mm×n) e TLs (L(Rn; Rm))
onforme veremos no Lema 23.De�nição 65 (TL asso
iada a uma matriz) Dada A ∈ Mm×n, de�nimos TA ∈

L(Rn; Rm) por TA(w) = Aw (produto matriz-vetor). TA é linear pelo Lema 21.Observação 38 Falamos, num abuso de linguagem, �dada a matriz A, 
onsidere a trans-formação linear A : Rn → Rm�, utilizando o mesmo símbolo para a matriz e para a TL.O 
orreto seria dizer �dada a matriz A, 
onsidere a transformação linear TA�. Abusamostambém falando no �domínio e imagem de A�, quando o 
orreto seria �domínio e imagemde TA�.



100 CAPÍTULO 5. MATRIZESExemplo 168 Considere B =

[
1 2 3
4 5 6

]. Determine TB : R3 → R2.Utilizando a de�nição do produto matriz-vetor,
B




x
y
z


 =

[
1 2 3
4 5 6

]


x
y
z


 = x

[
1
4

]
+ y

[
2
5

]
+ z

[
3
6

]
=

=

[
x

4x

]
+

[
2y
5y

]
+

[
3z
6z

]
=

[
x + 2y + 3z

4x + 5y + 6z

]
.É mais fá
il (e é o que deve ser feito na práti
a) usar o Lema 22 e fazer produto es
alar
om linhas: B




x
y
z



 =

[
1 2 3
4 5 6

]


x
y
z



 =

[
(1, 2, 3) · (x, y, z)
(4, 5, 6) · (x, y, z)

]
=

[
x + 2y + 3z

4x + 5y + 6z

]
.De uma forma ou de outra, 
on
luímos que TB(x, y, z) = (x + 2y + 3z, 4x + 5y + 6z).Observe que a
abamos de demonstrar o Lema 22 para a matriz B.Lema 23 (bijeção entre matrizes e TLs) A função da De�nição 65 que asso
ia a 
adamatriz A ∈Mm×n a transformação linear TA ∈ L(Rn; Rm) é uma bijeção.Prova: Vamos provar a injetividade. Suponha que TA = TB. Logo, dados vetores dabase 
an�ni
a do Rn ei, i = 1, . . . , n, TA(ei) = Aei = Bei = TB(ei) para todo i. Agora,é 
laro que Aei é a i-ésima 
oluna de A pois na 
ombinação linear dos vetores 
olunas de

A vai apare
er somente a i-ésima 
oluna. Do mesmo modo, Bei é a i-ésima 
oluna de B.Con
luímos que 
ada 
oluna de A é igual a 
ada 
oluna de B, isto é, A = B, provando ainjetividade.Para a sobrejetividade, 
onsidere S ∈ L(Rn; Rm). De�na vi = S(ei), i = 1, . . . , n. De�na
A =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


. Agora, é 
laro que Aei = vi. Logo TA(ei) = Aei = vi = S(ei).Como S e TA são lineares e assumem os mesmo valores em todos os vetores da base, peloLema 11 da página 82, S = TA.Exemplo 169 Determine a matriz asso
iada a T (x, y, z, w) = (x− y + 2z, x + y, z + w).Cal
ule T (1, 0, 0, 0) = (1, 1, 0), T (0, 1, 0, 0) = (−1, 1, 0), T (0, 0, 1, 0) = (2, 0, 1),

T (0, 0, 0, 1) = (0, 0, 1). Colo
ando estes vetores 
omo 
olunas da matriz A, obtemos que
A =




1 −1 2 0
1 1 0 0
0 0 1 1



 .Vamos de�nir as operações abaixo utilizando as de�nições 
orrespondentes (ver De�nição 2e De�nição 4 na página 3) em Rn: note que o sinal de soma dentro da matriz tem signi�
adodistinto do sinal de soma fora da matriz: trata-se de soma de vetores, num 
aso, e de somade matrizes, no outro.



5.2. NÚCLEO E IMAGEM 101De�nição 66 (soma de matrizes e multipli
ação por es
alar) Sejam k um es
alar e
A, B ∈Mm×n 
ujas 
olunas são 
ompostas por vetores a1, . . . , an e b1, . . . ,bn, isto é,

A =



↑
a1

↓
· · ·

↑
an

↓


 e B =



↑
b1

↓
· · ·

↑
bn

↓


 .De�ne-se

A + B =




↑
(a1 + b1)
↓

· · ·
↑

(an + bn)
↓


 e kA =



↑

(ka1)
↓

· · ·
↑

(kan)
↓


 .Observação 39 Poderíamos ter feito a de�nição usual equivalente, 
omponente a 
om-ponente,

(A + B)ij = aij + bij e (kA)ij = kaij .Lema 24 (espaço vetorial das matrizes) O 
onjuntoMm×n munido 
om as operaçõesde�nidas a
ima é espaço vetorial.Prova: Uma matriz deMm×n pode ser vista 
omo um vetor em Rm×n 
om entradas (aij).Vista deste modo, 
om operações de�nidas 
omponente a 
omponente, Mm×n é igual a
Rm×n. Como já sabemos que Rm×n é um espaço vetorial,Mm×n é um espaço vetorial.5.2 Nú
leo e ImagemDe�ne-se nú
leo (ou kernel), imagem, posto e nulidade de uma matriz A através da transfor-mação linear 
orrespondente TA da De�nição 65.Dada uma matriz A =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


, 
omo determinar uma base para o nú
leo e paraa imagem de A?(a) para o nú
leo temos que resolver o sistema Ax = 0, o que é feito es
alonando a matriz

A. (b) para a imagem, o 
onjunto TA(ej) = Aej = vj , para j = 1, . . . , n (
olunas de A),gera a imagem. Con
luímos que as 
olunas de A geram Im(A). Uma base da imagem éobtida tomando-se um sub
onjunto das 
olunas de A. Para fazer isto apli
amos o Lema 6 dapágina 66, es
alonando (não pre
isa ser totalmente es
alonada) a matriz AT =



← v1 →...
← vn →


.Em resumo, para 
al
ular o nú
leo es
alonamos totalmente a matriz A e resolvemos osistema homogêneo, para 
al
ular a imagem es
alonamos (não é ne
essário es
alonar total-mente) a matriz AT .



102 CAPÍTULO 5. MATRIZESExemplo 170 Determine uma base e dimensão do nú
leo e da imagem de
A =




2 2 −1 0 1
−1 −1 2 0 1

1 1 −2 0 −1
0 0 1 0 1


.Para 
al
ular o nú
leo temos que resolver o sistema homogêneo Av = 0. Para isto,es
alonando totalmente A, obtemos [ 1 1 0 0 1

0 0 1 0 1

]. São três variáveis livres. Com issosabemos que o nú
leo tem dimensão 3. Tomando r, s, t 
omo parâmetros, obtemos que onú
leo é (x1, x2, x3, x4, x5) = (−s − t, s,−t, r, t). Colo
ando r = 1 e s = t = 0 obtemos
(0, 0, 0, 1, 0) no nú
leo. Colo
ando s = 1 e r = t = 0 obtemos (−1, 1, 0, 0, 0) no nú
leo.Colo
ando t = 1 e r = s = 0 obtemos (−1, 0,−1, 0, 1) no nú
leo. Portanto, uma base parao Nu
(T ) é {(0, 0, 0, 1, 0), (−1, 1, 0, 0, 0), (−1, 0,−1, 0, 1)}.Pelo TNI já sabemos que a dimensão da imagem é 5 (número de 
olunas) menos a dimen-são do nú
leo 3. Logo a dimensão da imagem é 2. Para 
al
ular uma base (e a dimensão tam-bém, 
aso tivéssemos 
omeçado por aqui) temos que es
alonar AT =




2 −1 1 0
2 −1 1 0
−1 2 −2 1

0 0 0 0
1 1 −1 1



.Es
alonando obtemos, [ 2 −1 1 0

0 3/2 −3/2 1

]. Portanto, uma base para o Im(T ) é
{(2,−1, 1, 0), (0, 3/2,−3/2, 1)}.Exemplo 171 Determine uma base e dimensão do nú
leo e da imagem de
B =




1 0 −1 0
−1 −1 1 1

0 −1 0 1


.Para 
al
ular o nú
leo temos que resolver o sistema homogêneo Bv = 0. Para isto,es
alonando totalmente B, obtemos [ 1 0 −1 0

0 1 0 −1

]. São duas variáveis livres. Comisso sabemos que o nú
leo tem dimensão 2. Tomando s, t 
omo parâmetros, obtemos que onú
leo é (x1, x2, x3, x4) = (s, t, s, t). Colo
ando s = 1 e t = 0 obtemos (1, 0, 1, 0) no nú
leo.Colo
ando t = 1 e s = 0 obtemos (0, 1, 0, 1) no nú
leo. Portanto, uma base para o Nu
(T )é {(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)}.Pelo TNI já sabemos que a dimensão da imagem é 4 (número de 
olunas) menos adimensão do nú
leo 2. Logo a dimensão da imagem é 2. Para 
al
ular uma base (e a dimensãotambém, 
aso tivéssemos 
omeçado por aqui) temos que es
alonar AT =




1 −1 0
0 −1 −1
−1 1 0

0 1 1


.Es
alonando obtemos, [ 1 −1 0

0 −1 −1

]. Portanto, uma base para a Im(T ) é
{(1,−1, 0), (0,−1,−1)}.A relação entre linhas e 
olunas 
om nú
leo e imagem motiva a próxima de�nição.De�nição 67 (espaço-linha e espaço-
oluna) O espaço-
oluna de A é o espaço ge-rado pelas 
olunas de A, isto é, é igual Im(A). O espaço-linha de A é o espaço geradopelas linhas de A, isto é, Im(AT ).



5.3. PRODUTO E INVERSA 103Lema 25 (dimensão do espaço linha e 
oluna) O dimensão do espaço-linha é igual adimensão do espaço-
oluna.Prova: Considere A 
om m linhas e n 
olunas. A dimensão do espaço-
oluna é igual a
dim(Im(A)). A dimensão do espaço-linha é o número k de linhas não-nulas após es
alonar
A. Como o sistema possui n variáveis e foi reduzido a k equações, 
on
luímos que são
n−k variáveis livres, isto é, o Nu
(A) possui dimensão n−k. Pelo TNI, dim(Im(A)) = n−
dim(Nu
(A)) = n−(n−k) = k. Ou seja, dimensão do espaço-
oluna = dim(Im(A)) = k =dimensão espaço-linha.Como 
onseqüên
ia deste lema, quando se resolve um sistema automati
amente obtemoso posto da matriz, a dimensão de sua imagem, que é igual ao número de linhas não-nulas damatriz es
alonada.5.3 Produto e InversaA operação de produto entre duas matrizes é 
onhe
ida dos alunos. Vamos introduzi-la deforma bastante distinta para depois re-interpretá-la de diversos modos, tal qual �zemos 
omo produto matriz-vetor na De�nição 64 e no Lema 22 deste Capítulo.De�nição 68 (produto de matrizes) Sejam A ∈Mm×p e B ∈Mp×n. Considere TA, TBas TLs 
orrespondentes. Por de�nição TB : Rn → Rp e TA : Rp → Rm. Como a 
omposiçãode TLs é uma TL, S = TA ◦ TB : Rn → Rm é TL. Pelo Lema 23, existe C ∈ Mm×n tal que
S = TC . De�nimos AB = C ∈Mm×n. Teremos então que TAB = TA ◦ TB.De forma mais 
urta, abusando a linguagem, C = A ◦B (
omposição das TLs 
orrespon-dentes a A e B).Observação 40
• As restrições nas dimensões das matrizes A e B para que faça sentido AB de
orrem,de forma natural, da de�nição por 
omposição de TLs: o 
ontradomínio de A deveser igual ao domínio de B;
• A não-
omutatividade do produto de matrizes de
orre da não-
omutatividade da
omposição de funções;
• O produto de matrizes herda todas as propriedades da 
omposição de TLs: distribu-tividade, asso
iatividade, et
.
• Porque não se de�ne o produto de matrizes 
omponente a 
omponente? A respostaé que, embora se possa fazer isto, por não 
orresponder a nada espe
ial em termosda TL 
orrespondente, é uma de�nição estéril (sem 
onseqüên
ias).A de�nição a
ima é elegante mas não expli
ita 
omo 
al
ular o produto matriz-matriz.Este é o 
onteúdo do próximo lema, que reduz o produto matriz-matriz a produtos matriz-vetor.



104 CAPÍTULO 5. MATRIZESLema 26 (produto matriz-matriz) Sejam A ∈ Mm×p e B =




↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓



 ∈ Mp×n,
om vi ∈ Rp. Então,
AB = A



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


 =



↑

Av1

↓
. . .

↑
Avn

↓


 .

Prova: Vamos determina quem são as 
olunas de AB. Para isto, basta apli
ar AB emum vetor da base 
an�ni
a ej . Note que TB(ej) = Bej = vj (j-ésima 
oluna de B). PelaDe�nição 68, TAB(ej) = TA(TB(ej)) = TA(vj) = Avj . Logo a j-ésima 
oluna de AB é
Avj .
Observação 41 Podemos de�nir as operações de soma e produto por es
alar do mesmomodo que �zemos 
om o produto matriz-matriz: utilizando a bijeção entre matrizes e TLs.A soma de duas matrizes A, B seria de�nida 
om a matriz C tal que TC = TA + TB (asoma aqui é de TLs!).O produto do es
alar k pela matriz A seria de�nida 
om a matriz C tal que TC = kTA (oproduto aqui é 
om uma TL!).Desta forma teríamos que: TA+B = TA + TB, TkA = kA, TAB = TA ◦ TB.

Vimos que (De�nição 64 e Lema 22 deste 
apítulo) o produto matriz-vetor pode ser visto
omo:(a) produto es
alar 
om linhas da matriz, ou(b) 
ombinação linear das 
olunas da matriz.Vamos ver três interpretações para o produto matriz-matriz.



5.3. PRODUTO E INVERSA 105Lema 27 (interpretações do produto matriz-matriz) Sejam A e B matrizes (de di-mensões apropriadas para que esteja de�nido AB). Então:(a) 
olunas de AB são 
ombinações lineares das 
olunas de A:
= p m

m

n

n

p

(b) linhas de AB são 
ombinações lineares das linhas de B:
= p m

m

n

n

p

(
) entradas de AB são produtos es
alares de linhas de A por 
olunas de B:
= p m

m

n

n

p

Prova: (a) segue do Lema 26 que 
olunas de AB são produto matriz-vetor de A 
om
olunas de B. Como produto matriz-vetor é CL de 
olunas de A, segue o resultado. (b)segue de (a) se apli
armos a transposição de matrizes dos dois lados; (
) segue do Lema 64e da interpretação do produto matriz-vetor do Lema 22.Lema 28 (propriedades das operações 
om matrizes) Dadas matrizes A, B, C e es
a-lar k, sempre que o produto faça sentido, valerá as seguintes propriedades:
(kA)B = A(kB) = k(AB) (asso
iativa),
(AB)C = A(BC) = ABC (asso
iativa),
A(B + C) = AB + AC (distributiva),
(A + B)C = AC + BC (distributiva),
AB 6= BA (não-
omutativo)
(AB)T = BT AT ,
AB = 0 6⇒ A = 0 ou B = 0



106 CAPÍTULO 5. MATRIZESProva: Por ser enfadonha será omitida. Pode ser feito por apli
ações apropriadas doLema 21 e Lema 26 ou abrindo todas as matrizes em 
oordenadas. Outra opção é utilizarpropriedades 
orrespondentes de TLs do Lema 16 da página 88.Exemplo 172 Para mostrar que o produto de matrizes não é 
omutativo de forma geralobserve que
[

1 0
0 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 1
0 0

]
6=
[

0 0
0 0

]
=

[
0 1
0 0

] [
1 0
0 0

]
.Este exemplo também mostra que o produto ser zero não impli
a que um dos fatores é zero,ao 
ontrário do que o
orre 
om número reais, onde ab = 0 impli
a que a = 0 ou b = 0.De�nição 69 (matriz identidade) De�nimos 
omo matriz identidade I a matriz que 
or-responde a TL identidade I ∈ L(Rn; Rn) de�nida por I(v) = v para todo v ∈ Rn. Em termosde matriz, para toda matriz quadrada A, AI = IA = A. Portanto a matriz identidade é oelemento neutro para o produto de matrizes.Expli
itamente, I será uma matriz diagonal 
om n 1's na diagonal, ou 
om os vetores dabase 
an�ni
a em 
ada 
oluna, isto é,

I =



↑
e1

↓
. . .

↑
en

↓


 =




1 . . .
1


 .

De�nição 70 (matriz inversa e singular) Diz-se que uma matriz A é invertível se existe
B tal que AB = BA = I. Neste 
aso, denota-se B = A−1.Caso A não seja invertível dizemos que A é singular.Observação 42 Se A é quadrada, basta veri�
ar que AB = I ou que BA = I.A outra identidade segue.Isto é falso se a hipótese de A ser quadrada for relaxada.O próximo Lema rela
iona o nú
leo de uma matriz 
om a existên
ia de inversa.Lema 29 (nú
leo e inversa de matriz) A matriz quadrada A possui inversa se, e somentese, Nu
(A) = 0.Prova: Considere TA a transformação linear asso
iada a matriz A. Aplique o Teorema 5 dapágina 91.Como 
al
ular a inversa de uma matriz qualquer?Teorema 6 (algoritmo para 
al
ular matriz inversa) Seja A uma matriz quadrada.(a) Monte matriz estendida [A|I];(b) Es
alone totalmente até obter a matriz identidade no lado esquerdo.Caso isto seja possível, a inversa apare
erá do lado direito: [I|A−1].



5.3. PRODUTO E INVERSA 107Prova: Pela observação a
ima basta determinar B =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


 tal que AB = I.Como I =




↑
e1

↓
. . .

↑
en

↓



, queremos que
AB = A



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


 =



↑

Av1

↓
. . .

↑
Avn

↓


 = I =



↑
e1

↓
. . .

↑
en

↓


.Para isto temos que resolver n sistemas do tipo Avi = ei para i = 1, . . . , n. Na Seção 2.7.2na página 46, vimos 
omo resolver simultaneamente sistemas 
ujo lado esquerdo é o mesmo.Monte a matriz ampliada  A

↑
e1

↓
· · ·
↑
en

↓


 = [A|I] e a es
alone-a totalmente, obtendo amatriz identidade à esquerda e a solução dos sistema no lado direito. Desta forma, após oes
alonamento total, obteremos


 A

↑
e1

↓
· · ·
↑
en

↓


 = [A|I] ∼


 I

↑
v1

↓
· · ·
↑
vn

↓


 = [I|B] = [I|A−1].

Exemplo 173 Considere A =

[
1 −2
1 1

].Es
alonando totalmente [ 1 −2 1 0
1 1 0 1

], obtemos [ 1 0 1/3 2/3
0 1 −1/3 1/3

]. Logo, A−1 =
[

1/3 2/3
−1/3 1/3

].Finalizamos esta Seção 
om de�nições úteis para a Seção Autovalores e Autovetores(matriz simétri
a) e para Seção Produto Interno (matriz ortogonal).De�nição 71 (matriz simétri
a) Dizemos que A é simétri
a se (AT ) = A.Note que a matriz tem que ser, ne
essariamente, quadrada para ser simétri
a.Exemplo 174 São simétri
as:  k1 a b
a k2 c
b c k3


,  1 2 3 4

2 5 6 7
3 6 8 9
4 7 9 10


.

De�nição 72 (matriz ortogonal) Dizemos que Q é ortogonal se QT Q = I (identidade).Exemplo 175 São ortogonais:  1/
√

2 0
0 1

1/
√

2 0


,  √3/2 0 1/2

0 1 0

−1/2 0
√

3/2


, [ sen θ cos θ

− cos θ sen θ

].



108 CAPÍTULO 5. MATRIZES5.4 Matriz em Blo
osJá haviamos visto uma matriz por 
olunas ou linhas. Podemos generalizar para blo
os detamanho qualquer. Apresentamos a divisão em 4 blo
os mas podemos dividir num númeroarbitrário de blo
os. É muito importante em linguagens de programação moderna (Fortran2000 e Python por exemplo) e em programas de 
omputação 
ientí�
a (S
ilab, Matlab porexemplo) interpretar o produto e soma de matrizes por blo
os. Um exemplo é 
onsidere amatriz A abaixo dividido em 4 blo
os:  2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2
1 2 3 4 5
2 2 2 2 2



. De�nindo Aij 
ada um destesblo
os, A =

[
A11 A12

A21 A22

].O resultado fundamental é apresentado no próximo lema, que mostra que podemos operar
om os blo
os 
omo se fossem números, 
om o úni
o 
uidade de manter a ordem nos produtospois o produto de matrizes não é 
omutativo.Lema 30 (soma e produto de matrizes por blo
os) Sejam A e B matrizes divididasem blo
os 
om A =

[
A11 A12

A21 A22

] e B =

[
B11 B12

B21 B22

].Seja k ∈ R, kA =

[
kA11 kA12

kA21 kA22

].Caso o tamanho dos blo
os sejam 
ompatíveis para que as somas que apare
em na fórmulasejam possíveis, A + B =

[
A11 + B11 A12 + B12

A21 + B21 A22 + B22

].Caso o tamanho dos blo
os sejam 
ompatíveis para que os produtos que apare
em nafórmula sejam possíveis, AB =

[
A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

].Prova: Consulte a literatura.Exemplo 176 Suponha A ∈ M4×4 tal que A =

[
B 0
0 C

] 
om B, C ∈ M2×2. Note queo 0 aqui signi�
a uma matriz 
om todas as entradas nulas de tamanho apropriado. Então
A2 = AA =

[
B2 0
0 C2

]. Suponha que B e C são invertíveis. Então A−1 =

[
B−1 0
0 C−1

]pois AA−1 =

[
BB−1 0

0 CC−1

]
=

[
I 0
0 I

]
= I.Exemplo 177 Suponha A, B, C quadradas, M =

[
A B
0 C

]. Cal
ule M2 e 2M .Então 2M =

[
2A 2B
0 2C

] e M2 =

[
A2 AB + BD
0 C2

].Exemplo 178 Suponha A, B quadradas, I matriz identidade 
om a dimensão 
orreta em
ada 
aso (qual deve ser? note que usamos mesmo símbolo 
om signi�
ado diferente, abuso
omum de linguagem). Seja M =

[
A 0
0 I

], M =

[
I 0
0 B

]. Cal
ule M + N, MN, NM .Então M + N =

[
A + I 0

0 B + I

] e MN =

[
A 0
0 B

]
= NM .



5.5. TRANSFORMAÇÕES GEOMÉTRICAS 1095.5 Transformações Geométri
asUma apli
ação importante de matrizes é 
omputação grá�
a. Elas são utilizadas para se fazertransformações em imagens tais 
omo ampliações e reduções, re�exão e rotação, projeção.Em todos os exemplos vamos utilizar o resultado que garante que basta saber o valor de umaTL em vetores da base para se 
onhe
er em todos os vetores (Lema 11 da página 82).Exemplo 179 (matriz de ampli
ação ou redução) Determine a matriz que amplia to-dos os vetores do plano por um fator k.
A(1, 0) = k(1, 0) = (k, 0), A(0, 1) = k(0, 1) = (0, k). Logo, A =

[
k 0
0 k

]
= kI. Parailustração do 
aso k = 2 veja Figura 7.3 na página 165.Exemplo 180 (matriz de re�exão no eixo-x) Determine a matriz que re�ete os vetoresdo plano em torno do eixo-x.

A(1, 0) = (1, 0), A(0, 1) = (0,−1). Logo, A =

[
1 0
0 −1

]. Para ilustração veja Fi-gura 7.1 na página 164.Exemplo 181 (matriz de re�exão no eixo-y) Determine a matriz que re�ete os vetoresdo plano em torno do eixo-y.
A(1, 0) = (−1, 0), A(0, 1) = (0, 1). Logo, A =

[
−1 0

0 1

].Exemplo 182 (matriz de re�exão na reta y = −x) Determine a matriz que re�ete osvetores do plano em torno da reta y = −x.Com auxílio de um desenho, veri�que que A(1, 0) = (0,−1), A(0, 1) = (−1, 0). Logo,
A =

[
0 −1
−1 1

].Exemplo 183 (matriz de re�exão no plano z = 0) Determine a matriz que re�ete osvetores do espaço em torno do plano z = 0.Como os vetores que estão no plano z = 0 tem 
omo imagem eles mesmo, A(1, 0, 0) =
(1, 0, 0), A(0, 1, 0) = (0, 1, 0). O vetor (0, 0, 1) após re�exão se transformará em −(0, 0, 1).Logo, A(0, 0, 1) = (0, 0,−1). Logo, A =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


.Exemplo 184 (matriz de rotação) Determine a matriz R que roda os vetores do planopor um ângulo θ (no sentido trigonométri
o, isto é, anti-horário).Observe na �gura abaixo a imagem de R(e1) e R(e2).

cos θ

se
n

θ

θ

e1

R(e1)

− sen θ

cos θ

e2

R(e2)
θ

Logo, R(e1) = (cos θ, sen θ) e R(e2) = (− sen θ, cos θ). Logo, R =

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

].Para ilustração de uma rotação de 23◦ veja Figura 7.2 na página 164.



110 CAPÍTULO 5. MATRIZESExemplo 185 (matriz de projeção no plano z = 0) Determine a matriz que projeta osvetores do espaço no plano z = 0.Como os vetores que estão no plano z = 0 tem 
omo imagem eles mesmo, A(1, 0, 0) =
(1, 0, 0), A(0, 1, 0) = (0, 1, 0). O vetor (0, 0, 1) quando projetado valerá (0, 0, 0). Logo,
A(0, 0, 1) = (0, 0, 0). Logo, A =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


. Para ilustração veja Figura 7.9 na página 169.Exemplo 186 (matriz de projeção no plano y = 0) Determine a matriz que projeta osvetores do espaço no plano y = 0.Como os vetores que estão no plano y = 0 tem 
omo imagem eles mesmo, A(1, 0, 0) =

(1, 0, 0), A(0, 0, 1) = (0, 0, 1). O vetor (0, 1, 0) quando projetado valerá (0, 0, 0). Logo,
A(0, 1, 0) = (0, 0, 0). Logo, A =




1 0 0
0 0 0
0 0 1



.5.6 Mudança de BasePara se entender 
orretamente esta seção deve-se estudar no Capítulo de Espaços Vetoriais o
on
eito de 
oordenadas (veja De�nição 48 na página 67) de um vetor numa base. Re
ordemosque as 
oordenadas são es
ritas 
omo uma matriz 
om uma úni
a 
oluna.Já vimos 
omo asso
iar a TLs de Rn em Rm uma matriz. Mais pre
isamente, o Lema 23mostrou que existe uma bijeção entreMm×n (matrizes) e L(Rn; Rm). Vamos agora asso
iarmatrizes a TLs entre dois espaços vetoriais quaisquer de dimensão �nita.De�nição 73 (matriz asso
iada a TL) Seja T ∈ L(U ; V ) e bases β = {u1, . . . ,un} de
U e γ de V . Denotamos por [T ]γ←β a matriz de que representa T . Ela é de�nida por

[T ]γ←β =




↑

[T (u1)]γ
↓

· · ·
↑

[T (un)]γ
↓



 .Desta forma, 
ada 
oluna da matriz [T ]γ←β é formada pelas 
oordenadas do vetor T (ui) nabase γ.Em que sentido a matriz [T ]γ←β representa T ?A resposta está no próximo teorema, 
ujo resultado apresentamos no diagrama abaixo.O signi�
ado do diagrama (e do teorema) é que tanto faz, partindo de u ∈ U , apli
ardiretamente T e 
al
ular suas 
oordenadas na base γ, ou 
al
ular suas 
oordenadas na base
β e apli
ar a matriz [T ]γ←β.

U
T−→ V

[ · ]β ↓ ↓ [ · ]γ

Rn −→
[T ]γ←β

Rm



5.6. MUDANÇA DE BASE 111Teorema 7 (relação entre matriz e TL) Seja T ∈ L(U ; V ) e bases β de U e γ de V .Então, para todo u ∈ U ,
[T (u)]γ = [T ]γ←β[u]β.Prova: Seja β = {u1, . . . ,un}. Então, pela linearidade do produto matriz-vetor (Lema 21),

[T (u)]γ = [T ]γ←β[u]β para todo u ∈ U se, e somente se, [T (uj)]γ = [T ]γ←β[uj ]β para
j = 1, . . . , n.Como [uj ]β = ej , [T ]γ←β[uj ]β = [T ]γ←βej, que é igual a j-ésima 
oluna de [T ]γ←β, quepor de�nição é [T (uj)]γ. Portanto, [T ]γ←β[uj ]β = [T (uj)]γ .Exemplo 187 Considere T : R2 → R3 linear tal que T (1, 0) = (1, 2, 3) e T (2, 1) =
(0, 0, 2). Considere as bases β = {(1, 0), (2, 1)}, γ = {(1, 2, 3), (0, 0, 2), (0, 1, 0)},
ε2 = {(1, 0), (0, 1)} e ε3 = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Determine [T ]γ←β = e [T ]ε3←ε2

.Como a base β = {(1, 0), (2, 1)}, pre
isamos 
al
ular [T (1, 0)]γ = [(1, 2, 3)]γ =




1
0
0


 e

[T (2, 1)]γ = [(0, 0, 2)]γ =




0
1
0


. Logo, [T ]γ←β =




↑
[T (1, 0)]γ
↓

↑
[T (2, 1)]γ
↓


 =




1 0
0 1
0 0


.Como a base ε2 = {(1, 0), (0, 1)}, pre
isamos 
al
ular [T (1, 0)]ε3

e [T (0, 1)]ε3
. Em-bora não tenha sido forne
ido T (0, 1) diretamente, note que (0, 1) = (2, 1)− 2(1, 0). logo,

T (0, 1) = T (2, 1)− 2T (1, 0) = (0, 0, 2)− 2(1, 2, 3) = (−2,−4,−4). Portanto, [T (1, 0)]ε3
=

[(1, 2, 3)]ε3
=




1
2
3


 e [T (0, 1)]ε3

= [(−2,−4,−4)]ε3
=



−2
−4
−4


. Logo, [T ]ε3←ε2

=




↑
[T (1, 0)]ε3

↓

↑
[T (0, 1)]ε3

↓


 =




1 −2
2 −4
3 −4


.Exemplo 188 Considere T : R2 → R2 
om Te1 = e1 + e2, Te2 = 2e1 + 2e2, ε base
an�ni
a de R2. Determine [T ]ε←ε.Como [Te1]ε = [e1 + e2]ε =

[
1
1

] e [Te2]ε = [2e1 + 2e2]ε =

[
2
2

], [T ]ε←ε =

[
1 2
1 2

]
.Exemplo 189 Considere T : R2 → R2 
om Te1 = e1 + e2, Te2 = 2e1 + 2e2,

β = {v1, v2} 
om v1 = e1 + e2, v2 = e2 − 2e1. Determine [T ]β←β.Pre
isamos 
al
ular [T (v1)]β e [T (v2)]β.Vemos que [T (v1)]β = [T (e1 + e2)]β = [T (e1) + T (e2)]β = [(e1 + e2) + (2e1 + 2e2)]β =

[3(e1 + e2)]β = [3v1]β =

[
3
0

].Por outro lado, [T (v2)]β = [T (e2 − 2e1)]β = [T (e2)− 2T (e1)]β =

[(2e1 + 2e2)− 2(e1 + e2)]β = [0]β = [0v1 + 0v2]β =

[
0
0

].Logo, [T ]β←β =

[
3 0
0 0

]
.Notação 2 Quando uma TL vai de um EV nele mesmo, T : U → U , podemos es
olher amesma base β para o domínio e o 
ontra-domínio. Podemos denotar [T ]β←β por [T ]β.



112 CAPÍTULO 5. MATRIZESExemplo 190 Seja γ = {1, x, x2}, e D : P2 → P2 de�nido por D(f) = f ′ (derivada).Determine [D]γ.
D(1) = 0 e [0]γ =




0
0
0



, D(x) = 1 e [1]γ =




1
0
0



, D(x2) = 2x e [2x]γ =




0
2
0



.Logo [D]γ =




0 1 0
0 0 2
0 0 0


.Exemplo 191 Seja β = {sen x, e2x, cos x}, V = 〈β〉 ⊂ C(R; R) e D : V → V de�nido por

D(f) = f ′ (derivada). Determine [D]β.
D(sen x) = cos x e [cos x]β =




0
0
1



, D(cos x) = − sen x e [− sen x]β =




−1

0
0



,
D(e2x) = 2e2x e [2e2x]β =




0
2
0


. Logo [D]β =




0 −1 0
0 0 2
1 0 0


.

De�nição 74 (matriz de mudança de base) Considere bases β e γ de U e a matrizidentidade I. Como
[I]γ←β[u]β = [I(u)]γ = [u]γ,a matriz [I]γ←β transforma as 
oordenadas de u na base β para 
oordenadas na base γ. Pelade�nição, se β = {u1, . . . ,un},

[I]γ←β =




↑

[I(u1)]γ
↓

· · ·
↑

[I(un)]γ
↓



 =




↑

[u1]γ
↓
· · ·

↑
[un]γ
↓



 .

Exemplo 192 Considere as bases de R2: 
an�ni
a ε e β = {(1, 2), (3, 4)}.É imediato que
[I]ε←β =



↑

[(1, 2)]ε
↓

↑
[(3, 4)]ε
↓


 =

[
1 3
2 4

]
.Se quisermos [I]β←ε, pelo Corolário 6 mais adiante, basta inverter a matriz a
ima.Observação 43 Do exemplo anterior observamos que 
ál
ulo da matriz mudança de baseda uma base β qualquer para 
an�ni
a ε é muito fá
il. A matriz de mudança inversa podeser obtida invertendo esta matriz. Esta é uma importante 
onseqüên
ia do próximo lema.



5.7. EXERCÍCIOS DE MATRIZES 113Lema 31 (relaçao entre produto de matrizes e 
omposição de TLs) Dados T ∈
L(U ; V ) e S ∈ L(V ; W ), e bases β, γ, δ de U, V, W , 
onforme indi
ado no diagrama abaixo,

[S]δ←γ [T ]γ←β = [S ◦ T ]δ←β.

U VT

Rn Rm

[T ]γ←β

[ · ]β [ · ]γ

WS

Rp

[S]δ←γ

[ · ]δ

S ◦ T

[S ◦ T ]δ←βProva: Omitimos.Corolário 6 (inversa da mudança de base) Considere bases β e γ de U e a matriz iden-tidade I. Então a matriz mudança de base [I]γ←β é igual a [I]−1
β←γ (inversa).Qual a relação entre matrizes que representam a mesma TL? Vamos simpli�
ar e 
onsideraro 
aso em que T ∈ L(U ; U) (mesmo espaço). Considere bases β e γ de U . Qual a relaçãoentre as matrizes [T ]γ←γ e [T ]β←β?De�nição 75 (matrizes semelhantes) Dizemos que duas matrizes A e B são semelhantesquando existe uma matriz invertível (quadrada) P tal que PAP−1 = B.Lema 32 (matrizes da mesma TL) Considere T ∈ L(U ; U) e bases β e γ de U . Então

[T ]γ←γ e [T ]β←β são semelhantes 
om P = [I]β←γ (matriz de mudança de base).Prova: Como ITI = T , apli
ando o Lema 31 duas vezes, [I]β←γ[T ]γ←γ[I]γ←β = [T ]β←β.Tomando P = [I]β←γ e apli
ando o Corolário 6, P−1 = [I]γ←β.O que o
orre de forma geral é que fazendo uma es
olha adequada da base, a matriz querepresenta a TL pode ser muito mais simples, 
omo por exemplo diagonal. Como des
obrirqual base fará isso? Este é o assunto do Capítulo Autovalores e Autovetores.Para resumir o 
onteúdo desta Seção, observamos que as 
oordenadas de um vetor estãopara o vetor assim 
om a matriz que representa uma TL está para a TL:
oordenadasvetor =
matriztransformação linear.

5.7 Exer
í
ios de Matrizes5.7.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1.Qual(is) das seguintes propriedades do produto de matrizes são válidas:028.jul.2008 11h



114 CAPÍTULO 5. MATRIZES(a) asso
iatividade?(b) 
omutatividade?(
) distributividade?Exer
í
io 2. Se A, B ∈ Mn×n então (A + B)(A + B) = (A2 + 2AB + B2, A2 + AB +

BA + B2)Exer
í
io 3. Seja A uma matriz e TA a transformação linear induzida por A. O posto de Aé igual a dim ( )(Nu
(TA), Im(TA)).Exer
í
io 4. Se A ∈Mn×n é invertível então(a) dim(Nu
(A)) = ; (b) dim(Im(A)) = ;Exer
í
io 5.Considere ε = {(1, 0), (0, 1)} a base 
an�ni
a do R2, T : R2 → R2 e a matrizque a representa nesta base [T ]ε.(a) se T (x, y) = (3x + 7y, 5x− 4y), então [T ]ε =

[ ];(b) se T (x, y) = (y, −x), então [T ]ε =

[ ];(
) se [T ]ε =

[
1 0
3 0

], então T (x, y) = ( , );(d) se [T ]ε =

[
0 −1
8 3

], então T (x, y) = ( , ).Exer
í
io 6.O produto matriz-vetor pode ser visto 
omo:(a) 
ombinação linear das (linhas, 
olunas) da matriz;(b) produto es
alar 
om as (linhas, 
olunas) da matriz.Exer
í
io 7. Sejam A e B matrizes (de dimensões apropriadas para que esteja de�nido AB).Então:(a) 
olunas de AB são 
ombinações lineares das (linhas, 
olunas) da matriz(A, B).(b) linhas de AB são 
ombinações lineares (linhas, 
olunas) da matriz (A, B).(
) entradas de AB são produto es
alar de (linhas, 
olunas) de A por(linhas, 
olunas) B.Exer
í
io 8.Considere uma matriz A 
om m linhas e n 
olunas. Determine se é verdadeiroou falso:(a) se m > n então as 
olunas são LIs;(b) se m < n então o nú
leo de A 
ontém uma reta;5.7.2 ProblemasNú
leo e Imagem e Inversa em RnProblema 1.Para 
ada uma das matrizes abaixo, determine uma base e dimensão do nú
leoe da imagem.(a)  1 0
2 0
0 1
−1 −2


 (b)  1 2 0 0

1 3 1 0
0 1 1 0




(
)  0 1 1
2 2 0
−1 0 1

1 1 0


 (d)  1 0 −1 0

−1 −1 1 1
0 −1 0 1







5.7. EXERCÍCIOS DE MATRIZES 115Problema 2. Inverta as matrizes:(a) [ 2 1
−1 0

]; (b)  1 −1 1
1 1 1
0 0 1


.Problema 3.En
ontre a representação matri
ial e inverta (se for possível) a TL: T (x, y, z) =

(x + z, x− z, y);Problema 4.Considere a matriz A =




1 0 0
1 3 0
1 3 5



(a) Cal
ule A−1. (inversa)(b) Determine u, v e w tais que: Au = e1, Av = e2, Aw = e3.Problema 5.Determine a matriz inversa das matrizes formada por: blo
os de zeros, matrizidentidade e A (que não pre
isa ser invertível).(a) [ 0 I
I 0

]; (b) [ I A
0 I

];Problema 6. Seja S =

[
0 I
B 0

] uma matriz de blo
os. Cal
ule S2.Geometria e TLsProblema 7.Este exer
í
io é para ser feito 
om argumentos geométri
os. Todas as trans-formações estão de�nidas de R2 em R2. Seja P uma projeção ortogonal na reta r e R umare�exão em torno da mesma reta r. Determine:(a) Im(P ) = (0, r, R2); (b) Nu
(R) = (0, r, R2); (
) PP = (P, R, I, 0);(d) RR = (P, R, I, 0); (e) RP = (P, R, I, 0); (f) PR = (P, R, I, 0);(g) de forma geral P n e Rn 
om 1 ≤ n ∈ N.Problema 8.Cal
ule uma base para o nú
leo e a imagem de uma projeção ortogonal noplano xz (gerado pelos eixos x e z) em R3.Mudança de basesProblema 9.Considere as bases de R2: α = {(6, 11), (2, 4)} ε = {(1, 0), (0, 1)}.(a) Cal
ule a matriz mudança de base [I]ε←α.(b) Explique 
omo determinar [I]α←ε usando (a). (Não faça as 
ontas.)(
) Veri�que que [I]α←ε =

[
2 −1

−11/2 3

]Problema 10. Seja β = {(1, 0, 0), (0, 1,−1), (1,−1, 0)}.(a) Cal
ule [I]ε←β e [I]β←ε.(b) Se v = (0, 1, 0), 
al
ule [v]β(
) se [w]β =




1
2
3



 determine [w]ε.(d) se T (x, y, z) = (x− z,−z, y + 2z), determine [T ]β .Di
a: [T ]β = [I]β←ε[T ]ε[I]ε←βProblema 11. Considere T : R2 → R2 dada na base 
an�ni
a por [ 2 1
0 −1

].(a) A
he u e v não-nulos tais que Tu = 2u e Tv = −v;(b) prove que β = {u,v} é base de R2;



116 CAPÍTULO 5. MATRIZES(
) determine [T ]β←β. Note que nesta base a matriz que representa é mais simples(diagonal).Problema 12.Considere três bases distintas β1, β2, β3 de um espaço vetorial de dimensão�nita.(a) determine [I]β1←β1
;(b) de�na A = [I]β1←β2
, B = [I]β2←β3

, C = [I]β3←β1
. Determine ABC.Problema 13.Considere V = P1, o espaço dos polin�mios de grau menor ou igual a 1 e asbases α = {1− x, 2x} β = {1 + x, x}. Determine [I]α←β.Problema 14.Considere W = 〈ex, xex, x2ex〉. Determine a matriz que representa D : W →

W 
om Df = f ′ nesta base.Problema 15. Seja β1 = {1, x} base de P1 e β2 = {1, x, x2} base de P2. Considere
S : P1 → P2, de�nida por S(p)(x) = xp(x). Assim, por exemplo se p(x) = x + 1,
S(p)(x) = x2 + x. Determine [S]β2←β1

.5.7.3 Desa�osDesa�o 1. Suponha que B é a inversa de A2. Mostre que A é invertível e determine A−1em termos de A e B.Desa�o 2.Considere T : V → V linear e A uma matriz quadrada �xa. Se [T ]β = A paraqualquer base β de V então T = λI para algum λ ∈ R (a trasnformação é um múltiplo daidentidade).Desa�o 3. Seja Jn uma matriz quadrada n × n em que todas as entradas são iguais a 1.Mostre que (I − Jn)−1 = I − 1
n−1

Jn.Desa�o 4.Prove que se A é invertível então A + B é invertível se, e somente se, I + BA−1é invertível.Desa�o 5. Fixe B ∈ Mn×n e de�na T, S : Mn×n → Mn×n por T (A) = AB − BA e
S(A) = BA para todo A ∈Mn×n.(a) mostre que Nu
(T ) é não-trivial. Con
lua que T não é invertível;(b) Mostre que Nu
(S) = {0} se, e somente se, B possui inversa.Desa�o 6.Para números reais vale a 
hamada lei do 
orte: se ab = ac e a 6= 0 então b = c.Para matrizes isto não é válido.(a) tome A =

[
2 2
2 2

] e determine B, C ∈M2×2 tal que AB = AC e B 6= C;(b) supondo que A é invertível, mostre que AB = AC impli
a B = C.Desa�o 7. Seja Rθ : R2 → R2 uma rotação em torno da origem 
om ângulo θ satisfazendo
0 ≤ θ < 2π.(a) se θ 6= 0 existe v ∈ R2,v 6= 0, Rθv = v?(b) se v ∈ R2,v 6= 0, determine 
ondições em θ para que v e Rθv sejam linearmenteindependentes.Desa�o 8. (Shilov p.114 #11) Considere A =

[
1 1
0 1

]. Cal
ule An para qualquer n ∈ N.Desa�o 9. (Shilov p.114 #5) Em R3 
onsidere A uma rotação de 90o em torno do eixo-xe B uma rotação de 90o em torno do eixo-y e C uma rotação de 90o em torno do eixo-z.Mostre que:(a) A4 = B4 = C4 = I; (b) AB 6= BA; (
) A2B2 = B2A2.



5.7. EXERCÍCIOS DE MATRIZES 1175.7.4 ExtrasNú
leo e Imagem e Inversa em RnExtra 1.Para 
ada uma das matrizes abaixo, determine uma base e dimensão do nú
leo eda imagem.(a)  1 1 0
−1 0 1

0 0 0
1 0 −1


; (b)  −1 1 0

−2 1 −1
2 0 2
1 1 2


; (
)  0 1 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0


.Extra 2.Considere A =

[
2 h 7
4 5 7

]. Determine TODOS os valores de h ∈ R tais que oposto de A: (a) seja 1; (b) seja 2.Extra 3. Inverta as matrizes: (a) [ 1 1
−1 1

]; (b)  1 0 1
0 1 1
1 1 0


.Extra 4.En
ontre a representação matri
ial na base 
an�ni
a e inverta (se for possível):

T (x, y, x) = (z, y + z, x + y + z).Geometria e TLsExtra 5.Determine a TL que representa uma re�exão em R2 em relação a reta x + y = 0.Extra 6.Em 
ada item dê um exemplo de uma T : R3 → R3 que seja uma:(a) projeção sobre o plano y = z; (b) rotação de 450 em torno do eixo z.Extra 7.Este exer
í
io é para ser feito 
om argumentos geométri
os. Todas as transforma-ções estão de�nidas de R2 em R2. Sejam:� R uma re�exão em torno da reta r,� P uma projeção ortogonal na mesma reta r, e� Q uma projeção ortogonal na reta s perpendi
ular a reta r.Determine:(a) PQ = (±P,±Q,±R,±I, 0); (b) QP = (±P,±Q,±R,±I, 0);(
) QR = (±P,±Q,±R,±I, 0); (d) RQ = (±P,±Q,±R,±I, 0).MatrizesExtra 8.En
ontre uma P (não pre
isa 
al
ular P−1) tal que: P−1

[
1 2
3 2

]
P =

[
4 0
0 −1

]Di
a: reveja o Problema 11.Extra 9.Veri�que se é subespaço vetorial o sub
onjunto das matrizes quadradas:(a) triangulares superiores;(b) diagonais;(
) simétri
as;(d) determine bases para os os sub
onjuntos a
ima que sejam subespaços quando a matrizeé 2× 2 e 3× 3.Extra 10.Dê exemplos de matrizes emM2×2 tais que:(a) A2 = −I; (b) B2 = 0 
om B 6= 0;(
) C2 = C 
om C 6= I; (d) C2 = I 
om C 6= I;Extra 11.(a) En
ontre uma base deM2×3. Qual a dimensão deste espaço?



118 CAPÍTULO 5. MATRIZES(b) De forma geral, determine base e dimensão deMm×n.Extra 12.Considere W1, W2 subespaços das matrizes quadradas 4×4. Seja W1 o subespaçodas matrizes triangulares superiores e W2 as matrizes triangulares inferiores. Prove que W1 ∩
W2 é o subespaço das matrizes diagonais.Extra 13.Considere V o espaço das matrizes diagonais 2× 2 e as bases
α =

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]}, β =

{[
1 0
0 1

]
,

[
0 0
0 1

]}. Determine [I]α←β .Extra 14.Considere T :Mm×n →Mn×m de�nida por T (A) = AT .(a) Determine Nu
(T ) e Im(T ).(b) Determine se T é injetiva e se T é sobrejetiva.Extra 15. Suponha que A ∈Mn×n satisfaz Avi = λivi 
om vi ∈ Rn, λi ∈ R e i = 1, . . . , n.De�na P =



↑
v1

↓

↑
· · ·
↓

↑
vn

↓


 e Σ uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal são

λ1, . . . , λn. Mostre que AP = PΣ.Extra 16.Considere as matrizes A =

[
5 3
3 2

]
B =

[
6 2
2 4

] Resolva a equaçao matri
ial(i.e. determine a matriz X) AX + 2I = B.Extra 17.De�nição 76 (matriz nilpotente) Dizemos que uma matriz quadrada N é nilpotente deordem k se existe k ∈ N tal que Nk = 0 e Nk−1 6= 0.(a) mostre [ 0 1
0 0

] é nilpotente;(b) mostre que  0 1 0
0 0 1
0 0 0



 é nilpotente. Qual valor de k?(
) Seja D o operador de derivação em Pn (polin�mios de grau menor ou igual n). Mostreque D é nilpotente. Qual o valor de k?(d) Mostre que (I −N)−1 = I + N + N2 + N3 + · · ·+ Nk−1.Mudança de basesExtra 18.Considere as bases de R3: α = {v1,v2,v3} e β = {w1,w2,w3} 
om w1 = v1+v3,
w2 = v1 + v2 + v3 e w3 = v1 − v3. Determine a matriz mudança de base [I]α←β.Extra 19.Considere as bases de R3: α = {(1, 0,−1), (1, 2, 3), (1, 1, 1)}, β = {(3, 2, 1),
(4, 5, 6), (7, 8, 9)} ε = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} (base 
an�ni
a).(a) determine as matrizes mudança de base A = [I]ε←α e B = [I]ε←β;(b) es
reva equações matri
iais que determinem, 
omo função de A, B, A−1, B−1 (não
al
ule A−1, B−1, as matrizes mudança de base [I]α←ε, [I]β←ε, [I]α←β, [I]β←α.Extra 20. Seja α = {(1, 1, 1), (−1, 1, 1), (0,−1, 1)} base de R3. Determine uma base β talque [I]α←β =




1 0 0
2 −1 1
0 0 1


.Extra 21.Considere as bases do R2: β1 = {(−1, 1), (1, 1)} e β2 = {(0, 2), (1, 0)}. Se

[v]β1
= (2, 3) determine [v]β2

.



5.7. EXERCÍCIOS DE MATRIZES 119Extra 22.Considere as bases de R2: α = {(1, 0), (0, 2)} e β = {(1, 1), (2, 1)}. Cal
ule amatriz mudança de base [I]β←α.Extra 23.Considere as bases do P2: α = {1, x, x2} e β = {1 + x, 1−x, x2 + 1}. Determine
[I]α←β.Extra 24. Seja D o operador derivada, isto é, Df = f ′ de�nido em Wi = 〈βi〉. Determine amatriz [D]βi

que representa D : Wi →Wi na base βi:(a) β1 = {cos x, sen x}; (b) β2 = {ex, e2x}; (
) β3 = {1, x, ex, xex};Extra 25. Seja D2 o operador derivada segunda, isto é, D2f = f ′′ de�nido em Wi = 〈βi〉.Determine a matriz [D2]βi
que representa D2 : Wi →Wi na base βi:(a) β1 = {1, x, x2}; (b) β2 = {sen(x), sen(2x), sen(3x)}.Extra 26.Considere T : P2 → P2, de�nido por T (p)(x) = p(x + 1). Seja ε = {1, x, x2}.Cal
ule [T ]ε.
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Capítulo 6DeterminanteVamos responder as seguintes perguntas sobre o determinante:(a) O que é?(b) Quais são suas propriedades?(
) Como se 
al
ula (Qual é a fórmula ou algoritmo para o 
ál
ulo)?(d) Qual a utilidade?Note que saber o que é não é o mesmo que saber 
omo se 
al
ula.Vamos 
omeçar a responder a perguntaO que é o determinante?O determinante é uma função que asso
ia a 
ada matriz quadrada A um número realdenotado por det(A). Desta forma, det : {matrizes quadradas} → R.Para motivar 
omeçamos em dimensão 2, rela
ionando o determinante 
om área (
omsinal) e, em dimensão 3, rela
ionando-o 
om volume (
om sinal). Isto impli
ará em pro-priedades bási
as do determinante. No 
aso geral invertemos o pro
edimento, de�nindo odeterminante através de propriedades. Somente depois disso apresentaremos um algoritmopara o 
ál
ulo (e não uma fórmula).Qual a utilidade do determinante?(a) 
ara
terizar matrizes não-invertíveis (isto é, as matrizes singulares) � fundamental parao Capítulo de Autovalores e Autovetores;(b) rela
ionar áreas/volumes de regiões do plano/espaço após apli
ação de uma função� fundamental em mudança de variáveis de integral de várias variáveis (o determinanteja
obiano);(
) expli
itar solução de sistema linear (regra de Cramer) e fórmula da matriz inversa.Neste Capítulo será muito importante a visão de uma matriz estruturada por 
olunas (verpágina 98).Algumas provas, ou partes de provas, foram omitidas (mais pre
isamente omitimos provada existên
ia e uni
idade do determinante e que det(A) = det(AT )). Uma ex
elente referên
iapara estas demonstrações, a
essível aos alunos neste nível, é o Jäni
h.0Versão 22.jul.2008 19h 121



122 CAPÍTULO 6. DETERMINANTE6.1 Motivação Geométri
a6.1.1 R2Para motivar o assunto vamos apresentar uma de�nição (provisória) de determinante paramatrizes 2× 2 que é geométri
a. Vamos interpretá-la e deduzir propriedades bási
as.De�nição 77 (determinante de matriz 2× 2) Considere a matriz A =



↑
u

↓

↑
v

↓


, 
om

u,v ∈ R2. Asso
iamos a esta matriz o paralelogramo P 
om vérti
es na extremidade dosvetores 0,u,v,u+v, 
onforme indi
ado na Figura 6.1. De�nimos o determinante de A 
omoa área (
om sinal) do paralelogramo P .
u

0

v

u + v

Figura 6.1: Paralelogramo Gerado por u e vExemplo 193 Considere A =

[
a 0
0 b

], 
om a, b > 0. Cal
ule det A.Pela de�nição, det A é a área do retângulo 
om lados de tamanho a e b. Portanto,
det A = ab. Isto ilustra o 
aso geral: o determinante de uma matriz diagonal é igual aoproduto dos elementos da diagonal.Exemplo 194 Considere A =

[
a c
0 b

], 
om a, b > 0. Cal
ule det A.Um desenho simples (faça) mostra que a área deste paralelogramo é igual a área doretângulo de lados a e b. Logo, det A = ab. Isto ilustra o 
aso geral: o determinante de umamatriz triangular é igual ao produto dos elementos da diagonal.Exemplo 195 (
olunas são múltiplos) Considere A =

[
a ka
b kb

]. Cal
ule det A.Como um vetor é múltiplo do outro, o paralelogramo �
a degenerado num segmento dereta. Portanto det A = 0.Exemplo 196 (linhas são múltiplos) Considere A =

[
a b

ka kb

]. Cal
ule det A.Seja u = (a, ka). Se a = 0 então det A = 0 (paralelogramo 
om uma aresta degenerada).Senão tome λ = b/a. É 
laro que λu = (b, kb), o outro vetor. Como um é múltiplo do outro,
det A = 0.



6.1. MOTIVAÇ�O GEOMÉTRICA 123Observação 44 (área 
om sinal) Vamos re
ordar que área 
om sinal apare
e num pri-meiro 
urso de 
ál
ulo, quando a integral de uma função é asso
iada a área (
om sinal)entre a 
urva e o eixo-x: área a
ima do eixo é 
onsiderada positiva e abaixo é 
onsideradanegativa. Se a integral fosse simplesmente a área, ∫ b

a
x2 dx e ∫ b

a
−x2 dx seriam ambasestritamente positivas e portanto ∫ b

a
x2 dx +

∫ b

a
−x2 dx 6=

∫ b

a
(x2 − x2) dx =

∫ b

a
0 dx = 0.Com isto a integral não seria linear 
om relação a soma (integral da soma de duas funçõesé igual a soma das integrais).O que signi�
a det(A) = 0 em R2?A resposta está no próximo lema.

Lema 33 (signi�
ado de determinante nulo em R2) O det



↑
u

↓

↑
v

↓


 = 0 se, e so-mente se, u e v são 
olineares (e portanto LDs).Prova: Segue das seguintes equivalên
ias:� determinante é nulo;� a área do paralelogramo é nula;� paralelogramo é degenerado num segmento de reta;� u e v são 
olineares.

Exemplo 197 det

[
12 −4
−9 3

]
= 0 pois 1a 
oluna = −3× 2a 
oluna.

Exemplo 198 det

[
3 3
3 3

]
= 0 pois 3a 
oluna = 1a 
oluna.

No próximo lema vamos deduzir algumas propriedades diretamente da de�nição de deter-minante 
omo área. Um fato surpreendente (que veremos na próxima Seção) é que podemos(e assim vamos fazer) inverter a ordem e utilizar estas propriedades para de�nir o determi-nante no 
aso geral em Rn. Por isso a prova do lema é somente uma ilustração, pois nãoutilizaremos este lema na seqüên
ia.



124 CAPÍTULO 6. DETERMINANTELema 34 (propriedades do determinante de matriz 2× 2) Dados u,v,w ∈ R2:(a) det



↑
u

↓

↑
u

↓


 = 0 (se duas 
olunas são iguais então o determinante é zero);(b1) det



↑

ku
↓

↑
w

↓


 = k det



↑
u

↓

↑
w

↓


 (se multipli
armos uma 
oluna por k o determi-nante será multipli
ado por k);(b2) det




↑

u + v

↓

↑
w

↓



 = det




↑
u

↓

↑
w

↓



+ det




↑
v

↓

↑
w

↓



 (determinante da soma de doisvetores é igual a soma dos determinantes);(b) det




↑
ku + v

↓

↑
w

↓


 = k det



↑
u

↓

↑
w

↓


+ det



↑
v

↓

↑
w

↓


 e

det



↑
u

↓

↑
kv + w

↓


 = k det



↑
u

↓

↑
v

↓


+det



↑
u

↓

↑
w

↓


 (determinante é linear na primeiraou na segunda 
oluna);(
) det

[
1 0
0 1

]
= det



↑
e1

↓

↑
e2

↓


 = det I = 1 (determinante da matriz identidade é 1).Prova: (a) se duas 
olunas são iguais o paralelogramo é degenerado e portanto a área éigual a zero.(
) o paralelogramo 
om arestas e1, e2 é um quadrado unitário, que possui área 1.Para os ítens (b1) e (b2) vamos apresentar um argumento 
onvin
ente, através de duas�guras que não representam todos os 
asos possíveis.(b1) 
onforme indi
amos na Figura 6.2, se multipli
amos o vetor u por 2 dupli
amos aárea, por 3 tripli
amos a área e assim por diante. O mesmo o
orre 
om frações, 
omo porexemplo multipli
ando u por 3, 5.

0

v

u
2u

3u

3, 5u

Figura 6.2: Produto por Es
alar e Mudança de Área(b2) observe a Figura 6.3. Queremos provar que a soma das áreas dos dois paralelogramosmenores é igual a área do maior. Observe que os três possuem a aresta da base w em 
omum.Como a área é base vezes altura, basta 
omparar as alturas. As alturas são as projeções de
u e v na direção perpendi
ular a w. Por de�nição de soma de vetores, a projeção de u + vé igual a projeção de u mais a projeção de v. logo a altura do paralelogramo maior é igual asoma das alturas dos menores. Con
luímos o resultado.(b) segue de (b1) e (b2).
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0 w

u

v

u + v

Figura 6.3: Soma de Vetores e Mudança de ÁreaObservação 45 A linearidade da propriedade (b) a
ima não signi�
a que det(A + B) =

det(A) + det(B). Por exemplo, det

([
1 0
0 1

]
+

[
1 0
0 1

])
= det

[
2 0
0 2

]
= 4 6=

det

[
1 0
0 1

]
+ det

[
1 0
0 1

]
= 1 + 1 = 2.Podemos 
hegar ao resultado 
orreto usando linearidade da seguinte forma:

det(2I) = det



↑

2e1

↓

↑
2e2

↓


 = (linearidade na primeira 
oluna) 2 det



↑
e1

↓

↑
2e2

↓


 =(linearidade na segunda 
oluna) 2 · 2 det




↑
e1

↓

↑
e2

↓



 = 4.

Exemplo 199 Utilize a linearidade na primeira 
oluna para 
al
ular det

[
2 0
6 3

].Como [ 2
6

]
=

[
2 + 0
0 + 6

]
=

[
2
0

]
+

[
0
6

], det

[
2 0
6 3

]
= det

[
2 + 0 0
0 + 6 3

]
=

det

[
2 0
0 3

]
+ det

[
0 0
6 3

]
= 6 + 0 = 6. O primeiro determinante é 6 por ser matrizdiagonal, o segundo é zero pois uma 
oluna é múltipla da outra.6.1.2 R3Para motivar o assunto, vamos apresentar uma de�nição (provisória) de determinante paramatrizes 3× 3 que é geométri
a. Vamos interpretá-la e deduzir propriedades bási
as.De�nição 78 (determinante de matriz 3× 3) Considere a matriz A =



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


,
om u,v,w ∈ R3. Asso
iamos a esta matriz o paralelepípedo P gerado por u,v,w, 
onformeindi
ado na Figura 6.4. De�nimos o determinante de A 
omo o volume (
om sinal) doparalelepípedo P .Exemplo 200 Considere A =




a 0 0
0 b 0
0 0 c


, 
om a, b, c > 0. Cal
ule det A.
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0

v uw

Figura 6.4: Paralelepípedo Gerado por u,v e wPela de�nição, det A é a área da 
aixa retangular 
om lados de tamanho a, b, c. Portanto,
det A = abc. Isto ilustra o 
aso geral: o determinante de uma matriz diagonal é igual aoproduto dos elementos da diagonal.O que signi�
a det(A) = 0 em R3?A resposta está no próximo lema.Lema 35 (signi�
ado de determinante nulo em R3) O det




↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓



 = 0 se, e so-mente se, o 
onjunto {u,v,w} é LD.Prova: Segue das seguintes equivalên
ias:� determinante é nulo;� o volume do paralelepípedo é nulo;� paralelepípedo é degenerado, isto é, sua altura é 0;� os três vetores são 
oplanares;� um vetor perten
e ao plano gerado pelos outros dois;� o 
onjunto de vetores é LD.Exemplo 201 det




1 3 1
1 7 1
1 9 1


 = 0 pois 3a 
oluna = 1a 
oluna.

Exemplo 202 det




1 2 3
1 2 3
1 2 3


 = 0 pois 3a 
oluna = 1a 
oluna + 2a 
oluna.

Exemplo 203 Considere A =



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
3u− 5v
↓


. Cal
ule det A.Como w = 3u − 5v é múltiplo dos outros dois, isto é, perten
e ao plano 〈u,v〉, oparalelepípedo é degenerado, possuindo volume igual a 0. Logo, det A = 0.



6.2. DEFINIÇ�O E PROPRIEDADES BÁSICAS 127Lema 36 (propriedades do determinante de matriz 3× 3) Dados u,v,w, z ∈ R3:(a) det



↑
u

↓

↑
u

↓

↑
v

↓


 = det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
u

↓


 = det



↑
v

↓

↑
u

↓

↑
u

↓


 = 0 (se duas 
olunas sãoiguais então o determinante é zero);(b) det




↑
ku + z

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


 = k det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


+ det



↑
z

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


 ou

det




↑
u

↓

↑
kv + z

↓

↑
w

↓



 = k det




↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓



+ det




↑
u

↓

↑
z

↓

↑
w

↓



 ou
det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
kw + z

↓


 = k det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


+det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
z

↓


 (determinante é linear naprimeira, segunda ou ter
eira 
oluna);(
) det




1 0 0
0 1 0
0 0 1



 = det




↑
e1

↓

↑
e2

↓

↑
e3

↓



 = det I = 1 (determinante da matriz identi-dade é 1).Prova: Segue diretamente da de�nição do determinante 
omo volume do paralelepípedo(a) e (
). Para (b) pre
isamos seguir os passos da prova do Lema 34 
om a di�
uldade devisualizar �guras 
orrespondentes tridimensionais. Basi
amente, se multipli
amos uma arestapor k o volume do paralelepípedo é multipli
ado por k. Deixamos para o leitor as �guras everi�
ação para soma de vetores.6.2 De�nição e Propriedades Bási
asNossa de�nição de determinante é baseada num fato surpreendente expresso no próximoteorema: existe uma úni
a função 
om propriedades similares as satisfeitas pela função áreae volume que apresentamos na Seção anterior.Teorema 8 (
ara
terização algébri
a do determinante) Considere o 
onjunto Mn×ndas matrizes quadradas n×n. Existe uma úni
a função det :Mn×n → R 
om as seguintespropriedades:(a) se duas 
olunas são iguais o valor é zero;(b) é linear em 
ada 
oluna;(
) na matriz identidade o valor é 1.Prova: Vamos provar somente a existên
ia (deduzir uma fórmula) para o 
aso da matriz
2× 2

[
a c
b d

]. Quanto a uni
idade e a generalização para uma matriz qualquer, deixamospara o leitor interessado 
onsultar a literatura. Observe a beleza desta demonstração, ondeestas três propriedades obrigam o surgimento da fórmula (já 
onhe
ida) de determinante dematriz 2× 2.Como [ a
b

]
=

[
a
0

]
+

[
0
b

]
= a

[
1
0

]
+ b

[
0
1

], linearidade na primeira 
oluna (pro-priedade (b)) impli
a que det

[
a c
b d

]
= a det

[
1 c
0 d

]
+ b det

[
0 c
1 d

]
.



128 CAPÍTULO 6. DETERMINANTEComo [ c
d

]
=

[
c
0

]
+

[
0
d

]
= c

[
1
0

]
+ d

[
0
1

], linearidade na segunda 
oluna (pro-priedade (b)) impli
a que:(i) det

[
1 c
0 d

]
= c det

[
1 1
0 0

]
+ d det

[
1 0
0 1

];(ii) det

[
0 c
1 d

]
= c det

[
0 1
1 0

]
+ d det

[
0 0
1 1

].Portanto, obtemos:
det

[
a c
b d

]
= ac det

[
1 1
0 0

]
+ad det

[
1 0
0 1

]
+bc det

[
0 1
1 0

]
+bd det

[
0 0
1 1

]
.Como as 
olunas são iguais (propriedade (a)), det

[
1 1
0 0

]
= det

[
0 0
1 1

]
= 0. Pelapropriedade (
), det

[
1 0
0 1

]
= 1.Vamos provar que det

[
0 1
1 0

]
= −1, obtendo que det

[
a c
b d

]
= ac · 0 + ad · 1 +

bc · (−1) + bd · 0 = ad − bc. Para isto, pela propriedade (a), det

[
1 1
1 1

]
= 0. Pelapropriedade (b) utilizada duas vezes, det

[
1 1
1 1

]
= 0 = det

[
1 1
0 1

]
+ det

[
0 1
1 1

]
=

det

[
1 0
0 1

]
+ det

[
1 1
0 0

]
+ det

[
0 0
1 1

]
+ det

[
0 1
1 0

]
. Como os dois termos do meiodesta expansão são nulos pela propriedade (a), obtemos que 0 = det

[
1 0
0 1

]
+det

[
0 1
1 0

]
.Pela propriedade (
), deduzimos que det

[
0 1
1 0

]
= −1.De�nição 79 (determinante de matriz) O determinante é a função dada pelo teoremaa
ima.Observação 46 Embora 
ompleta, a de�nição a
ima não apresenta (diretamente) umafórmula para 
al
ular o determinante. Deixo para re�exão do leitor o que disse Klaus Jäni
h(veja bibliogra�a):�Se vo
ê ainda a
ha que a informação mais importante a
er
a de um objetomatemáti
o é uma fórmula para 
al
ular o seu valor, 
ertamente vo
ê
ompartilha o pensamento da maioria das pessoas medianamente edu
adas,mas 
om 
onhe
imentos apenas super�
iais de matemáti
a.�O próximo lema mostra que podemos substituir a propriedade (a) por outra para 
ara
te-rizar o determinante.Lema 37 (propriedades equivalentes) Se a função det : Mn×n → R é linear em 
ada
oluna (propriedade (b) do Teorema 8) então são equivalentes:(a) se duas 
olunas são iguais o determinante é zero;(a') se tro
armos duas 
olunas o determinante tro
a de sinal.



6.2. DEFINIÇ�O E PROPRIEDADES BÁSICAS 129Prova: Vamos provar no 
aso 2 × 2. O 
aso geral é provado de forma similar 
om mais
olunas.Pela linearidade (propriedade (b)),
det



↑

u + v

↓

↑
u + v

↓


 == det



↑
u

↓

↑
u + v

↓


+ det



↑
v

↓

↑
u + v

↓


 =

= det




↑
u

↓

↑
u

↓



+ det




↑
u

↓

↑
v

↓



+ det




↑
v

↓

↑
u

↓



+ det




↑
v

↓

↑
v

↓



 .Suponha que (a) é verdade. Então
det




↑

u + v

↓

↑
u + v

↓



 = det




↑
u

↓

↑
u

↓



 = det




↑
v

↓

↑
v

↓



 = 0.Logo, pela identidade a
ima, det



↑
u

↓

↑
v

↓


 + det



↑
v

↓

↑
u

↓


 = 0, isto é, det



↑
u

↓

↑
v

↓


 =

− det




↑
v

↓

↑
u

↓



. Portanto (a) impli
a em (a').Suponha que (a') é verdade. Então (imagine que tro
amos u 
om u)
a = det



↑
u

↓

↑
u

↓


 = − det



↑
u

↓

↑
u

↓


 = −a.Como a = −a impli
a que a = 0, det



↑
u

↓

↑
u

↓


 = 0. Portanto (a') impli
a em (a).Observação 47 Como o determinante possui a propriedade (a') de tro
a (alternân
ia) desinais e pela propriedade (b) ela é linear em 
ada 
oluna, dizemos que o determinante éuma função multilinear alternada. Pelo Teorema 8, o determinante é a úni
a funçãomultilinear alternada que vale 1 na matriz identidade.Observação 48 (analogias 
om integral) Propriedades (a) e (a') são similares a daintegral:(a) ∫ u

u
f(x) dx = 0 (duas 
olunas iguais);(a') ∫ v

u
f(x) dx = −

∫ u

v
f(x) dx (tro
a de duas 
olunas);A propriedade do determinante da matriz transposta (para re
ordar o que é matriz trans-posta, ver De�nição 62 da página 98) transfere todas as propriedades do determinante paralinhas da matriz. Isto é utilizado para rela
ionar operações elementares nas linhas de umamatriz 
om o determinante, que gera um algoritmo e�
iente (no sentido pre
iso da Observa-ção 50 da página 133) para o 
ál
ulo do determinante.Teorema 9 (determinante da transposta) det(AT ) = det(A).



130 CAPÍTULO 6. DETERMINANTEProva: Esta prova será omitida. Consulte a literatura.Corolário 7 Todas as propriedades do determinante para 
olunas podem ser enun
iadas 
omopropriedades das linhas. Portanto, o determinante:(a) é linear por linhas;(b) tro
a de sinal quando se tro
am as linhas;(
) é nulo quando duas linhas são iguais.Prova: Segue fa
ilmente do Teorema anterior e propriedades 
orrespondentes (por 
olunas)do determinante.Corolário 8 (operações elementares e determinante) O efeito de 
ada operação ele-mentar abaixo sobre o determinante de uma matriz é:(a) tro
ar ordem de duas linhas: determinante tro
a de sinal;(b) multipli
ar uma linha por um es
alar não-nulo: determinante é multipli
ado pela
onstante;(
) substituir linha por sua soma 
om múltiplo de outra: determinante não se altera.Prova: Os ítens (a) e (b) seguem diretamente do último Corolário. Quanto ao item (
),pelo Teorema 9, basta mostrar propriedade 
orrespondente por 
oluna. Considere
A =


 · · ·

↑
u

↓
· · ·
↑
v

↓
· · ·


. Substituindo uma 
oluna pela soma 
om múltiplo de outraobtemos B =


 · · ·

↑
u + kv
↓

· · ·
↑
v

↓
· · ·


. Portanto, por linearidade,

det B = det



 · · ·
↑

u + kv
↓

· · ·
↑
v

↓
· · ·



 =

= det


 · · ·

↑
u

↓
· · ·
↑
v

↓
· · ·


+ k det


 · · ·

↑
v

↓
· · ·
↑
v

↓
· · ·


 .Como duas 
olunas são iguais no último determinante, ele é nulo (independente do valor de

k) e portanto det B = det


 · · ·

↑
u

↓
· · ·
↑
v

↓
· · ·


 = det A.Lema 38 (matrizes LDs possuem determinante nulo) Seja A matriz quadrada. Se as
olunas (ou linhas) de A formam um 
onjunto linearmente dependente então det A = 0.Prova: Vamos provar para o 
aso das 
olunas formarem um 
onjunto LD. Segue para aslinhas pelo Teorema 9 (determinante da transposta).Suponha que as 
olunas formam um 
onjunto LD. Então uma delas é 
ombinação lineardas outras. Substituindo esta 
oluna pela 
ombinação das demais e utilizando a linearidade dodeterminante, obteremos soma de determinantes de matrizes 
om 
olunas repetidas. Como
ada um destes determinantes é zero (
olunas repetidas), 
on
luiremos que o determinante ézero.Quando a matriz é diagonal ou triangular (superior ou inferior), é muito fá
il 
al
ular odeterminante. Vamos provar fórmula do determinante de matriz diagonal para aque
er, poislogo em seguida provaremos o 
aso geral de matriz triangular.



6.3. COMO CALCULAR 131Lema 39 (determinante de matriz diagonal) Se uma matriz é diagonal então seu de-terminante é igual ao produto dos elementos da diagonal.Prova: Pela linearidade, retire 
ada elemento da diagonal até �
ar 
om matriz identidade,
ujo determinante é 1.Lema 40 (determinante de matriz triangular) Se uma matriz é triangular (superior ouinferior) então seu determinante é igual ao produto dos elementos da diagonal.Prova: Vamos supor que a matriz é triangular superior (argumento análogo vale paratriangular inferior). Considere dois 
asos:(a) tem pelo menos um zero na diagonal. Suponha que akk = 0. Considere M a matrizformada pelas k primeiras 
olunas desta matriz. Como M está es
alonada 
om no máximo
k − 1 linhas não-nulas, a dimensão do espaço-linha de M é no máximo k − 1. Pelo Lema 25da página 103, a dimensão do espaço-
oluna de M é igual a dimensão do espaço-linha, eportanto é no máximo k − 1. Como são k vetores 
oluna de M gerando espaço de dimensãomáxima k − 1, as 
olunas de M , e por 
onseqüên
ia as primeiras k 
olunas da matriz, sãoLDs. Pelo Lema 38 o determinante é zero.(b) todos elementos da diagonal são não-nulos. Coloque-os em evidên
ia para obter 1 nadiagonal. O valor do determinante será o produto destes elementos vezes o determinante damatriz 
om 1 na diagonal. Substitua linha por múltiplo de outra linha até transformá-la emdiagonal. Pelo Corolário 8 isto não altera o seu determinante. Obteremos a matriz identidade,
ujo determinante é 1.Exemplo 204 Considere A =




2 1 3 4
0 3 1 2
0 0 4 1
0 0 0 5


. Cal
ule det A.Como a matriz é triangular, det A = 2 · 3 · 4 · 5 = 5! = 120.6.3 Como Cal
ularVamos determinar formas práti
as para 
al
ular o determinante. No 
aso 2 × 2 e 3 × 3 emgeral (quando não são triangulares) vale a pena apli
ar a fórmula dada pela 
hamada regra seSarrus, que é vista no ensino médio. Para o 
aso geral apresentamos um algoritmo, bastantee�
iente, para o 
ál
ulo do determinante de uma matriz geral.As fórmulas para matriz 2×2, vista na demonstração do Teorema 8, e 3×3, que pode serdeduzida (exer
í
io) seguindo a mesma té
ni
a da 2×2, são vistas no ensino médio. Podemosre
ordá-las através da Regra de Sarrus, representadas na Figura 6.5.

[
a11 a12

a21 a22

]

+−




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




a11 a12

a21 a22

a31 a32

+− +− +−Figura 6.5: Regra de Sarrus 2× 2 e 3× 3



132 CAPÍTULO 6. DETERMINANTEObservação 49 (regra se Sarrus) A regra de Sarrus N�O generaliza para dimensãomaior que 3: Não existe pro
edimento semelhante a este para matrizes 4× 4.Para uma matriz de ordem maior que 3 utilizamos o seguinte algoritmo, baseado naeliminação de Gauss. Ele fun
iona pelo Corolário 8, que rela
iona operações elementares edeterminante e pelo Lema 40 (determinante de matriz triangular).Algoritmo 1 (
ál
ulo e�
iente do determinante) Para 
al
ular o determinante de umamatriz:
• Faça eliminação de Gauss, reduzindo matriz a forma diagonal superior;
• Leve em 
onta a 
ada operação elementar o efeito sobre o determinante:� tro
a de linhas =⇒ determinante tro
a de sinal;� multipli
ar linha por 
onstante =⇒ determinante é multipli
ado pela 
onstante;� substituir linha por 
ombinação linear dela 
om outra linha =⇒ determinante nãose altera.
• Cal
ule determinante da matriz resultante pelo produto dos elementos da diagonal;Exemplo 205 Considere a matriz A =




0 4 8
2 1 8
3 6 9



.Troque l1 
om l3: det A = − det




3 6 9
2 1 8
0 4 8


.Coloque 3 em evidên
ia em l1: det A = −3 det




1 2 3
2 1 8
0 4 8


.Faça l2 ← l2 − 2l1: det A = −3 det




1 2 3
0 −3 2
0 4 8



.Faça l3 ← l3 + 4l2/3: det A = −3 det




1 2 3
0 −3 2
0 0 8 + 8/3 = 32/3


.Agora a matriz é triangular: 
al
ule produto dos elementos da diagonal:

det A = −3(1)(−3)(32/3) = 96.Se vo
ê folhear livros de Álgebra Linear en
ontrará pelo menosTrês modos de 
al
ular o determinante:(a) fórmula de Lapla
e (também 
onhe
ido 
omo expansão por 
ofatores);(b) fórmula de Leibniz (
omo produtório de elementos de 
ada linha ou 
oluna 
om sinalindi
ando paridade das permutações);(
) redução da matriz através de operações elementares (
onforme foi apresentado).Poderíamos apresentar as três formas mas isto tomaria tempo e fo
o que julgamos ex
es-sivos para o assunto. Embora as formas (a) e (b) sejam importantes do ponto de vista teóri
o



6.4. MAIS PROPRIEDADES 133(por exemplo para provar que det A = det AT ), optamos por omiti-la num 
urso introdutóriodesta natureza. A forma do item (
) é a mais e�
iente do ponto de vista 
omputa
ional eestá ligada diretamente 
om as propriedades bási
as do determinante. A desvantagem de (
)é que não é uma fórmula, e sim um algoritmo baseado no Corolário 8.Observação 50 (
omparando métodos de 
ál
ulo do determinante) O métodode 
ál
ulo usando a fórmula de Lapla
e ou Leibniz ne
essita, para uma matriz de ordem
n, 
er
a de n! operações, enquanto o método e�
iente que apresentamos, utilizandooperações elementares, ne
essita de 
er
a de 2n3/3 operações (fonte Leon p. 71). Para
omparação do número de operações ne
essárias para se 
al
ular o determinante observea tabela abaixo:

n Lapla
e redução por op. Elementares
2 3 4
3 14 15
4 63 37
5 324 74
6 2 mil 130
7 14 mil 209
10 1 milhão 624
20 6× 1018 5 mil

.
Para n ≥ 4 o método que apresentamos já é mais e�
iente. Para n grande é a diferençaentre poder ser 
al
ulado ou não. Por exemplo, um 
omputador que faça 1 milhão deoperações por segundo levaria 32 mil anos para 
al
ular o determinante de uma matriz
20× 20 pelo método de Lapla
e e frações de segundo pelo método aqui apresentado.
6.4 Mais PropriedadesTeorema 10 (
ara
terização de matrizes não-invertíveis) Se A é matriz quadrada en-tão A é invertível se, e somente se, det(A) 6= 0.Equivalentemente, A é singular (não possui inversa) se, e somente se, det A = 0.Prova: Suponha que A é singular (não possui inversa) n× n. Então o posto (dimensão doespaço 
oluna) é menor que n, o que impli
a que as 
olunas são LDs (não geram o espaçotodo). Pelo Lema 38, det A = 0.Suponha que det A = 0. Aplique o algoritmo de 
ál
ulo do determinante, reduzindo-a aforma triangular U . Agora det A = 0 se, e somente se, det U = 0. Logo um dos elementosda diagonal de U é zero. Seguindo o argumento da prova do determinante da triangular, as
olunas de U são LDs, o que impli
a que as linhas de U são LDs. Logo as linhas de A sãoLDs, o que impli
a que A é singular.Corolário 9 (signi�
ado geométri
o de determinante nulo em Rn) Se A é matrizquadrada então det A = 0 se, e somente se, as 
olunas (ou linhas) de A formam um 
onjuntolinearmente dependente.Prova: O 
aso linhas (ou 
olunas) LDs foi feito no Lema 38.



134 CAPÍTULO 6. DETERMINANTESuponha agora que o determinante é zero. Pelo Teorema 10, A é singular (não é invertível).Logo Nu
(T ) 6= 0. Com isto existe v 6= 0 tal que Av = 0. Os 
omponentes do vetor v,pela de�nição do produto matriz-vetor, vão determinar uma 
ombinação linear não-trivial das
olunas de A 
ujo resultado é o vetor zero. Logo as 
olunas de A formam um 
onjunto LD.Observação 51 Juntando Teorema 10, Corolário 9 e Lema 29 da página 106, obtemos:Se A é matriz quadrada, são equivalentes:(a) o sistema homogêneo Av = 0 possui solução diferente de zero;(b) Nu
(A) é não-trivial;(
) A não possui inversa;(d) det(A) = 0;(e) uma 
oluna (ou linha) é 
ombinação linear das outras.Estas idéias são fundamentais no Capítulo de Autovalores e Autovetores, onde determi-namos valores para λ tais que o sistema Av = λv possua solução não-trivial. Estudamosisto rees
revendo o sistema introduzindo a matriz identidade I. Assim temos que resolver
Av = λIv ou (A− λI)v = 0. Como queremos soluções não-triviais, queremos que o nú
leode A− λI seja não invertível (singular), que pelo Teorema 10 impli
a que det(A− λI) = 0.Exemplo 206 Considere a matriz A =

[
1 2
2 1

]. Determine valores para λ tais que osistema Av = λv possua solução não-trivial.Cal
ulando det(A − λI) = det

[
1− λ 2

2 1− λ

]
= (1 − λ)2 − 4 = 0. Resolvendo estaequação do segundo grau em λ obtemos que λ = 3 ou λ = −1.Exemplo 207 Considere a matriz diagonal A =




a
b

c
d


. Determine valores para λtais que o sistema Av = λv possua solução não-trivial.Pre
isamos que det(A − λI) = 0. Como a matriz (também) diagonal A − λI =



a− λ
b− λ

c− λ
d− λ


, det(A − λI) = (a − λ)(b − λ)(c − λ)(d − λ) = 0. Osvalores de λ que tornaram zero esta expressão são: a, b, c, d. Um erro 
omum 
ometido pelosalunos é expandir a expressão (a − λ)(b − λ)(c − λ)(d − λ) = 0, ao invés de obter raízesdiretamente, e tentar 
al
ular raízes de λ4− λ3(a + b + c + d) + λ2(ab + ac + ad + bc + bd +

cd) + abcd− abcl − abld− alcd− lbcd = 0.A propriedade do produto 
ara
teriza o determinante da matriz inversa e propor
iona ainterpretação do determinante 
omo mudança de área/volume.Teorema 11 (determinante do produto) Sejam A, B matrizes quadradas da mesma or-dem. Então det(AB) = det(A) det(B).Prova: Se det(A) 6= 0, de�na f : Mn×n → R por f(B) = det(AB)/ det(A). Vamos
he
ar que f possui as propriedades da de�nição (Teorema 8) do determinante:



6.4. MAIS PROPRIEDADES 135(a) se duas 
olunas de B são iguais então, 
omo produto matriz-matriz pode ser visto
omo apli
ar A em 
ada 
oluna de B (ver Lema 26 da página 104), AB possui duas 
olunasiguais. Logo det(AB) = 0 pela propriedade (a) do determinante. Portanto f(B) = 0.(b) se B =



 · · ·
↑

u + kv
↓

· · ·
↑
w

↓
· · ·



, então
det(AB) = det


 · · ·

↑
A(u + kv)
↓

· · ·
↑

Aw

↓
· · ·




(por linearidade de A) = det


 · · ·

↑
Au + kAv

↓
· · ·

↑
Aw

↓
· · ·


 (por propriedade (b) dodeterminante) = det


 · · ·

↑
Au

↓
· · ·

↑
Aw

↓
· · ·


+k det


 · · ·

↑
Av

↓
· · ·

↑
Aw

↓
· · ·


. Logo,

f(B) = f




 · · ·

↑
u + kv
↓

· · ·
↑
w

↓
· · ·




 =

= f




 · · ·

↑
u

↓
· · ·

↑
w

↓
· · ·




+ kf




 · · ·

↑
v

↓
· · ·

↑
w

↓
· · ·




 .Portanto f é linear por 
olunas.(
) f(I) = det(AI)/ det(A) = det(A)/ det(A) = 1.Pelo Teorema 8 (uni
idade do determinante), f(B) = det(B). Dai segue o resultado.Se det A = 0, 
om A n × n, então, pelo Corolário 9, as 
olunas de A são LDs. Logoo posto 
oluna (dimensão do espaço gerado pelas 
olunas) de A é menor que n. Pelainterpretação do produto matriz-matriz (ver Lema 27 item (a) da página 105) as 
olunas de

AB são 
ombinações lineares das 
olunas de A. Logo o espaço gerado pelas 
olunas de ABestá 
ontido no espaço gerado pelas 
olunas de A. Portanto posto 
oluna de AB é menorque n. Portanto 
olunas de AB são LDs, que, pelo Corolário 9, impli
a que det(AB) = 0.Logo, neste 
aso também det(AB) = 0 = 0 det(B) = det(A) det(B).Exemplo 208 Suponha que A é invertível. Qual relação entre det(A) e det(A−1)?Como AA−1 = I, pela propriedade do determinante do produto
det(I) = 1 = det(AA−1) = det(A) det(A−1).Con
lusão: det(A−1) = 1/ det(A).Exemplo 209 Considere A e B duas matrizes semelhantes (ver de�nição na página 113).Qual a relação entre det(A) e det(B)?Como são semelhantes, existe P invertível tal que B = PAP−1. Pela propriedade doproduto, det(B) = det(PAP−1) = det(P ) det(A) det(P−1) = det(P ) det(P−1) det(A) =

1 · det(A) = det(A). Logo det(A) = det(B) quando A e B são semelhantes.



136 CAPÍTULO 6. DETERMINANTEA apli
ação su
essiva do próximo lema permite reduzir a ordem do determinante a 
adaapli
ação. Para entender esta parte reveja operações em matrizes divididas em blo
os napágina 108.Lema 41 (determinante de matriz blo
o-triangular) Suponha que M =

[
A B
0 D

]ou M =

[
A 0
C D

], 
om A e D matrizes quadradas. Então det(M) = det(A) det(D).Prova: Vamos ini
ialmente provar que se M =

[
I 0
0 D

], det M = det D. A té
-ni
a é igual a prova do Teorema 11 (determinante do produto). De�na f : Mn×n →
R por f(D) = det

[
I 0
0 D

]. Se duas 
olunas de D são iguais então as duas 
olunas
orrespondentes de M são iguais (todos elementos de M a
ima de D são nulos). Logo
det M = f(D) = 0. Se 
al
ularmos f







 · · ·
↑

u + kv
↓

· · ·
↑
w

↓
· · ·







, 
omo elemen-tos a
ima de D são nulos, usamos linearidade do determinante de M para 
on
luir que éigual a f




 · · ·

↑
u

↓
· · ·

↑
w

↓
· · ·




+kf




 · · ·

↑
v

↓
· · ·

↑
w

↓
· · ·




. Finalmente f(I) =

det(I) = 1 (a parte de 
ima já era identidade). Pelo Teorema 8 (uni
idade do determinante),
f(D) = det(D). De forma análoga podemos provar que det

[
A 0
0 I

]
= det A.Vamos supor, para o 
aso geral, que M =

[
A B
0 D

] pois o 
aso M =

[
A 0
B D

] éanálogo.Se det A = 0 então, pelo Corolário 9, uma 
oluna de A é 
ombinação linear das outras.Como a matriz M possui somente zeros abaixo de A, uma 
oluna de M é CL das outras.Novamente pelo Corolário 9, det M = 0. Se det D = 0 então, de forma análoga, uma linhade M é CL das outras e det M = 0.Supondo que det A e det D são não-nulos, podemos es
rever
M =

[
A 0
0 I

] [
I A−1BD−1

0 I

] [
I 0
0 D

]
.Agora, utilizando a propriedade do Teorema 11 (determinante do produto), basta 
al
ular odeterminante de 
ada uma destas três matrizes. Pelos resultados a
ima, o primeiro determi-nante é det A e o último é det D. O do meio, por ser matriz diagonal 
om 1's na diagonal,vale 1. Con
luímos o resultado.Observação 52 Considere M =

[
A B
C D

], 
om A, B, C e D matrizes quadradas. Deforma geral, det(M) 6= det(A) det(D)−det(B) det(C). Vo
ê 
onsegue gerar um exemplo?Observação 53 Por esta propriedade pode-se parar o algoritmo do determinante quandorestar um blo
o 2× 2 e apli
ar a propriedade do determinante de matriz blo
o-triangular.



6.5. APLICAÇÕES 137Exemplo 210 Cal
ule os valores de λ tais que o determinante da matriz abaixo se anula:
M =




2− λ 1 3 −1 1
1 λ 2 1 −2
0 0 λ 1 1
0 0 1 λ 2
0 0 0 0 3 + λ




.Observe que ela é blo
o-triangular (mas não é triangular!). De�nindo
M1 =

[
2− λ 1

1 λ

], M2 =

[
λ 1
1 λ

], M3 = 3 + λ, M =




M1 ∗ ∗
0 M2 ∗
0 0 M3


. Logo,

det(M) = det(M1) det(M2) det(M3) = −(λ− 1)2(λ2 − 1)(3 + λ) = 0.As raízes são 1,−1,−3.Observação 54 Um erro 
omum que os alunos 
ometem (ver exemplo anterior e Exem-plo 207 da página 134) é multipli
ar todos os termos ao invés de utilizar a estruturafatorada que de
orre naturalmente do determinante de matriz diagonal ou triangular oublo
o-triangular. Caso 
al
ulássemos diretamente, multipli
ando todos os termos, obtería-mos que det M = −λ5 − λ4 + 6λ3 − 2λ2 − 5λ + 3 = 0. Como vo
ê en
ontraria as raízesdeste polin�mio? Voltaremos a este assunto no Capítulo de Autovalores e Autovetores.
6.5 Apli
açõesNa primeira apli
ação de�nimos determinante de transformações lineares. A segunda apli
açãoé importante no Cál
ulo Integral de várias variáveis, quando apare
e o 
hamado ja
obiano nafórmula de mudança de variáveis de integração.6.5.1 Transformações LinearesComo de�nir o determinante de uma transformação linear T : V → V ?Dadas bases γ, β de V , de forma geral A = [T ]β 6= B = [T ]γ . No entanto estas matrizes sãorela
ionadas por P = [I]γ←β, pois [T ]γ = [I]γ←β[T ]β[I]β←γ. Como [I]β←γ = [I]−1

γ←β, B =

PAP−1. Pela propriedade do produto, det(B) = det(PAP−1) = det(P ) det(A) det(P−1) =
det(P ) det(P−1) det(A) = det(A). Logo podemos de�nir det(T ) por det(A) = det[T ]β, odeterminante da matriz que a representa numa base qualquer.De�nição 80 (determinante de transformação linear) Dada transformação linear T :
V → V e γ uma base qualquer de V , [T ]γ a matriz que a represente na base γ, de�nimos
det(T ) por det ([T ]γ).Lema 42 (
ara
terização de TL invertível) Se T uma transformação linear de V em V(espaços de dimensão �nita) então T é invertível se, e somente se, det(T ) 6= 0.Prova: Fixe uma base para V e aplique o Teorema 10.



138 CAPÍTULO 6. DETERMINANTE6.5.2 Mudança de ÁreaLema 43 (mudança de área de um quadrado) Seja T : R2 → R2 uma transformaçãolinear e Q ⊂ R2 um quadrado 
om lados paralelos aos eixos x e y:(a) T (Q) é um paralelogramo;(b) área(T (Q)) = área(Q)| det T |.Prova: Suponha ini
ialmente que o quadrado Q seja unitário. Observe a Figura 6.6.Qualquer ponto do interior do quadrado é 
ombinação linear de e1 e e2 
om 
oe�
ientesentre 0 e 1. Pela linearidade de T , a imagem será exatamente das 
ombinações lineares de
T (e1) e T (e2) 
om 
oe�
ientes entre 0 e 1, ou seja, um paralelogramo 
om arestas T (e1) e
T (e2).A área (
om sinal) do paralelogramo, pelo que já vimos, é igual ao determinante damatriz  ↑

T (e1)
↓

↑
T (e2)
↓


 = [T ]ε



↑
e1

↓

↑
e2

↓


. Como a segunda matriz é a identidade, 
ujodeterminante é 1, pela regra do determinante do produto, a área é det[T ]ε, que é igual, porde�nição a det T . Logo a área (sem sinal) do paralelogramo é | det T |.No 
aso geral, as arestas do quadrado são ke1 e ke2. Logo as arestas do paralelogramosão T (ke1) = kT (e1) e T (ke2) = kT (e2). A área (
om sinal) do paralelogramo é igual a

det




↑
kT (e1)
↓

↑
kT (e2)
↓


 = k2 det



↑

T (e1)
↓

↑
T (e2)
↓


 = k2 det[T ]ε = k2 det T . Como a áreade Q é k2, área(T (Q)) = k2| detT | = área(Q)| detT |.

e10

e2

T (e1)0

T (e2)

Q

T

T (Q)

Figura 6.6: Imagem de uma Quadrado Q pela TL TO próximo teorema estabele
e a relação entre determinante e modi�
ação de área de umaregião do plano após a apli
ação de uma transformação linear.Teorema 12 (modi�
ação de área por TL) Seja T : R2 → R2 uma transformaçãolinear e Ω ⊂ R2 um 
onjunto limitado (área �nita) qualquer. Então área(T (Ω)) =área(Ω)| detT |.Prova: Vamos supor que det T 6= 0 e portanto T é uma bijeção, pois 
aso 
ontrário oresultado seria verdadeiro pois ambos os lados seriam iguais a zero.Divida Ω em quadrados Qi disjuntos paralelos aos eixos x e y de modo que sua uniãoaproxime a região Ω (vide Figura 6.7). Pelo Lema anterior, área(T (Qi)) = área(Qi)| det(T )|.Como os quadrados Qi são disjuntos e T é bijeção, T (Qi) são paralelogramos disjuntos.Para �nalizar 
om rigor pre
isaríamos passar o limite, fazendo tender a zero, o tamanho dosquadrados. Sem o devido rigor, desprezando as frações de quadrados, somando os quadrados



6.6. ⋆SINAL DO DETERMINANTE EM R2 E R3 139e 
olo
ando det T em evidên
ia, área(T (Ω)) ≈ ∑i área(T (Qi)) = | detT |∑i área(Qi) ≈
| detT |área(Ω).

Ω

T (Ω)

Qi

T

T (Qi)

Figura 6.7: Região Ω e sua Imagem T (Ω)Observação 55 Uma apli
ação deste Teorema é em 
ál
ulo de várias variáveis. Umafunção qualquer f : R2 → R2 pode ser aproximada lo
almente por uma transformaçãolinear. Por este resultado, a distorção lo
al de área será dado pelo determinante destatransformação linear, o 
hamado ja
obiano de f .Observação 56 Este mesmo resultado poder ser generalizado para três dimensões: Seja
T : R3 → R3 uma transformação linear e Ω ⊂ R3 um 
onjunto qualquer. O volume de
T (Ω) é igual ao volume de Ω vezes | det(T )|.Utilizando esta idéia podemos reinterpretar a propriedade do determinante do produto daseguinte forma. Dado C = AB, 
omposição das TLs A e B, a distorção de área (ou volume)de C é igual ao produto da distorção de A e distorção de B.6.6 ⋆Sinal do Determinante em R2 e R30Para esta Seção reveja num livro qualquer (de Físi
a ou de Geometria Analíti
a ou de Cál
ulo)a regra da mão direita.Dado um paralelogramo 
om arestas u e v no plano 
artesiano 
om eixos na posição
an�ni
a (eixo-x na horizontal, orientado da esquerda para a direita e eixo-y orientado debaixo para 
ima), quando o det



↑
u

↓

↑
v

↓


 é positivo e quando é negativo?A resposta pode ser dada apli
ando a regra de mão direita, partindo de u para v, edeterminando para onde o polegar aponta. Se for saindo do papel, o determinante é positivo,se for entrando é negativo.0A leitura desta seção é op
ional.



140 CAPÍTULO 6. DETERMINANTEPara ilustrar 
onsidere a seqüên
ia da Figura 6.8. Mantendo �xo o vetor u e variando v,sempre 
om o mesmo tamanho, mas formando ângulos distintos 
om u, obtemos paralelo-gramos 
om áreas variando. Observe que quando u e v vão �
ando mais próximos de serem
olineares a área vai tendendo para zero. Ilustramos os dois 
asos, onde u e v são 
olinearesmas 
om mesmo sentido ou 
om sentido oposto, quando a área do paralelogramo formadoé zero. Devido a es
olhas feitas, quando o paralelogramo está a
ima do vetor u a área épositiva, quando está abaixo é negativa. O 
i
lo representado na �gura, ini
iando no alto egirando no sentido anti-horário, em termos de sinal da área, é: positivo � 0 � negativo �
0 � positivo · · ·. Utilize a �gura para veri�
ar a regra da mão direita.

determinante positivodeterminante zerodeterminante negativo
u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v u0

v u + v

u0

v u + v

u0

v u + v

u

0 v u + v

Figura 6.8: Variação da Área do Paralelogramo gerado por vetores u e vObservação 57 (interpretação de sinal de área) Por 
onseqüên
ia, embora paralelo-gramo 
om arestas u e v seja igual a paralelogramo 
om arestas v e u, e portanto possuam amesma área, det



↑
u

↓

↑
v

↓


 = − det



↑
v

↓

↑
u

↓


. Analogamente, ∫ 1

0
f(x) dx = −

∫ 0

1
f(x) dx,embora seja mesmo intervalo [0, 1].Em R3 quando o det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


 é positivo e quando é negativo?A resposta pode ser dada novamente apli
ando a regra de mão direita. Dados u e v, elesgeram um plano Π que divide o espaço em dois pedaços. Se w ∈ Π então o determinante ézero (porque?). Caso 
ontrário, dependendo a qual pedaço o vetor w perten
e, o determinantepode ser positivo ou negativo. Se w perten
er ao mesmo pedaço que o polegar após apli
açãoda regra da mão direita, o determinante será positivo, 
aso 
ontrário, negativo.



6.7. ⋆FÓRMULA DE LAPLACE 1416.7 ⋆Fórmula de Lapla
e0Podemos repetir o que foi feito para matriz 2 × 2 na demonstração do Teorema 8 paramatriz n × n. No entanto, é mais simples apresentar uma fórmula re
ursiva para 
ál
ulo dedeterminante. Esta fórmula é 
onhe
ida 
omo expansão por 
ofatores ou fórmula de Lapla
e.De�nição 81 (menor) Dada A n × n de�na Aij (
hamado de menor de A) a matriz
(n− 1)× (n− 1) obtida eliminando-se i-ésima linha e j-ésima 
oluna de A.Teorema 13 (fórmula de Lapla
e do determinante) De�nimos det(A) re
ursiva-mente:(a) det(A) = a11 se n = 1 (matriz 1× 1 é um número!);(b) det(A) =

∑n

j=1(−1)i+j det(Aij) (expansão pela i-ésima linha).Vale ainda que det(A) =
∑n

i=1(−1)i+j det(Aij) (expansão pela j-ésima 
oluna).Prova: Para demonstração 
onsulte a literatura.Observação 58 (tabuleiro de damas) Nós vemos esta fórmula do seguinte modo:(a) Para 
ada matriz Aij asso
iamos o sinal + ou − pela regra (−1)i+j (
omo sefosse um tabuleiro de damas, 
om os sinais alternando), indi
ada no seguinte diagrama:


+ − · · ·
− + · · ·... ... . . . ;(b) De forma re
ursiva 
al
ulamos o determinante expandindo através de uma linha ou
oluna qualquer.Exemplo 211 (matriz 2× 2) Determine a fórmula do determinante de matriz 2×2 fazendoa expansão pela primeira 
oluna e, depois, pela segunda linha. Observe que obtemos semprea mesma fórmula.As matrizes Aij serão somente um número, 
ujo determinante é o próprio número, easso
iamos os sinais [ + −

− +

].Fazendo a expansão pela primeira 
oluna:
det

[ a cb d

]
= +a det

[
· ·
· d

]
−b det

[
· c
· ·

]
= +a det

[
d
]
−b det

[
c
]

=

ad−bc.Fazendo a expansão pela segunda linha:
det

[
a cb d ]

= −b det

[
· c
· ·

]
+d det

[
a ·
· ·

]
= −b det

[
c
]
+d det

[
a
]

=

−bc + ad.Deixamos para o leitor fazer expansão pela segunda 
oluna ou pela primeira linha paraobter a mesma fórmula novamente.Exemplo 212 Considere A =




1 4 7
2 5 8
3 6 9



. Determine A12, A31, A22.0A leitura desta seção é op
ional.
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A12 =



· · ·
2 · 8
3 · 9


 =

[
2 8
3 9

],
A31 =



· 4 7
· 5 8
· · ·


 =

[
4 7
5 8

],
A22 =




1 · 7
· · ·
3 · 9



 =

[
1 7
3 9

].
Exemplo 213 Cal
ule o determinante de A =




1 4 7
2 5 8
3 6 9


 fazendo a expansão pela pri-meira 
oluna e expansão pela segunda linha.Expansão primeira 
oluna:

det




1 4 72 5 83 6 9


 = +1 det



· · ·
· 5 8
· 6 9


−2 det



· 4 7
· · ·
· 6 9


+3 det



· 4 7
· 5 8
· · ·


.Logo,

det




1 4 72 5 83 6 9


 = +1 det

[
5 8
6 9

]
−2 det

[
4 7
6 9

]
+3 det

[
4 7
5 8

].Expansão segunda linha:
det




1 4 72 5 8
3 6 9


 =−2 det



· 4 7
· · ·
· 6 9


+5 det




1 · 7
· · ·
3 · 9


−8 det




1 4 ·
· · ·
3 6 ·


.Logo,

det




1 4 72 5 8
3 6 9


 = −2 det

[
4 7
6 9

]
+5 det

[
1 7
3 9

]
−8 det

[
1 4
3 6

].
Exemplo 214 Seja A =



−1 0 2

1 0 3
1 2 1


. Cal
ule det A.Como podemos es
olher por onde fazer a expansão, é vantajoso fazê-la por onde tiver omaior número de zeros. A melhor es
olha neste 
aso é pela segunda 
oluna, onde 
on
luimosque det A = −2 det A32 (
on�ra o sinal negativo na frente utilizando o tabuleiro de damasde sinais). Portanto, det A = −2 det

[
−1 2

1 3

]
= −2(−3− 2) = 10.Exemplo 215 Seja A =




0 1 2
1 1 3
1 0 0



. Cal
ule det A.Neste 
aso utilizaremos a ter
eira linha. Portanto det A = det A31 (sinal do tabuleiro dedamas é positivo). Portanto, det A = det

[
1 2
1 3

]
= (3− 2) = 1.



6.8. ⋆REGRA DE CRAMER E MATRIZ INVERSA 143Exemplo 216 Considere A =




4 11 −7 −1 −3
−2 2 1 0 3

2 7 0 0 0
0 3 0 0 0
3 −1 6 0 5



. Cal
ule det A.As melhores es
olhas são a quarta 
oluna ou a quarta linha pois ambas possuem umúni
 elemento não-nulo. Expandindo pela quarta 
oluna (sinal − pela regra do tabuleiro),

det A = −(−1) det




−2 2 1 3
2 7 0 0
0 3 0 0
3 −1 6 5


.A melhor es
olha é a ter
eira linha, que possui um úni
o elemento não-nulo. O sinal nafrente do 3 será negativo pela regra do tabuleiro e det A = −(−1)(−3) det




−2 1 3

2 0 0
3 6 5



.Agora a melhor es
olha é a segunda linha, que pela regra do tabuleiro resultará num sinalmenos na frente. Agora det A = −(−1)(−3)(−2) det

[
1 3
6 5

]
= 6(5− 3 · 6) = 6(5− 18) =

6(−13) = −78.

Prova: [Lema 9℄ A prova será feita por indução na dimensão da matriz. Para n = 1 éimediato. Suponha que seja verdade para matrizes (n − 1) × (n − 1). Pela fórmula deLapla
e, det(A) =
∑n

j=1(−1)1+j det(A1j) (expansão pela primeira linha). Usando hipótese deindução, (matrizes A1j são (n−1)×(n−1)), det(A) =
∑n

j=1(−1)1+j det(AT
1j), que nada maisé do que expansão pela primeira 
oluna do determinante de AT . Logo, det(A) = det(AT ).

6.8 ⋆Regra de Cramer e Matriz Inversa0Vamos deduzir uma fórmula explí
ita da matriz inversa e de solução de sistemas, 
onhe
ida
omo regra de Cramer, partindo de propriedes do determinante.Cabe alertar que a fórmula é 
omputa
ionalmente ine�
iente por envolver o 
ál
ulo de ndeterminantes. Não deve ser utilizada a não ser por ne
essidade teóri
a, 
omo por exemplopara 
al
ular derivada da função que asso
ia a 
ada matriz sua inversa.Em apli
ações, utiliza-se a eliminação de Gauss ou outros métodos mais so�sti
ados parase resolver um sistema. Devido ao pou
o uso desta, trata-se de uma Seção de enrique
imento
ultural.0A leitura desta seção é op
ional.



144 CAPÍTULO 6. DETERMINANTELema 44 (Regra de Cramer) Considere o sistema Av = b, 
om
A =




↑
v1

↓
. . .

↑
vi−1

↓

↑
vi

↓

↑
vi+1

↓
. . .

↑
vn

↓



 e v =




x1...
xn


 .Caso tenha solução úni
a, os 
omponentes xi da solução v serão dados por:

xi = (det A)−1 det



↑
v1

↓
. . .

↑
vi−1

↓

↑
b

↓

↑
vi+1

↓
. . .

↑
vn

↓


 ,onde a matriz a
ima à direota é A 
om a i-ésima 
oluna substituida pelo vetor b.Prova: Da de�nição do produto matriz-vetor 
omo 
ombinação linear de 
olunas, es
reve-mos o sistema 
omo x1v1 + · · ·+ xnvn = b.Vamos primeiro determinar x1 para depois fazer o 
aso geral em 
ima do mesmo prin
ípio.Determinamos x1 passando b para outro lado e obtendo 1·(x1v1−b)+x2v2+· · ·+xnvn = 0.Con
luimos que são LDs (note que o primeiro 
oe�
iente é não-nulo igual a 1) os vetores

(x1v1 − b),v2, . . . ,vn. Pelo Lema 38, det




↑
x1v1 − b

↓

↑
v2

↓
. . .

↑
vn

↓


 = 0. A linearidadedo determinante impli
a que

x1 det



↑
v1

↓

↑
v2

↓
. . .

↑
vn

↓


− det



↑
b

↓

↑
v2

↓
. . .

↑
vn

↓


 = 0.Logo,

x1 det




↑
v1

↓

↑
v2

↓
. . .

↑
vn

↓



 = x1 det A = det




↑
b

↓

↑
v2

↓
. . .

↑
vn

↓



 ,de onde segue o resultado.De forma geral, determinamos xi passando b para o outro lado:
x1v1 + · · ·+ 1 · (xivi − b) + · · ·+ xnvn = 0.Con
luimos (novamente) que são LDs os vetores v1, . . . , vi−1, (xivi−b), vi+1, . . . , vn.Apli
ando o determinante e usando sua linearidade, fazendo ra
io
ínio análogo ao que�zemos para obter x1, 
hegamos a fórmula para xi.Utilizando a regra de Cramer podemos obter uma fórmula expli
ita para a matriz inversa.Corolário 10 (Fórmula da Inversa) Considere a matriz A 
om menores Aji. Então

A−1 = (cij) 
om cij = (det A)−1(−1)i+j det(Aji) (note que não é Aij!).Prova: De�na x =




x1...
xn


. A regra de 
ramer asso
ia a 
ada b a solução x do sistema

Ax = b.
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al
ulamos A−1 (
oluna a 
oluna) apli
ando regra de Cramer em
b = e1, e2, . . . , en.Tomando b = ej obtemos a j-ésima 
oluna de A−1 resolvendo Ax = ej . Como cij éa i-ésima linha de A−1ej, cij = xi, onde xi é o i-ésimo elemento da regra de Cramer 
om
b = ej.Apli
ando a regra de Cramer 
on
luimos que

cij = (det A)−1 det



↑
v1

↓
. . .

↑
vi−1

↓

↑
ej

↓

↑
vi+1

↓
. . .

↑
vn

↓


 .Por expansão por 
ofatores, o determinante a
ima será reduzido a determinante de matriz

A sem j-ésima linha e i-ésima 
oluna (det Aji) 
om sinal dado pela regra do tabuleiro.Uma 
onseqüên
ia importante é a existên
ia de inversa de uma matriz.Corolário 11 (da fórmula da inversa) Se det A 6= 0 então A possui inversa.6.9 Exer
í
ios de Determinantes6.9.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1.Determine se é Verdadeira ou Falsa:(a) se as 
olunas de A são LDs então det(A) = 0;(b) se det(A) = 0 então duas linhas ou 
olunas são iguais ou então uma linha ou 
olunatem somente zeros;(
) se B é obtida de A tro
ando duas linhas de A entre si, det(B) = det(A).Exer
í
io 2.B é quadrada 
om det(B) = −2.(a) det(BT ) = ; (b) det(B−1) = ; (
) det(B5) = .Exer
í
io 3.A, B, C são matrizes quadradas.(a) det(A + B) (=, 6=, pode ser = ou 6=) det(A) + det(B);(b) det(AB) (=, 6=, pode ser = ou 6=) det(A) det(B);(
) Se det(A) = −3, det(B) = 2 e det(C) = 5, então det(ABC) = .Exer
í
io 4.(a) det




1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1


 = ; (b) det




1 1 1 1
0 2 1 1
0 0 3 1
0 0 0 4


 = ;Exer
í
io 5.A =




↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓



 
om det(A) = 7.(a) det



↑
2v
↓

↑
w

↓

↑
u

↓


 = ; (b) det



↑
u

↓

↑
3v −w

↓

↑
w

↓


 = ;(
) det




← w →
← v + u−w→
← u →



 = ; (d) det




← 2u→
← 2v→
← 2w→



 = .Exer
í
io 6. Se det(A) = 4, o sistema:0Versão 28.julho.2008 06h
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[
x
y

]
=

[
1
2

] possui (nenhuma solução, uma úni
a solução,in�nitas soluções, nenhuma ou in�nitas soluções);(b) A

[
x
y

]
=

[
0
0

] possui (nenhuma solução, uma úni
a solução,in�nitas soluções, nenhuma ou in�nitas soluções);Se det(B) = 0, o sistema:(
) B




x
y
z


 =




1
2
3


 possui (nenhuma solução, uma úni
a solução,in�nitas soluções, nenhuma ou in�nitas soluções);(d) B




x
y
z


 =




0
0
0


 possui (nenhuma solução, uma úni
a solução,in�nitas soluções, nenhuma ou in�nitas soluções).Exer
í
io 7. Se det(B) = 0:(a) e B =



↑
u

↓

↑
v

↓


, então u é (múltiplo de, perpendi
ular a) v;(b) e B =



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


, então u é (múltiplo de v, perpendi
ular a w, múltiplo de

v + w, perten
e ao plano gerado por v e w);(
) 
olunas de B são (LIs, LDs); (d) linhas de B são (LIs, LDs).Exer
í
io 8. Seja T : V → V linear.(a) Nu
 T 6= 0 se, e somente se det T (= 0, 6= 0);(b) se det T = 5 então dim(Nu
 T ) (= 5, = 0, 6= 0);(
) se existe T−1 então det(T ) (= 1, = −1, = 0, 6= 0);Exer
í
io 9. Seja A 4× 4.(a) se posto(A) = 4 então det A (= 0, 6= 0, = 4);(b) se posto(A) = 2 então det A = (= 0, 6= 0, = 2);(
) se det(A) = 3 então posto(A) = (0, 1, 2, 3, 4);(d) se det(A) = 0 então posto(A) (= 0, = 1, = 2, = 3, = 4, > 0, > 2, < 4).Exer
í
io 10. Sejam A matriz quadrada, 0 6= v ∈ Rn e λ ∈ R tais que Av = λv: det(A−
λI) (= 0, 6= 0).6.9.2 ProblemasProblema 1.(a) Cal
ule o determinante da matriz λIn×n =




λ 0 · · · 0
0 λ · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · λ


 .(b) Seja A uma matrix n × n. Se det(A) é 
onhe
ido, 
al
ule det(λA), onde λ ∈ R.Note que, em geral, não é λ det(A).(
) Interprete estes resultados em termos de volume. O que a
onte
e 
om a área de umquadrado se dobramos o 
omprimento dos seus lados? O que a
onte
e 
om o volume deum 
ubo se dobramos o 
omprimento das suas arestas? Mais geralmente, o que a
onte
e



6.9. EXERCÍCIOS DE DETERMINANTES 147
om um sólido em Rn se ampliamos (ou reduzimos) suas dimensões lineares por um fatormultipli
ativo λ?Problema 2.Apli
amos em uma matriz A 5× 5 as seguintes operações elementares:(i) tro
amos l5 
om l4;(ii) l4 ← l4 + 3l2;(iii) multipli
amos l4 por −4.Obtemos a matriz B =




6 1 2 3 1
0 2 5 −1 1
0 0 −1 3 −5
0 0 0 3 2
0 0 0 0 1




. Cal
ule det(A).Problema 3.Cal
ule o determinante das matrizes abaixo(a)  2 5 4
3 1 2
5 4 6


; (b)  0 2 3 0

0 4 5 0
0 1 0 3
2 0 1 3


;Problema 4.Para 
ada matriz A abaixo determine todos λ ∈ R de modo que a matriz

A− λI não seja invertível:(a) A =

[
2 4
3 3

]; (b) A =




3 0 0 0
4 1 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2


.Problema 5.A imagem do 
ír
ulo {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} pela transformação linear

(x, y) 7→ (2x − y, 2x + y) é a elipse {(x, y) ∈ R2 | 5x2 − 6xy + 5y2 = 16}. Qual é a área
ompreendida por esta elipse?Problema 6.Cal
ule o volume do paralelepípedo abaixo, 
ujos vérti
es são:
A = (2, 3, 4), B = (0, 8, 7), C = (−1, 5, 9), D = (2,−1, 10),
E = (−3, 10, 12), F = (0, 4, 13), G = (−1, 1, 15), H = (−3, 6, 18).ABE C

DGH
Problema 7. Se T (x, y, z, w) = (z + y, x− 2y, z, w), 
al
ule o det(T ).Problema 8.(a) Seja M =




0 0 0 d
0 0 c e
0 b f g
a h i j


. Troque linhas para matriz se tornar diagonal e prove que

det(M) = abcd.(b) Determine uma fórmula geral para o determinante da matriz n × n 
ujos úni
os
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elementos não-nulos são aij = 1 
om i + j = n + 1:  1

1. . .
1

1



.Di
a: Cal
ule para 2× 2 e 3× 3 ini
ialmente e item (a).Problema 9. Se A =

[
a b
c d

] então A−1 = 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]. Qual o erro na �prova� que
det(A−1) é sempre 1: det(A−1) =

= det

(
1

ad− bc

[
d − b
−c a

])
=

1

ad− bc
det

[
d − b
−c a

]
=

1

ad− bc
(ad− bc) = 1.Problema 10.Use matriz em blo
os para 
al
ular o determinante das matrizes:(a)  3 4 0 0

2 3 0 0
5 6 7 1
0 1 1 2


; (b)  3 4 5 6 7

2 3 4 5 6
0 0 1 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1




6.9.3 Desa�osDesa�o 1.De�nição 82 (produto vetorial) Dados u,v ∈ R3 de�nimos
w =




w1

w2

w3


 = u× v ∈ R3,o produto vetorial entre u e v, 
omponente a 
omponente, por

wi = det



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
ei

↓


 .Prove que:(a) u× u = 0;(b) u× v = −v × u (antisimétri
a);(
) (u + λv)×w = u×w + λv ×w (linear);(d) e1 × e2 = e3 (orientação e normalização);(e) u× v é perpendi
ular a u e v.Desa�o 2.O exer
í
io anterior pode ser generalizado para se de�nir o produto vetorial entre

n− 1 vetores em Rn.



6.9. EXERCÍCIOS DE DETERMINANTES 149De�nição 83 (produto vetorial) Dados u1, . . . ,un−1 ∈ Rn de�nimos
w =




w1...
wn


 = u1 × · · · × un−1 ∈ Rn,o produto vetorial entre u1, . . . ,un−1, 
omponente a 
omponente, por

wi = det




↑
u1

↓
· · ·

↑
un−1

↓

↑
ei

↓



 .Mostre que:(a) este produto possuirá as mesmas propriedades que o produto vetorial em R3 (antisi-métri
a, linear, orientação e normalização);(b) u1 × u1 × · · ·un−1 é perpendi
ular a 
ada ui para i = 1, . . . , n− 1.Desa�o 3. (a) Mostre que a equação da reta em R2 que passa por v1 = (x1, y1) e v2 =

(x2, y2) é dada por det




x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1


 = 0;(b) Mostre que a equação do plano em R3 que passa por v1 = (x1, y1, z1), v2 = (x2, y2, z2)e v3 = (x3, y3, z3) é dado por det




x y z 1
x1 y1 z1 1
x2 y2 z2 1
x3 y3 z3 1


 = 0.Desa�o 4. (a) Mostre que a área do triângulo 
om vérti
es em v1 = (x1, y1), v2 = (x2, y2)e v3 = (x3, y3) é dada por 1/2 det




x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1


;(b) O determinante a
ima pode ser 
al
ulado montando a matriz [ x1 x2 x3 x1

y1 y2 y3 y1

]e fazendo a soma do produto da diagonal 
om sinal positivo numa direção e negativo naoutra. Este esquema permite obter fórmula de área de poligono qualquer (já que área é iguala soma das áreas dos triângulos) 
om vérti
es em (x1, y1), . . . (xn, yn) utilizando a matriz[
x1 · · · xn x1

y1 · · · yn y1

]. Determine-a.Desa�o 5. (Wronskiano) Dado um 
onjunto {f1, f2, . . . , fn} de funções in�nitamente dife-ren
iáveis de�nimos o wronskiano W (f1, f2, . . . , fn)(x) 
omo o determinante da matriz



f1(x) f2(x) · · · fn(x)
f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)
f ′′1 (x) f ′′2 (x) · · · f ′′n(x)... ... ...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)




.(a) Prove que se {f1, f2, . . . , fn} é LD então W (f1, f2, . . . , fn)(x) = 0 para todo x;(b) 
on
lua de (a) que que se W (x0) 6= 0 para algum x0 então o 
onjunto de funções éLI; (
) use (a) para provar que {1, x, ex} é LI;



150 CAPÍTULO 6. DETERMINANTE(d) é 
laro que o 
onjunto de funções {x2, x|x|} é LI (porque?). Por outro lado,
W (x2, x|x|)(x) = 0 para todo x. Isto não impli
a por (b) que o 
onjunto é LD?Obs: (x|x|)′ = 2|x|.Desa�o 6. (determinante de Vandermonde 3× 3) Prove que

det




1 a a2

1 b b2

1 c c2


 = (b− a)(c− b)(c− a).Desa�o 7.Considere o seguinte problema: Dados pontos (xi, yi) ∈ R2 
om i = 0, . . . , ndetermine polin�mio p(x) de grau n tal que p(xi) = yi.(a) Monte um sistema linear para determinar os 
oe�
ientes ai do polin�mio p(x) =

n∑

i=0

aix
i;(b) De�na M =




1 · · · 1
x0 · · · xn... ...
xn

0 · · · xn
n


 (
onhe
ida 
omo matriz de Vandermonde). Mostreque o sistema pode ser es
rito 
omo M




a0...
an


 =




y0...
yn


;(
) Mostre que det M =

∏

k<n

(xn − xk).Desa�o 8. (variante de Vandermonde) (Shilov p. 30, no. 10) Prove que
det




1 · · · 1
x1 · · · xn... ...

xn−2
1 · · · xn−2

n

xn
1 · · · xn

n




=

n−1∏

k=1

(xn − xk)×
n∑

k=1

xk.

Desa�o 9. (Strang p. 210 no. 32) Prove que
det




1 + a b c d
a 1 + b c d
a b 1 + c d
a b c 1 + d


 = 1 + a + b + c + d.Desa�o 10.Prove que uma matriz 
om todas entradas ra
ionais possui um determinantera
ional.Desa�o 11. Seja A uma matriz n× n 
om |aij| ≤ k. Usando a idéia de determinante 
omovolume, mostre que | detA| ≤ (k

√
n)n.Desa�o 12.Considere a matriz tridiagonal n × n An =




a b

c a
. . .. . . . . . b
c a


. De�na dn =

det(An).



6.9. EXERCÍCIOS DE DETERMINANTES 151(a) Prove que dn+1 = adn − bcdn−1.(b) suponha que a = 2 e b = c = −1. Prove que det(An) = n + 1.Desa�o 13. (Strang p. 216 no. 10) Cal
ule det




0 1 · · · 1

1 0
. . . ...... . . . . . . 1

1 · · · 1 0


.Desa�o 14. (Shilov p.29 no. 9)(a) det




x a a
a x a
a a x


; (b) det




x a a · · · a
a x a · · · a
a a x · · · a... ... ... . . . ...
a a a · · · x



.Desa�o 15. (Cál
ulo do posto de uma matriz utilizando determinante de submatrizes) Proveque para qualquer matriz quadrada o posto é k se, e somente se, k é o maior inteiro tal queexiste uma submatriz k × k 
om determinante não-nulo.Desa�o 16.(a) Qual (e onde 
olo
ar) o menor número possível de zeros que devemos 
olo
ar numamatriz 4× 4 para garantir que o determinante é zero?(b) E para uma matriz n× n?Desa�o 17.Existem 16 matrizes 2 por 2 
ujas entradas possuem somente 0's e 1's. Quantasdelas são invertíveis?6.9.4 ExtrasExtra 1. Se A é uma matriz n× n 
om det(A) = −3 então:(a) det(A + A) = ; (b) det(3A) = ; (
) det(A5/3) = ;Extra 2. Seja A =

[
2 3
a b

] 
om det(A) = 4.(a) a área do triângulo 
om vérti
es em (0, 0), (2, a), (3, b) é ;(b) a área do triângulo 
om vérti
es em (0, 0), (2, 3), (a, b) é ;(
) u =

[
2
a

] e v =

[
3
b

]. Se λ1u = λ2v para λ1, λ2 ∈ R então λ1= e λ2 = .Extra 3.B uma matriz quadrada.(a) se uma linha é múltipla de outra então B (possui/não possui) inversa;(b) se nenhuma linha é múltipla de nenhuma outra então (det(B) 6= 0, det(B) =

0, nada podemos a�rmar).Extra 4. Suponha que T : R2 → R2 linear preserva área. Isto impli
a que T preserva
omprimentos também?Extra 5. Sabe-se que três arestas adja
entes ao vérti
e (0, 0, 0) de um paralelepípedo no
R3 são determinados pelos vérti
es (−1, 2, 2), (2,−1, 2) e (2, 2,−1). Cal
ule o volume doparalelepípedo.Extra 6. Seja T (x, y, z) = (x + z, 2x + y + 3z, z − x). Considere o 
ubo

C = {ae1 + be2 + ce3; a, b, c ∈ [0, 3]}.Determine o volume do paralelepípedo
T (C) = {aT (e1) + bT (e2) + cT (e3); a, b, c ∈ [0, 3]}.



152 CAPÍTULO 6. DETERMINANTEExtra 7. Sejam a, b, c números reais positivos. Determine o volume do elipsóide E =
{(x, y, z) ∈ R3; (x/a)2 + (y/b)2 + (z/c)2 ≤ 1} en
ontrando um 
onjunto B ⊂ R3 e umatransformação linear T tal que T (B) = E.Extra 8.Cal
ule o determinante das matrizes abaixo(a)  4 11 −7 −1 −3

−2 2 1 0 3
2 7 0 0 −2
0 3 0 0 0
3 −1 6 0 5



; (b)  1 1 1 3

−2 −2 −4 −2
1 2 3 −7
3 3 3 2


.Extra 9.Para 
ada matriz A abaixo determine todos λ ∈ R de modo que a matriz A − λInão seja invertível:(a) A =

[
4 2
1 3

]; (b) A =




1 0 0
2 1 2
1 1 0


.Extra 10. Diz-se que uma matriz quadrada P é uma projeção se P 2 = P . Mostre que

det(P ) é 0 ou 1.Extra 11. Suponha que A e B são matrizes quadradas n × n 
om AB = I. Prove que
BA = I.Extra 12. Suponha Ak = I. Prove que(a) se k é impar então det(A) = 1; (b) se k é par então det(A) = 1 ou −1.Extra 13.(a) Prove (usando determinante) que não existe A 3 × 3 (
om entradas reais) tal que
A2 = −I3×3 (identidade);(b) Tome B =

[
0 −1
1 0

] e mostre que B2 = −I2×2 (identidade). Esta matriz representageometri
amente uma rotação de 180o. Portanto, num 
erto sentido, B =
√
−I .Extra 14. Diz-se que uma matriz quadrada S é anti-simétri
a se ST = −S (identidade).Mostre que :(a) det(S) = 0 se S é 3× 3; (b) det(S) = 0 se S é n× n 
om n impar.Extra 15. Suponha N nilpotente (veja De�nição 76 da página 118) , isto é, Nk = 0 paraalgum k ∈ N. Mostre que N não é invertível.Extra 16. Diz-se que uma matriz quadrada Q é ortogonal se QT Q = In×n (identidade).Mostre que det(Q) é 1 ou −1.Extra 17.Deduza a fórmula do determinante da matriz 3 × 3 (mostrada na Figura 6.5 dapágina 131) seguindo a té
ni
a da demonstração da fórmula 2×2 do Teorema 8 da página 127.Extra 18.Considere M =

[
A B
C D

], 
om A, B, C e D matrizes quadradas 2 × 2. Dê umexemplo que mostre que nem sempre det(M) = det(A) det(D)− det(B) det(C).Extra 19.Considere a matriz (em blo
os) M =

[
X I
A 0

], 
om A, X quadradas e I a matrizidentidade, todas de mesmo tamanho. Prove que det(M) = det(A).Extra 20. Seja A, B matrizes quadradas de mesma dimensão tais que AB 6= BA. Prove que
det(AB) = det(BA).



6.9. EXERCÍCIOS DE DETERMINANTES 153Extra 21. Suponha que A = PDP−1 
om D =




1
2 . . .

n


 diagonal. Prove que

det(Ak) = (n!)k.Extra 22. Se A e B são invertíveis:(a) A + B é invertível? (b) AB é invertível? (
) AT B é invertível?Extra 23. Se AB é invertível, então A é invertível?Extra 24. Seja M =




0 . . . 0 a1

0 . . . a2 x... . . .
... ...

an . . . x x


. Prove que det(M) = (−1)n(

n∏

i=1

ai).Extra 25. Suponha que det A = 0. Prove que se B foi obtida de A por operações elementaresentão det A = 0 se, e somente se, det B = 0.Extra 26.Considere A =

[
a c
0 b

], 
om a, b > 0, e o paralelogramo determinado pelas
olunas desta matriz. Faça um desenho simples que mostra que a área deste paralelogramo éigual a área do retângulo de lados a e b. Con
lua que det A = ab.
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Capítulo 7Autovalores, Autovetores eDiagonalizaçãoNeste 
apítulo apresentamos os 
on
eitos de autovalores e autovetores de transformaçõeslineares. As ferramentas para o 
ál
ulo (quando o espaço é de dimensão �nita) são o deter-minante e solução de sistemas lineares. Utilizando-as podemos, em alguns 
asos, determinarbase tal que a matriz que representa a TL seja diagonal.Dedi
amos uma seção somente para exemplos 
om TLs geométri
as (projeções, rotações,re�exões e 
isalhamento).Apli
amos estas té
ni
as para:
• 
al
ular a potên
ias (Ak) e raíz quadrada (√A) de matriz;
• determinar estado limite de um sistema iterado, onde 
omeçamos num estado v0 eevoluimos por vn+1 = Avn.Outras apli
ações, que não são exploradas nestas notas, são:
• 
lassi�
ação de 
�ni
as e quádri
as; e
• determinação de pontos de máximo e mínimo lo
al de funções de várias variáveis.7.1 Autovalores e AutovetoresNesta Seção vamos resolver o seguinte problema:Dada transformação linear T , existe vetor v não-nulo tal que v e Tv são paralelos? Deforma equivalente: existe direção preservada por T ? Como 
al
ulá-la?De�nição 84 (autovalor, autovetor e espe
tro) Seja T : V → V transformação linear.Dizemos que 0 6= v ∈ V é autovetor asso
iado ao autovalor λ se Tv = λv. O 
onjuntode autovalores de T é 
hamado de espe
tro de T .0Versão 28.jul.2008 10h 155



156 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�OObservação 59
• λ pode ser zero, mas v não. De fato a �direção� zero é sempre preservada por umaTL qualquer pois T0 = 0.
• se Tv = 0 podemos dizer que a direção v foi preservada pois Tv = 0v = 0, ummúltiplo do próprio v.
• o autovetor asso
iado a um autovalor não é úni
o. De fato, se v é autovetor qualquere k 6= 0, w = kv também é autovetor pois T (w) = T (kv) = kT (v) = kλv =

λ(kv) = λw.Para ilustrar estes 
on
eitos estude os exemplos de TLs da Seção �Exemplos Geométri
osem 2D e 3D�, das páginas 163�168. Observe nestes exemplos que:
• qualquer múltiplo de direção preservada também será preservada, o que mostra que osautovetores asso
iados não são úni
os;
• para TLs no plano podem existir in�nitas direções, duas, uma ou nenhuma direçãopreservada;
• zero pode ser autovalor.Dado um λ autovalor, queremos saber qual 
onjunto de vetores (denominado de auto-espaço) v ∈ V satisfazem Tv = λv. Queremos que Tv − λv = Tv − (λI)v = 0. Logo

(T − λI)v = 0. Portanto v ∈ Nu
(T − λI).De�nição 85 (autoespaço) O autoespaço asso
iado a λ é o Nu
(T − λI).Como 
al
ular autovalores e autoespaços se V for de dimensão �nita?Dado autovalor λ, 
al
ulamos seu autoespaço Nu
(T −λI) resolvendo um sistema linear.O problema é 
omo en
ontrar um autovalor λ. Para isto será fundamental o determinante.Note que para que v seja autovetor tem que ser um elemento não nulo de Nu
(T − λI).Portanto queremos que Nu
(T − λI) seja não-trivial, o que será verdade, se, e somente se,
T − λI não for invertível, que pelo Teorema 10 da página 133 (para V de dimensão �nita),o
orrerá se, e somente se, det(T − λI) = 0.De�nição 86 (polin�mio 
ara
terísti
o) Dada transformação linear T : V → V , V es-paço de dimensão �nita, de�nimos o polin�mio 
ara
terísti
o de T por p(λ) = det(T−λI).O próximo lema garante a 
oerên
ia da de�nição (p(λ) é um polin�mio e é sempre omesmo em qualquer base) e 
ara
teriza-o 
om relação a dimensão do espaço.Lema 45 (polin�mio independe da base) O polin�mio 
ara
terísti
o p(λ) = det(T −
λI):(a) independe da base es
olhida para o espaço V : det([T ]β − λI) = det([T ]γ − λI);(b) é um polin�mio em λ de grau igual à dimensão do espaço.



7.1. AUTOVALORES E AUTOVETORES 157Prova: (a) pela teoria da página 137 do Capítulo de Determinante, o determinante de umaTL independe de base.(b) será omitida.O próximo teorema é um resultado notável, apresentado em livros de funções 
omple-xas, para onde remetemos o leitor para uma demonstração (veja Lars V. Ahlfors; �ComplexAnalysis�; M
Graw-Hill; por exemplo). É atribuido ao grande matemáti
o Gauss.Teorema 14 (teorema fundamental da Álgebra) Um polin�mio de grau n tem exata-mente n raízes (não ne
essariamente distintas) sobre o 
orpo dos 
omplexos, isto é, existemnúmeros 
omplexos, λ1, . . . , λn (não ne
essariamente distintos), tais que
anλn + an−1λ

n−1 + · · ·+ a1λ + a0 = an(λ− λ1)(λ− λ2) · · · (λ− λn).Esta fatoração é úni
a (a menos da ordem).Observação 60 Embora pelo teorema fundamental da Álgebra um polin�mio de grau 5possua 5 raízes, um resultado surpreendente de Galois e Abel prova que não existe fórmulafe
hada para o 
ál
ulo destas raízes. Isto é 
onhe
ido em Matemáti
a 
omo o problema da�insolubilidade da quínti
a� (impossibilidade de existên
ia fórmula para raízes de equaçõesde grau maior ou igual a 5). Por outro lado, a fórmula para o grau 3 ou 4, embora exista,é muito 
ompli
ada, não sendo práti
a seu uso. Desta forma a úni
a fórmula práti
a é aque aprendemos no ensino médio, a fórmula de 
ál
ulo de raízes de polin�mio de grau 2(
onhe
ida 
omo fórmula de Baskhara).Em resumo, para 
al
ular autovalores e autoespaços para V de dimensão �nita:
• determinamos os zeros de det(T − λI) = 0 para a
har autovalores. Devemos pre-servar ao máximo uma expressão fatorada por ser muito difí
il determinar raízes depolin�mios de grau 3 em diante (veja Observação 54 da página 137);
• substituímos os autovalores na equação (T−λI)v = 0 para determinar os autovetores

v.Exemplo 217 Cal
ule os autovalores e autoespaços de T (x, y) =

[
1 −1
−1 1

] [
x
y

].Vamos determinar os autovalores. Como det(T − λI) = det

[
(1− λ) −1
−1 (1− λ)

]
=

(1− λ)2 − 1 = (λ− 0)(λ− 2), os autovalores são 0 e 2.Cal
ulando autoespaço para λ = 0: Resolvemos o sistema
(T − 0I)v =

[
(1− 0) −1
−1 (1− 0)

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
.Obtemos { x− y = 0

−x + y = 0
. Portanto x = y, solução (x, y) = t(1, 1) para t ∈ R. Desta formao autoespaço asso
iado ao 0 é 〈(1, 1)〉. Um autovetor é (1, 1) ou (2, 2) ou (1/2, 1/2) ou

(−1,−1) ou (−100,−100) et
.



158 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�OCal
ulando autoespaço para λ = 2: Resolvemos o sistema
(T − 2I)v =

[
(1− 2) −1
−1 (1− 2)

] [
x
y

]
=

[
0
0

]
.Obtemos { −x− y = 0

−x− y = 0
. Portanto x = −y, solução (x, y) = t(1,−1) para t ∈ R. Destaforma o autoespaço asso
iado ao 2 é 〈(1,−1)〉. Um autovetor é (1,−1) ou (2,−2) ou

(1/2,−1/2) ou (−1, 1) ou (−100, 100) et
.Exemplo 218 Cal
ule autovalores e autovetores de T (x, y, z) =




3 −1 0
1 1 0
1 0 −1






x
y
z


.Vamos determinar os autovalores: det(T − λI) = det




(3− λ) −1 0
1 (1− λ) 0
1 0 (−1− λ)


.Para 
al
ular o determinante note que a matriz já é quase triangular inferior. Para ze-rar o −1 (linha 1 
oluna 2), faça l1 ← l1 + l2/(1 − λ). Obteremos det(T − λI) =

det




(3− λ)− 1/(1− λ) 0 0

1 (1− λ) 0
1 0 (−1− λ)



. Como a matriz é diagonal, obtemos queo determinante é (−1−λ)((3−λ)(1−λ)− 1). Como (3−λ)(1−λ)− 1 = −λ2 +4λ− 4 =
−(λ− 2)2, det(T − λI) = −(−1− λ)(λ− 2)2. Portanto os autovalores são 2 e −1.Cal
ulando autoespaço para λ = 2: Resolvemos o sistema

(T − 2I)v =




(3− 2) −1 0
1 (1− 2) 0
1 0 (−1− 2)






x
y
z


 =




0
0
0


 .Obtemos  x− y = 0

x− y = 0
x− 3z = 0

. Portanto tomando z = t, solução (x, y, z) = t(3, 3, 1) para t ∈ R.Desta forma o autoespaço asso
iado ao 2 é 〈(3, 3, 1)〉.Cal
ulando autoespaço para λ = −1: Resolvemos o sistema
(T + I)v =




(3 + 1) −1 0
1 (1 + 1) 0
1 0 (−1 + 1)






x
y
z


 =




0
0
0


 .Obtemos  4x− y = 0

x− 2y = 0
x = 0

. Portanto x = y = 0, e z qualquer, solução (x, y, z) = t(0, 0, 1)para t ∈ R. Desta forma o autoespaço asso
iado ao −1 é 〈(0, 0, 1)〉.Exemplo 219 (rotação no plano) No Exemplo 184 da página 109 (Capítulo Matrizes)deduzimos que a matriz de rotação de vetores do plano por um ângulo θ (no sentido trigono-métri
o, isto é, anti-horário) é R =

[
cos θ − sen θ
sen θ cos θ

].Cal
ulando seu polin�mio 
ara
terísti
o obtemos p(λ) = (cos θ − λ)2 + sen2 θ = λ2 −
2λ cos θ + 1 (identidade trigonométri
a sen2 θ + cos2 θ = 1). Como ∆ = 4(cos2 θ − 1) =
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−4 sen2 θ, ∆ < 0 (raízes 
omplexas) a não ser que sen θ = 0, ou seja, a não ser que θ = 0◦ou 180◦. Portanto são três 
asos:(a) θ = 0◦. Neste 
aso R = I, a matriz identidade. Qualquer direção não-nula é autovetor
om autovalor 1. A matriz é (na realidade já está) diagonalizável.(b) θ = 180◦. Neste 
aso R = −I. O autovalor é −1 
om qualquer direção não-nula
omo autovetor. Novamente é (e já está) diagonalizável.(
) θ 6∈ {0◦, 180◦}. Neste 
aso os autovalores são 
omplexos não-reais. Portanto ne-nhuma direção é preservada.En
erramos esta Seção 
om dois exemplos de autovalores e autovetores (
hamados de au-tofunção) no espaço de dimensão in�nita C∞(R; R), o espaço das funções reais diferen
iáveis:os operadores lineares de primeira e segunda derivada. Na teoria mais avançada de equaçõesdiferen
iais esta idéia é muito importante.Exemplo 220 Considere T : C∞(R; R)→ C∞(R; R) de�nida por Tf = f ′. Qual autovetor(
hamada também de autofunção) asso
iado ao autovalor 3? Isto é, para qual função f ,
Tf = f ′ = 3f?

f(t) = exp(3t) pois f ′(t) = 3 exp(3t), isto é, Tf = f ′ = 3f . Note que g(t) = C exp(3t)também será autofunção para qualquer C ∈ R.Exemplo 221 Considere T : C∞(R; R)→ C∞(R; R), de�nida por Tf = f ′′. Qual autovetor(
hamada também de autofunção) asso
iado ao autovalor −4? Isto é, para qual função f ,
Tf = f ′′ = −4f?Uma possibilidade é f(t) = sin(2t) pois f ′(t) = 2 cos(2t) =⇒ f ′′(t) = −4 sin(2t), isto é,
f ′′ = −4f . Outra função é f(t) = cos(2t) pois f ′(t) = −2 sin(2t) =⇒ f ′′(t) = −4 cos(2t),isto é, Tf = f ′′ = −4f . Combinações lineares de sin(2t) e cos(2t) também serão autofunção,isto é, g(t) = C1 sen(2t) + C2 cos(2t) 
om C1, C2 ∈ R também será autofunção.7.2 DiagonalizaçãoA teoria de diagonalização, juntamente 
om o Teorema do nú
leo-imagem, é um dos mar
osdo 
urso de Álgebra Linear. Sua importân
ia é que, após mudança de bases, o 
omportamentode TLs ditas diagonalizáveis podem ser inteiramente 
ompreendidas.De�nição 87 Dizemos que T é diagonalizável se existe uma base β tal que [T ]β é umamatriz diagonal. Dizemos que uma matriz A é diagonalizável se a TL asso
iada a ela TA édiagonalizável.Teorema 15 (TL é diagonalizável) Considere V espaço de dimensão �nita. Uma trans-formação linear T : V → V é diagonalizável se, e somente se, V possui uma base deautovetores de T .Prova: Suponha que T é diagonalizável. Logo existe base β = {v1, . . . ,vn} tal que
[T ]β =




λ1 . . .
λn


 é uma matriz diagonal. Como [T ]βek = λkek e [vk]β = ek,

[T ]β[vk]β = [Tvk]β = λk[vk]β, ou seja, Tvk = λkvk. Con
luímos que os vk's são autovetorese formam uma base.Suponha que β = {v1, . . . ,vn} é base de autovetores. Para 
ompletar basta ler a primeiraparte da demonstração de trás para frente.



160 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�OCorolário 12 (forma P−1AP = D) Suponha que a matriz A seja diagonalizável. Entãoexiste P invertível tal que P−1AP = D (ou de forma equivalente A = PDP−1), 
om Ddiagonal formada pelos autovalores de A e P 
ujas 
olunas são autovetores 
orrespondentes.Prova: Seja P uma matriz 
ujas 
olunas são os autovetores v1, . . . ,vn de A e D diagonal
ujas entradas são os autovalores λ1, . . . , λn, na mesma seqüên
ia. Pelas propriedades doproduto matriz-matriz, as 
olunas de AP são Avi = λivi. Logo (veri�que), a matriz 
omestas 
olunas é igual a PD. Portanto, AP = PD. Como os autovetores formam base, as
olunas de P são LI. Pelo Corolário 9 da página 133, det P 6= 0. Pelo Teorema 10 da mesmapágina, P é invertível. Logo P−1AP = D ou D = PAP−1.De�nição 88 (de
omposição espe
tral) Se A é diagonalizável 
hamamos de de
ompo-sição espe
tral de A a fatoração A = PDP−1 
om D matriz diagonal 
om autovalores de
A.Lema 46 (autovetores são LIs) Autovetores asso
iados a autovalores distintos são line-armente independentes, ou seja, se vk 6= 0 e Tvk = λkvk, k = 1, . . . , p, 
om λk's distintos,então {v1, . . . ,vp} é LI.Prova: Suponha falsa a tese. Neste 
aso, seja 2 ≤ r ≤ p mínimo tal que vr é CL dosanteriores: vr =

∑

k<r

αkvk.Temos então: Tvr = λrvr ⇒ T

(
∑

k<r

αkvk

)
= λr

∑

k<r

αkvk ⇒
∑

k<r

λkαkvk =

∑

k<r

λrαkvk ⇒
∑

k<r

(λk − λr)αkvk = 0 Mas isto impli
a que v1, . . . ,vr−1 são LD, o que
ontraria a minimalidade de r.O próximo 
orolário 
olo
a uma 
ondição su�
iente (mas não ne
essária) para que umaTL seja diagonalizável. A 
ondição não é ne
essária pois uma TL 
om todos autovaloresiguais (por exemplo a identidade, que possui somente o autovalor 1) pode ser diagonalizável.Corolário 13 Se o espaço V possui dimensão n e existem n autovalores distintos então T édiagonalizável.Prova: Se existem n autovalores distintos, pelo Lema auto:lemalis eles são LIs. Comoespaço possui dimensão n, formam base. Logo V possui base de autovetores de T .Para diagonalizar uma TL em dimensão n:
• Cal
ule os autovalores (raízes do polin�mio 
ara
terísti
o);
• En
ontre bases para autoespaços (resolver sistemas homogêneos);
• Junte os autovetores de todas as bases: se forem su�
ientes (n vetores), esta basediagonaliza T ; 
aso 
ontrário, T não é diagonalizável.



7.2. DIAGONALIZAÇ�O 161Exemplo 222 No Exemplo 217, o operador T é diagonalizável pois são dois autovaloresdistintos (0 e 1) e portanto dois autovetores LIs (pelo Lema 46). Tomando P =

[
1 1
1 −1

],
P−1AP =

[
0

2

]. Observe que se tro
armos a ordem dos vetores obtemos uma matrizdiagonal diferente. Assim se tomarmos Q =

[
1 −1
1 1

], Q−1AQ =

[
2

0

].Exemplo 223 (não-diagonalizável) No Exemplo 218, o operador T não é diagonalizávelpois 
ada auto-espaço possui somente um vetor LI. Dois vetores (um base de 
ada autoespaço)não forma base pois pre
isaríamos de três vetores LIs.Exemplo 224 En
ontre a de
omposição espe
tral de A =




3 1 −2
−2 0 4

0 0 2


.Cal
ulando p(λ) = det(A−λI) = (2−λ)(λ(3−λ)+2) (utilize determinante por blo
o).Note que vamos manter a fatoração (veja Observação 54 da página 137) pois queremos depois
al
ular raízes. Assim p(λ) = (2−λ)(−λ2+3λ+2). Cal
ulando raízes de p são 2 (do primeirofator e do polin�mio do segundo grau) e 1.Agora resolvendo o sistema (A − 2I)v = 0 obtemos 
omo autovetores asso
iados ao 2:

(2, 0, 1) e (−1, 1, 0). Resolvendo (A− I)v = 0 obtemos autovetor asso
iado ao 1 (1,−2, 0).Como são 3 autovetores LIs, T é diagonalizável. Seja P =




2 −1 1
0 1 −2
1 0 0


. Então P−1AP =




2
2

1


. Observe que se tro
armos a ordem dos vetores obtemos uma matriz diagonaldiferente. Assim se tomarmos Q =



−1 1 2

1 −2 0
0 0 1


, Q−1AQ =




2
1

2


.Exemplo 225 (
isalhamento não é diagonalizável) Considere o 
isalhamento

T (x, y) = (x + y, y) representado na Figura 7.7. A matriz asso
iada a T é [ 1 1
0 1

]. Opolin�mio 
ara
terísti
o é p(λ) = (1 − λ)2. Portanto o úni
o autovalor é 1. Resolvendo
(A − I)v = 0 obtemos y = 0. Portanto a úni
a direção preservada é (1, 0). Como osautovetores não formam base, esta TL não é diagonalizável.Exemplo 226 (rotação no plano não é diagonalizável) Como mostrado no Exemplo 219,uma rotação no plano que não seja I (ângulo 0◦) nem −I (ângulo 180◦) não possui direçãopreservada. Logo não é diagonalizável.Para mais exemplos de TLs veja a Seção �Exemplos Geométri
os em 2D e 3D�, daspáginas 163�168.Para transformações geométri
as podemos 
al
ular os autovalores e autoespaços sem fa-zer 
ontas, somente 
om a geometria. Além disso podemos determinar sua de
omposiçãoespe
tral.Exemplo 227 (projeção em reta no plano) Considere T uma projeção ortogonal na reta
r = 〈w〉. Determine autovalores e autovetores e sua de
omposição espe
tral.



162 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�OConsidere v uma direção perpendi
ular à reta r. É 
laro que Tv = 0 = 0v e Tw = 1w.Logo são autovalores 0 e 1 
om autovetores asso
iados w e v.De�na P =



↑
v

↓

↑
w

↓


, então

AP =



↑

Av

↓

↑
Aw

↓


 =



↑
0
↓

↑
w

↓


 = P

[
0

1

]
.Logo P−1AP =

[
0

1

]. Observe que se de�nirmos Q =



↑
w

↓

↑
v

↓


, então Q−1AQ =

[
1

0

].Exemplo 228 (projeção em plano no espaço) Considere T uma projeção ortogonal noplano Π = 〈v,w〉. Determine autovalores e autovetores e sua de
omposição espe
tral.Considere u uma direção perpendi
ular ao plano Π. É 
laro que Tu = 0 = 0u, Tv = 1ve Tw = 1w. Logo são autovalores: 0 
om autovetor u e 1 
om autovetores v e w.De�na P =



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


, então

AP =



↑

Au

↓

↑
Av

↓

↑
Aw

↓


 =



↑
0
↓

↑
v

↓

↑
w

↓


 = P




0
1

1


 .Logo P−1AP =




0

1
1



.Exemplo 229 (re�exão em plano no espaço) Considere T uma re�exão ortogonal noplano Π = 〈v,w〉. Determine autovalores e autovetores e sua de
omposição espe
tral.Considere u uma direção perpendi
ular ao plano Π. É 
laro que Tu = −1u, Tv = 1v e
Tw = 1w. Logo são autovalores: −1 
om autovetor u e 1 
om autovetores v e w.De�na P =



↑
u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


, então

AP =



↑

Au

↓

↑
Av

↓

↑
Aw

↓


 =



↑
−u

↓

↑
v

↓

↑
w

↓


 = P



−1

1
1


 .Logo P−1AP =




−1

1
1



.Exemplo 230 (rotação em torno de eixo no espaço) Considere T uma rotação em tornodo eixo r = 〈w〉 por um ângulo qualquer diferente de 0◦ ou 180◦. Determine autovalores eautovetores e sua de
omposição espe
tral.



7.3. EXEMPLOS GEOMÉTRICOS EM 2D E 3D 163Considere Π = 〈u,v〉 o plano perpendi
ular ao eixo r. É 
laro que a úni
a direçãopreservada será w, quando Tw = w. Qualquer outra direção será modi�
ada. Logo úni
oautovalor (real) é 1 1 
om autovetor w. Portanto o operador T não é diagonalizável.Deixamos para o leitor alguns outros exemplos: projeção em reta no espaço, re�exão parauma reta no plano, re�exão em plano no espaço. Vo
ê pode repetir a análise dos exemplosanteriores para estes 
asos?Finalizamos esta seção apresentando, sem demonstração, o Teorema Espe
tral para ma-trizes simétri
as (ver De�nição 71 da página 107). Ele é utilizado em diversas apli
ações poispermite garantir, sem fazer 
onta alguma (por exemplo sem saber quem são os autovalores),que uma matriz é diagonalizável. É utilizado para:
• determinação de máximos e mínimos lo
ais de função de várias variáveis através doestudo de sinais dos autovalores da 
hamada matriz Hessiana;
• 
lassi�
ação de 
�ni
as e quádri
as;
• estudo de me
âni
a de 
orpos rígidos.Teorema 16 (espe
tral para matrizes simétri
as) Se A = AT (dizemos que a matriz

A é simétri
a) então A é diagonalizável.Exemplo 231 São diagonalizáveis:  k1 a b
a k2 c
b c k3


,  1 2 3 4

2 5 6 7
3 6 8 9
4 7 9 10


.7.3 Exemplos Geométri
os em 2D e 3DExemplo 232 (re�exão) Seja T uma re�exão em torno do eixo-x, dada por T (x, y) =

(x,−y). Observe na Figura 7.1 o efeito da re�exão. Quais direções são preservadas?A direção e1 = (1, 0) (no eixo−x) 
uja imagem Te1 = (1, 0) = e1 e a direção e2 = (0, 1),no eixo-y, 
uja imagem Te2 = (0,−1) = −e2.São autovalores 1 e −1, 
om autovetores respe
tivamente e1 e e2. Como possui doisautovetores LIs em R2, é diagonalizável.Exemplo 233 (rotação de 23◦ no plano) Seja T uma rotação de 23◦ em torno da origem(para uma fórmula ver a página 184. Observe na Figura 7.2 o efeito da rotação. Quais direçõessão preservadas?Nenhuma direção é preservada! Portanto neste 
aso não existe vetor não-nulo que sejapreservado por T .Não possui autovalores (reais) e não é diagonalizável.Exemplo 234 (ampliação uniforme) Seja T de�nida por T (x, y) = (2x, 2y), isto é, T =
2I. Esta transformação amplia os vetores na direção x e y pelo mesmo fator 2. Observe naFigura 7.3 o efeito de T . Quais direções são preservadas?Neste 
aso TODAS as direções são preservadas. O 
ír
ulo unitário é levado por T num
ír
ulo de raio 2.É autovalor 2, 
om autovetor qualquer direção no plano. Por exemplo podemos tomar e1e e2. Como possui dois autovetores LIs em R2, é diagonalizável.
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x

y

v0◦ = Tv0◦v180◦ = Tv180◦

v23◦

Tv23◦

v45◦

Tv45◦

v68◦

Tv68◦

v90◦

Tv90◦

v113◦

Tv113◦

v135◦

Tv135◦

v158◦

Tv158◦

Figura 7.1: Re�exão no eixo-x: T (x, y) = (x,−y)

x

y

v0◦

v45◦

v90◦

v135◦

v180◦

v225◦

v270◦

v315◦

Tv0◦

Tv45◦Tv90◦

Tv135◦

Tv180◦

Tv225◦ Tv270◦

Tv315◦

Figura 7.2: Rotação de 23◦Exemplo 235 (ampliação elipsoidal) Seja T de�nida por T (x, y) = (3/2x, 2y). Estatransformação amplia os vetores na direção x e y, mas 
om ampliação maior na direção y,fazendo 
om que a imagem de um 
ír
ulo seja uma elipse. Observe na Figura 7.4 o efeito de
T . Quais direções são preservadas?A direção e1 = (1, 0) (no eixo−x) 
uja imagem Te1 = (3/2, 0) = 3/2e1 e a direção
e2 = (0, 1), no eixo-y, 
uja imagem Te2 = (0, 2) = 2e2. O 
ír
ulo unitário é levado por Tnuma elipse.São autovalores 3/2 e 2, 
om autovetores respe
tivamente e1 e e2. Como possui doisautovetores LIs em R2, é diagonalizável.Exemplo 236 (ampliação elipsoidal 
om re�exão) Seja T de�nida por
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x

y

Tv0◦

Tv23◦

Tv45◦

Tv68◦
Tv90◦

Tv113◦

Tv135◦

Tv158◦

Tv180◦

Tv205◦

Tv225◦

Tv248◦ Tv270◦
Tv293◦

Tv315◦

Tv338◦

v0◦

v23◦

v45◦

v68◦
v90◦v113◦

v135◦

v158◦

v180◦

v205◦

v225◦

v248◦v270◦
v293◦

v315◦

v338◦

Figura 7.3: Ampliação Uniforme: T (x, y) = (2x, 2y)

x

y

v0◦

v23◦

v45◦

v68◦
v90◦v113◦

v135◦

v158◦

v180◦

v205◦

v225◦

v248◦ v270◦
v293◦

v315◦

v338◦

Tv0◦

Tv23◦

Tv45◦

Tv68◦
Tv90◦

Tv113◦

Tv135◦

Tv158◦

Tv180◦

Tv205◦

Tv225◦

Tv248◦
Tv270◦

Tv293◦

Tv315◦

Tv338◦

Figura 7.4: Ampliação Elipsoidal T (x, y) = (3/2x, 2y)

T (x, y) = (3/2x,−2y). Esta transformação amplia na direção y mas re�etindo no eixo-x eamplia na direção x. Observe na Figura 7.5 o efeito de T . Quais direções são preservadas?A direção e1 = (1, 0) (no eixo−x) 
uja imagem Te1 = (3/2, 0) = 3/2e1 e a direção
e2 = (0, 1), no eixo-y, 
uja imagem Te2 = (0,−2) = −2e2. O 
ír
ulo unitário é levado por
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T numa elipse.São autovalores 3/2 e −2, 
om autovetores respe
tivamente e1 e e2. Como possui doisautovetores LIs em R2, é diagonalizável.

x

y

v0◦

v23◦

v45◦

v68◦
v90◦v113◦

v135◦

v158◦

v180◦

v205◦

v225◦

v248◦ v270◦
v293◦

v315◦

v338◦

Tv0◦

Tv338◦

Tv315◦

Tv293◦
Tv270◦

Tv248◦

Tv225◦

Tv205◦

Tv180◦

Tv158◦

Tv135◦

Tv113◦
Tv90◦

Tv68◦

Tv45◦

Tv23◦

Figura 7.5: Ampliação Elipsoidal 
om re�exão T (x, y) = (3/2x,−2y)Exemplo 237 (ampliação/redução elipsoidal) Seja T de�nida por T (x, y) = (x/2, 2y).Esta transformação amplia na direção y e reduz na direção x. Observe na Figura 7.6 o efeitode T . Quais direções são preservadas?A direção e1 = (1, 0) (no eixo−x) 
uja imagem Te1 = (0, 1/2) = 1/2e1 e a direção
e2 = (0, 1), no eixo-y, 
uja imagem Te2 = (0, 2) = 2e2. O 
ír
ulo unitário é levado por Tnuma elipse.São autovalores 1/2 e 2, 
om autovetores respe
tivamente e1 e e2. Como possui doisautovetores LIs em R2, é diagonalizável.Exemplo 238 (
isalhamento) Seja T de�nida por T (x, y) = (x + y, y). Observe na Fi-gura 7.7 o efeito do 
isalhamento, uma TL do tipo que fazemos 
om um baralho de 
artasquando deslizamos as 
artas uma por 
ima das outras. O efeito é deslo
ar os vetores maispara direita, para y > 0, mais para a esquerda, 
om y < 0, mantendo a 
omponente y. Umexemplo são pla
as te
t�ni
as da terra deslizando uma sobre a outra. Quais direções sãopreservadas?Somente a direção e1 = (1, 0) (no eixo−x), 
uja imagem Te1 = (1, 0) = e1, é preservada.Um quadrado é levado num paralelogramo.É autovalor 1, 
om autovetor e1. Como possui somente um autovetor em R2, não édiagonalizável.
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x

y

v0◦

v23◦

v45◦

v68◦
v90◦

v113◦

v135◦

v158◦

v180◦

v205◦

v225◦

v248◦
v270◦

v293◦

v315◦

v338◦

Tv0◦

Tv23◦

Tv45◦

Tv68◦

Tv90◦

Tv113◦

Tv135◦

Tv158◦

Tv180◦

Tv205◦

Tv225◦

Tv248◦

Tv270◦

Tv293◦

Tv315◦

Tv338◦

Figura 7.6: Ampliação/Redução Elipsoidal: T (x, y) = (x/2, 2y)

x

y

v0 = Tv0v6 = Tv6

v1v2v3v5 v4

v7 v8 v9 v11v10

Tv1Tv2Tv3Tv5 Tv4

Tv7 Tv8 Tv9 Tv11Tv10Figura 7.7: Cisalhamento: T (x, y) = (x + y, y)



168 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�OExemplo 239 (projeção no eixo-x) Seja T de�nida por T (x, y) = (x, 0). Esta transfor-mação projeta os vetores no eixo-x. Observe na Figura 7.8 o efeito de T . Quais direções sãopreservadas?A direção e1 = (1, 0) (no eixo−x) 
uja imagem Te1 = (0, 1) = 1e1 e a direção e2 = (0, 1),no eixo-y, 
uja imagem Te2 = (0, 0) = 0e2. Uma elipse é levada por T numa segmento dereta.São autovalores 1 e 0, 
om autovetores respe
tivamente e1 e e2. Como possui doisautovetores LIs em R2, é diagonalizável.
x

y

v0◦ = Tv0◦v180◦ = Tv180◦

v23◦

v45◦

v68◦
v90◦v112◦

v135◦

v158◦

v202◦

v225◦

v248◦ v270◦
v292◦

v315◦

v338◦

Tv23◦Tv45◦Tv68◦Tv112◦Tv135◦Tv158◦

Tv202◦Tv225◦ Tv248◦ Tv292◦ Tv315◦Tv338◦

Figura 7.8: Projeção no eixo-x: T (x, y) = (x, 0)Exemplo 240 (projeção no plano z = 0 no espaço) Seja T uma projeção no plano z =
0, dada por T (x, y, z) = (x, y, 0). Observe a Figura 7.9. Quais direções são preservadas?A direção e1 = (1, 0, 0) (no eixo−x) 
uja imagem Te1 = (1, 0, 0) = e1, a direção
e2 = (0, 1, 0), no eixo-y, 
uja imagem Te2 = (0, 1, 0) = e2. direção e3 = (0, 0, 1), no eixo-z,
uja imagem Te3 = (0, 0, 0) = 0e3.São autovalores 1, 
om autovetores e1 e e2, e 0, 
om autovetor e3. Como possui trêsautovetores LIs em R3, é diagonalizável.Deixamos para o leitor estudar em re�exão no plano z = 0 no espaço e na projeção no eixo
z.7.4 Apli
açõesComo 
al
ular potên
ias de uma matriz e determinar o limite de Ak quando k vai parain�nito?Vamos 
omeçar determinando uma fórmula para Dk quando D é diagonal. Seja D =


λ1 . . .
λn


. É fá
il veri�
ar que Dk =




λk
1 . . .

λk
n


 para qualquer k inteiro. Na
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z

y

x

v1

v2

Tv1 = Tv2

v3

v4

Tv3 = Tv4

Figura 7.9: Projeção no plano z = 0: T (x, y, z) = (x, y, 0)realidade isto também fun
iona para D−1 (a inversa de D) tomando k = −1 e utilizando a
onvenção que D0 = I (o equivalente da 
onvenção x0 = 1 para números reais). Assim para
al
ular D2 basta 
al
ular o quadrado dos elementos da diagonal.Agora vamos determinar uma fórmula para Ak quando A é diagonalizável. Se A é diago-nalizável, pelo Corolário 12, A = PDP−1. Assim, por exemplo,
A2 = (PDP−1)(PDP−1) = PD(P−1P )DP−1 = PDDP−1 = PD2P−1.Outro exemplo

A3 = (PDP−1)(PDP−1)(PDP−1) = PD(P−1P )D(P−1P )DP−1 = PDDDP−1 = PD3P−1.De forma geral, Ak = PDkP−1.Exemplo 241 Cal
ule A10 para A = 1
4

[
1 −3
−3 1

].O polin�mio 
ara
terísti
o é p(λ) = λ2 − λ/2− 1/2. As raízes (os autovalores) são 1 e
−1/2. Resolvendo os sistemas asso
iados, determinamos os autoespaços.O autoespaço asso
iado ao −1/2 é 〈(1, 1)〉. O autoespaço asso
iado ao 1 é 〈(1,−1)〉.Portanto, P =

[
1 1
1 −1

] 
om D =

[
−1/2

1

]. Cal
ulando a inversa de P determinamosque P−1 = 1
2

[
1 1
1 −1

]. Como D10 =

[
1/210

1

], 
al
ulando o produto PD10P−1obtemos que A10 = 1
211

[
210 + 1 1− 210

1− 210 210 + 1

].Exemplo 242 (limite de seqüên
ia de matrizes) Considere A =

[
7 4

−10 −17/3

].Cal
ule lim
k→∞

Ak.O polin�mio 
ara
terísti
o é p(λ) = λ2 − 4λ/3 + 1/3. As raízes (os autovalores) são 1 e
1/3. Resolvendo os sistemas asso
iados, determinamos os autoespaços.
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iado ao 1 é 〈(2,−3)〉. O autoespaço asso
iado ao 1/3 é 〈(−3, 5)〉.Portanto, P =

[
2 −3
−3 5

] 
om D =

[
1

1/3

]. Cal
ulando a inversa de P determinamosque P−1 = 1
2

[
5 3
3 2

].É 
laro que lim
k→∞

Ak = lim
k→∞

(PDkP−1) = P
(

lim
k→∞

Dk
)

P−1.Como Dk =

[
1k

(1/2)k

], o primeiro elemento da diagonal é sempre 1 e o segundo
onverge para zero. Logo, lim
k→∞

Dk =

[
1

0

]. Con
luímos que o limite é P

[
1

0

]
P−1,obtendo que lim

k→∞
Ak =

[
10 6
−15 −9

].Exemplo 243 (estado limite) Considere a matriz A = 1
2




1 1 −1
0 2 −1
0 0 1



. Dado um vetorqualquer ini
ial v0, de�nimos vk+1 = Avk. Queremos saber para qual vetor o sistema vai
onvergir (e se vai 
onvergir). A 
onvergên
ia depende do vetor ini
ial?É 
laro que (por indução) vk = Akv0. Assim queremos 
al
ular lim
k→∞

Ak. Vamos seguiros passos do exemplo anterior.Como a matriz é diagonal, os autovalores são 1/2 e 1. Resolvendo os sistemas asso
iados,determinamos os autoespaços. O autoespaço asso
iado ao 1/2 é 〈(1, 0, 0), (1, 1, 1))〉. Oautoespaço asso
iado ao 1 é 〈(1, 1, 0)〉. Portanto, P =




1 1 1
0 1 1
0 1 0


 
om

D =




1/2

1/2
1



. Cal
ulando a inversa de P determinamos que
P−1 =




1 −1 0
0 0 1
0 1 −1


.Como Dk =




(1/2)k

(1/2)k

1k



, o ter
eiro elemento da diagonal é sempre 1 e oprimeiro e o segundo 
onvergem para zero. Logo, lim
k→∞

Dk =




0
0

1


. Con
luímos que olimite é P




0
0

1


P−1, obtendo que lim

k→∞
Ak =




0 1 −1
0 1 −1
0 0 0


. Assim se v0 =




a
b
c


,

lim
k→∞

vk = lim
k→∞

Akv0 =




b− c
b− c

0


.Como 
al
ular raiz quadrada de matriz diagonalizável?Se A = PDP−1 
om elementos da diagonal de D (autovalores) positivos, de�nimos B =√

A = P
√

DP−1, onde √D signi�
a tomar raiz (positiva) dos elementos da diagonal. Desta
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√

DP−1)(P
√

DP−1) = P
√

D
√

DP−1 = P (
√

D)2P−1 = PDP−1 = A poisé 
laro que (√D
)2

= D.Exemplo 244 (raíz quadrada de matriz) Cal
ule √A para A =

[
−6 −30

5 19

].O polin�mio 
ara
terísti
o é p(λ) = λ2 − 13λ + 36. As raízes (os autovalores) são 4 e 9.Resolvendo os sistemas asso
iados, determinamos os autoespaços.O autoespaço asso
iado ao 9 é 〈(−2, 1)〉. O autoespaço asso
iado ao 4 é 〈(−3, 1)〉.Portanto, P =

[
−2 −3

1 1

] 
om D =

[
9

4

]. Cal
ulando a inversa de P determinamosque P−1 =

[
1 3
−1 −2

]. Como √D =

[
3

2

], 
al
ulando o produto P
√

DP−1 =
√

Aobtemos que B =
√

A =

[
0 −6
1 5

]. Veri�que diretamente que B2 = A.Note que poderíamos ter tomado, ao invés de √D uma das opções: [ −3
2

] ou
[

3
−2

] ou [ −3
−2

], pois o quadrado de qualquer uma delas é igual a D. Nes-tes 
asos obteríamos matrizes B1 =

[
12 30
−5 −13

], B2 =

[
−12 −30

5 13

]
= −B1, B3 =

[
0 6
−1 −5

]
= −B1. Para qualquer uma delas, B2

i = A.7.5 ⋆Multipli
idade Algébri
a e Geométri
a0De�nição 89 (multipli
idade algébri
a) Dado polin�mio 
ara
terísti
o p(λ) de T , peloTeorema 14 podemos, agrupando termos repetidos, es
rever que
p(λ) = an(λ− λ1)

m1 · · · (λ− λp)
mp ,onde λ1, . . . , λp são raízes distintas de p(λ), e portanto autovalores distintos de T . De�nimosa multipli
idade algébri
a de λk por mk, o �número de vezes� que λk é raíz de p(λ).De�nição 90 (multipli
idade geométri
a) Se λ é autovalor de T , sua multipli
idadegeométri
a é igual a dim(Nu
(T − λI)), a dimensão do auto-espaço asso
iado.Teorema 17 (multipli
idade geométri
a menor que algébri
a) A multipli
idade geo-métri
a de um autovalor (dimensão do autoespaço) é menor ou igual a sua multipli
idadealgébri
a.Prova: Sejam λ1 autovalor de T : V → V e µ1 a dimensão do autoespaço H1 asso
iado a

λ1. Seja β = {v1, . . . ,vn} uma base de V tal que {v1, . . . ,vµ1
} é base de H1. Neste 
aso,temos que, utilizando notação de blo
os, [T ]β =

[
λ1I A12

0 A22

] e assim
p(λ) = det

[
(λ1 − λ)I A12

0 A22 − λ1I

]
= det

[
(λ1 − λ)I

]
det
[

A22 − λ1I
]

= (λ1−λ)µ1q(λ).0A leitura desta seção é op
ional.
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p(λ) = am(λ− λ1)

m1 · · · (λ− λp)
mp .Portanto µ1 ≤ m1.Corolário 14 (TL é diagonalizável) Uma TL é diagonalizável se, e somente se, a multi-pli
idade geométri
a (dimensão do autoespaço) de 
ada autovalor é igual a sua multipli
idadealgébri
a.Prova: Suponha T diagonalizável. Pelo Teorema 15 da página 159, T possui base deautovetores. Logo a soma das multipli
idades geométri
as é n, a dimensão do espaço. PeloTeorema 17, a multipli
idade geométri
a é menor ou igual que a algébri
a. Suponha por
ontradição que é estritamente menor. Neste 
aso, a soma das multipli
idades geométri
asseria menor que n.Suponha que a multipli
idade geométri
a é igual a algébri
a. Neste 
aso, a soma dasdimensões dos autoespaços é igual a n. Pelo Teorema 15 da página 159, T é diagonalizável.7.6 Exer
í
ios de Autovalores, Autovetores e Diago-nalização7.6.1 Exer
í
ios de FixaçãoAutovalores e AutovetoresExer
í
io 1. Suponha que u é autovetor asso
iado ao autovalor 2 e v é autovetor asso
iadoao autovalor 3.(a) y = −u é autovetor asso
iado ao autovalor (−2, 2);(b) z = 2v é autovetor asso
iado ao autovalor (3, 6).(
) w = u + v (é, não é) autovetor asso
iado ao autovalor 5;Exer
í
io 2.Considere o vetor 0 = (0, . . . , 0). Determine se é Verdadeiro ou Falso:(a) 
omo T (0) = 00, o número 0 é autovalor de T ;(b) 
omo T (0) = λ0 = 0, o vetor 0 é autovetor de T .Exer
í
io 3.Determine se é Verdadeiro ou Falso:(a) toda TL possui um autovalor real;(b) se uma TL possui nú
leo diferente de 0 então possui um autovalor.(
) se o espe
tro de uma TL é {2, 3,−1} então é invertível.Exer
í
io 4. Se T : R9 → R9, T possui no máximo autovalores distintos.Exer
í
io 5. Se o úni
o autovalor de T : R3 → R3 é 5 então:(a) dimNu
(T − 3I) (> ou = 0, 1, 2, 3);(b) dimNu
(T + 5I) (> ou = 0, 1, 2, 3);(
) dimNu
(T − 5I) (> ou = 0, 1, 2, 3);Exer
í
io 6. Se a matriz quadrada B não possui inversa então 0 (é, não é) autovalor de

B.Exer
í
io 7. Se dimNu
(T + 2I) = 1 então é autovalor de T:0Versão 28.jul.2008 19h



7.6. EXERCÍCIOS DE AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�O 173(a) 2? (sim, não, talvez); (b) −2? (sim, não, talvez).Exer
í
io 8.Considere em R2: R uma re�exão, P uma projeção e U uma rotação por ângulo
θ (0 < θ < π). Determine quais possuem um autovalor igual a:(a) 1: ; (b) −1: ; (
) 0: ; (d) um 
omplexo não-real: .Exer
í
io 9. Seja A =

[
0 0
0 0

].(a) é(são) autovalor(es) ; (b) são autovetores .Exer
í
io 10. Se T : V → V possui 
omo polin�mio 
ara
terísti
o
p(λ) = det(T − λI) = (λ− 1)2(λ + 3),(a) dim(V ) = ; (b) dim(Nu
(T )) = ; (
) dim(Nu
(T − 3I)) = .DiagonalizaçãoExer
í
io 11.Determine se Verdadeiro ou Falso. Se T : R6 → R6 possui:(a) 6 autovalores distintos então ela é diagonalizável.(b) 2 autovalores distintos então ela não é diagonalizável.Exer
í
io 12. Sabendo que todo autovetor de A é múltiplo de (1, 1, 1), A (é, não é, podeser) diagonalizável;Exer
í
io 13. Se B =



−1 π e

0 2
√

3
0 0 1


 então(a) seus autovalores são ;(b) B (pode, não pode) ser diagonalizada pois seus autovalores são eportanto os autovetores (formam, não formam) uma base.7.6.2 ProblemasAutovalores e AutovetoresProblema 1.Considere a TL T (x, y) = (−3x + 4y, 2y − x). É autovetor de T :(a) [ 4

1

]? (b) [ 0
0

]? (
) [ 1
2

]? (d) [ 1
1

]?Problema 2.Em 
ada item determine se v é autovetor de A. Em 
aso positivo, determineo autovalor:(a) v =

[
1
4

] e A =

[
−3 1
−3 8

]; (b) v =




4
−3

1



 e A =




3 7 9
−4 −5 1

2 4 4



.Problema 3. Sabe-se que λ = 10 é autovalor para [ 4 −2
−3 9

]. Determine uma base parao autoespaço asso
iado. En
ontre três autovetores distintos.Problema 4.Cal
ule os autovalores e autoespaços asso
iados de:(a) [ 2 7
7 2

]; (b)  3 0 0
0 3 2
0 −1 0



; (
)  0 0 1 −1
−1 0 1 −1

0 0 0 0
0 0 0 1


.Problema 5.Cal
ule os autovalores e autoespaços asso
iados de:



174 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�O(a) T (x, y) = (3x− 2y, 3y); (b) T (x, y, z) = (−x− 2y + 2z, y, z).Problema 6.Determine h na matriz  5 −2 6 −1
0 3 h 0
0 0 5 4
0 0 0 1


 de modo que o autoespaço asso-
iado ao autovalor 5 seja bidimensional.Problema 7. Suponha que λ é autovalor de A invertível e µ autovalor de B 
om mesmoautovetor v. Determine autovalor asso
iado ao autovetor v de:(a) A2; (b) A−1; (
) AB; (d) C = aA + bB 
om a, b ∈ R.Problema 8.Em 
ada item dê um exemplo de TL que tenha:(a) (1,−2) e (0, 1) 
omo autovetores asso
iados aos autovalores −1/2 e 2 respe
tiva-mente;(b) (1,−1, 1) e (1, 0, 1) 
omo autovetores asso
iados ao autovalor 3 e (0, 1, 1) ∈ Nu
(T ).Problema 9.Explique em 
ada 
aso porque não existe uma TL:(a) T : R2 → R2 
ujo nú
leo seja uma reta e tenha dois autovalores reais distintosnão-nulos;(b) T : R4 → R4 que seja sobrejetiva 
om um autovalor igual a 0;(
) T : R3 → R3 que tenha (1, 2, 3), (4, 5, 6) e (5, 7, 9) (note que o ter
eiro é soma dosdois primeiros) 
omo autovetores asso
iados aos autovalores 1, 2 e 3;Problema 10.Para 
ada T de�nida determine os autovalores e a dimensão de Nu
(T ),Nu
(T + I), Nu
(T − I):(a) T : R3 → R3 uma projeção ortogonal num plano passando pela origem;(b) T : R3 → R3 uma re�exão em torno de um plano passando pela origem;Problema 11. Sabendo que T : R3 → R3 possui x− y + z = 0 
omo autoespaço asso
iadoao autovalor 2,(a) T (1, 2, 1) = ;(b) dim(Nu
(T )) pode ser no máximo (0, 1, 2, 3)Problema 12. Sabendo que a matriz abaixo é uma rotação em torno de um eixo �xo, deter-mine a direção do eixo de rotação.  0 −1 0

0 0 −1
1 0 0


Problema 13.Considere T um operador agindo no espaço das funções reais 
om duas de-rivadas, isto é, T : C∞(R; R) → C∞(R; R). Determine autofunções asso
iadas ao autovalor

λ = −9 se:(a) Tf = f ′; (b) Tf = f ′′;DiagonalizaçãoProblema 14.A matriz abaixo está fatorada na forma MDM−1. Sem fazer 
ontas,determine os autovalores da matriz e bases para 
ada um dos autoespaços.



3 1 −2

−2 0 4

0 0 2


 =




1 2 −1

1 0 2

1 1 0







2 0 0

0 2 0

0 0 1







−2 −1 4

2 1 −3

1 1 −2


Problema 15. Se possível, diagonalize a matriz:
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6 −1

]; (b)  1 0 0
1 0 0
1 1 1


 (
)  3 −1 0

1 1 0
0 0 4


 (d)  1 0 0 0

0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Problema 16.Considere o operador P (x, y, z) = (x+y

2
, x+y

2
, z). Determine base:(a) β tal que [P ]β =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


; (b) γ tal que [P ]γ =




1 0 0
0 0 0
0 0 1


.Problema 17.Determine em 
ada 
aso se a TL pode ser diagonalizada:(a) A4×4 tem três autovalores distintos. Um autoespaço é unidimensional e um dos outrosé bidimensional.(b) T : R5 → R5 tem polin�mio 
ara
terísti
o p(λ) = (λ− π)(λ− e)2(λ− 1)3. Dois dosautoespaços de T são bidimensionais.Problema 18. Seja v1,v2, . . . ,vn uma base de V e Avk = kvk, 
om k = 1, . . . , n.(a) Mostre que existe P tal que P−1AP é diagonal;(b) Determine esta matriz diagonal.Problema 19. Sejam P =

[
5 7
2 3

], D =

[
2 0
0 1

] e A = PDP−1. Cal
ule A8 (sem passarpor A2).Problema 20.Considere A =




1 2 1
0 3 1
0 5 −1


 .(a) Determine uma base de R3 formada por autovetores de A.(b) Determine matrizes X e Y de modo que A99 = XY X−1 (não efetue o produto).Problema 21.Cal
ule o A10 para A =

[
1 0
−1 2

]
.Problema 22.Cal
ule lim

k→∞

[
0.6 0.2
0.4 0.8

]k.Problema 23.Cal
ule B =
√

A (raiz quadrada da matriz A), isto é, determine B tal que
B2 = A para A =




13 14 4
14 24 18
4 18 29


.Problema 24.Num país politi
amente instável 30% dos defensores da repúbli
a passam aapoiar a monarquia a 
ada ano e 20% dos defensores da monarquia passa a apoiar a repúbli
aa 
ada ano. Portanto, denotando por rk e mk o número de republi
anos e monarquistas,respe
tivamente, a 
ada ano k, temos que rk+1 = 70%rk+20%mk e mk+1 = 30%rk+80%mk.Utilizando matrizes, [

rk+1

mk+1

]
=

[
0.7 0.2
0.3 0.8

] [
rk

mk

]
.(a) Cal
ule a de
omposição espe
tral de [ 0.7 0.2

0.3 0.8

].(b) Sabendo que hoje metade da população apoia a repúbli
a, em 10 anos qual será oper
entual que apoia a repúbli
a?(
) A longo prazo qual será o per
ental de republi
anos e monarquistas? Note que istoindepende do per
entual ini
ial.



176 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�O7.6.3 Desa�osAutovalores e AutovetoresDesa�o 1.Considere a, b, c, d ∈ Z 
om a + b = c + d. Prove que [ a b
c d

] tem somenteautovalores inteiros.Desa�o 2.En
ontre o espe
tro de A =




a1 a2 · · · an

a1 a2 · · · an... ... ...
a1 a2 · · · an


Desa�o 3. Seja T : V → V 
om dim(V ) = n. Prove que det(T − λI) é um polin�mio degrau n.Desa�o 4.Considere uma matriz quadrada A. Prove que:(a) a soma dos autovalores de A é igual ao traço de A (a soma dos elementos da diagonal);(b) o produto dos autovalores de A é igual ao determinante de A.Desa�o 5.De�nição 91 (subespaço invariante) Considere T : V → V . Dizemos que um subespaço

W ⊂ V é invariante por T (denotado T (W ) ⊂ W ) se w ∈W impli
a Tw ∈W .(a) Prove que se W é invariante por T 
om dim(W ) = 1 então todo w ∈W não-nulo éautovetor de T ;(b) Dê um exemplo de W invariante por T 
om dim(W ) = 2 tal que todo w ∈ Wnão-nulo não é autovetor de T ;(
) Prove que se W é invariante por T então existe uma base β de V tal que [T ]β =[
A B
0 C

] 
om dim(A) = dim(W );(d) Suponha que V = W +Z 
om W ∩Z = 0 (es
revemos V = W⊕Z, V é soma diretade W e Z, 
onforme De�nição 51 da página 75) invariantes por T . Mostre que existe umabase β de V tal que, utilizando notação de blo
os, [T ]β =

[
A 0
0 C

] 
om dim(A) = dim(W ),
dim(C) = dim(Z);(e) Se T possui inversa todo subespaço invariante por T é invariante por T−1.Desa�o 6. (Shilov p.117 #33) Mesmo que T não possua autovetores, T 2 pode possuirautovetores (por exemplo uma rotação de 90◦). Mostre que se T 2 tem autovetor 
om autovalorpositivo então T possui autovetor.Desa�o 7. (Shilov p.116 #28) Prove que se A e B 
omutam (isto é, se AB = BA) entãotodo autoespaço de A é um subespaço invariante (veja De�nição 91 da página 176) de B.Desa�o 8.Mostre que duas matrizes simétri
as n × n A e B 
omutam (AB = BA) se, esomente se, eles possuem um 
onjunto de n autovetores ortogonais simultâneos.Desa�o 9.Prove que se λ é autovalor de AB então também é autovalor de BA.Desa�o 10. Seja T : R7 → R7 
om dimNu
(T − λI) = 4. Mostre que existe uma base βde R7 tal que [T ]β =

[
I4×4 B4×3

0 C3×3

].Desa�o 11.Considere T linear de�nido no espaço das matrizes 2× 2 por TA = AT . Deter-mine os autovalores e autoespaços de T .Desa�o 12. Seja V o espaço vetorial das funções 
ontínuas de R em R. De�na (Tf)(x) =∫ x

0
f(s) ds. Prove que T não possui autovalores. Se tivesse, Tf = λf , derivando os dois
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ial mas 
omo (Tf)(0) =
∫ 0

0
f(s) ds = 0,

f ≡ 0.DiagonalizaçãoDesa�o 13. A famosa seqüên
ia de Fibona

i, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . , é dada pela lei deformação: um termo é a soma dos dois anteriores. Em termos matri
iais, podemos es
rever
[

xk+2

xk+1

]
=

[
1 1
1 0

] [
xk+1

xk

]
.(a) Cal
ule a de
omposição espe
tral de [ 1 1

1 0

].(b) Explique 
omo 
al
ular o qüinquagésimo segundo termo da série usando uma 
al
ula-dora 
ientí�
a de 12 dígitos não programável.(
) determine fórmula geral aproximada para xk+1.Desa�o 14. Suponha N nilpotente (veja De�nição 76 da página 118) isto é, Nk = 0 paraalgum k ∈ N. Prove que:(a) o úni
o autovalor de N é zero;(b) se N 6= 0, então N não é diagonalizável.Desa�o 15. Suponha A diagonalizável. Prove que:(a) AT é diagonalizável;(a) se os autovalores são iguais a 1 em módulo então A−1 = A;(b) se possui um úni
o autovalor λ então A = λI.Desa�o 16. Seja T : V → V 
om dim(V ) = 3.(a) Suponha que o úni
o autovalor de T é λ0. Prove que T é diagonalizável se, e somentese, T − λ0I = 0 (isto é, T = λ0I;(b) Suponha que T possua dois autovalores distintos λ0 e λ1. Prove que T é diagonalizávelse, e somente se, (T − λ0I)(T − λ1I) = 0.Desa�o 17. Se A e B são diagonalizáveis e AB = BA então os autovetores de A são iguaisaos autovetores de B.Desa�o 18.Prove que se A é 2 × 2 e A = AT então A (teorema espe
tral para matrizes
2× 2):(a) possui todos autovalores reais;(b) é diagonalizável.Desa�o 19. (Shilov p.117 #38) Considere T diagonalizável 
om n autovalores distintos.Mostre que existem 2n subespaços invariantes (veja De�nição 91 da página 176) por T .Desa�o 20. Suponha que T é diagonalizável e λ1 o maior autovalor em módulo. Dado v0qualquer de�na vn = T nv0 e wn = vn/‖vn‖ (wn possui módulo 1). Prove que

lim
n→∞

wn = u1onde u1 é autovetor asso
iado a λ1. Este é o 
hamadométodo da potên
ia para determinarautovetores.Desa�o 21. Dada A de�nimos eA = I + A + A2/2! + · · ·An/n! + · · ·.(a) prove que se A é diagonalizável então eA = PeDP−1 onde eD é diagonal 
om expo-nen
ial de 
ada elemento de D na diagonal;(b) 
al
ule eA para A =

[
−2 −6

1 3

]; (Leon)
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) Se N é nilpontente então eN é uma série �nita que pode ser 
al
ulada. Cal
ule eNpara N =

[
0 1
0 0

] e N =




0 1 0
0 0 1
0 0 0


.(d) prove que se λ é autovalor de A então eλ é autovalor de eA;(e) prove que eA é invertível se A é diagonalizável;(f) prove que se A é simétri
a (A = AT ) então eA é simétri
a e positivo de�nida.Desa�o 22.De�nição 92 (polin�mio minimal) Dizemos que um polin�mio p m�ni
o (termo de maiorgrau é 1) é minimal para T se p(T ) = 0 e é de menor grau dentre aqueles 
om estapropriedade.Prove que T é diagonalizável se, e somente se, seu polin�mio minimal é da forma p(x) =∏k

i=1(x− λi) 
om λi distintos.7.6.4 ExtrasAutovalores e AutovetoresExtra 1.Cal
ule os autovalores e autoespaços asso
iados de:(a) T (x, y) = (x− y, 2x + 3y); (b) T (x, y, z) = (x− 2y, −y, −y);Extra 2.Prove que o polin�mio 
ara
terísti
o de A 2 × 2 é λ2 − traço(A)λ + det(A) ondetraço(A) é igual a soma dos elementos da diagonal.Extra 3.(a) prove que (A− λI)T = AT − λI;(b) prove que os autovalores de A são iguais aos de AT .Extra 4.Cal
ule os autovalores e autoespaços asso
iados de:(a) [ 0 1
0 0

]; (b) [ 0 −1
1 0

]; (
)  2 −1 0
0 1 −1
0 1 3



;Extra 5. Sabendo que o polin�mio 
ara
terísti
o de A é p(λ) = λ8−2λ6+3λ2+4, determine
det(A).Extra 6.Em 
ada item dê um exemplo de TL:(a) T : R2 → R2 que tenha 1 e −1 
omo autovalores;(b) T : R2 → R2 que tenha 2 e 3 
omo autovalores asso
iados respe
tivamente aosautoespaços x = y e x = −y;(
) T : R3 → R3 que tenha x − y + z = 0 
omo autoespaço aso
iado ao autovalor 2 eque tenha também −1 
omo autovalor;Extra 7.Explique em 
ada 
aso abaixo porque não existe uma TL:(a) T : R4 → R4 
ujo nú
leo seja o plano gerado por (0, 1,−1, 1) e (1, 0, 0, 1) e que tenha
(1,−1, 1, 0) 
omo autovetor asso
iado ao autovalor −3;(b) T : R3 → R3 que tenha x− y + z = 0 
omo autoespaço asso
iado ao autovalor −1e tal que T (1, 0, 1) = (0, 1, 0);Extra 8.Cal
ule os autovalores e autoespaços asso
iados de:(a) P : R4 → R4 uma projeção ortogonal na reta gerada por (1, 2,−1, 1);(b) R : R3 → R3 uma rotação por ângulo de 90◦ em torno do eixo gerado por (1, 1,−1).



7.6. EXERCÍCIOS DE AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�O 179Extra 9.Para 
ada T de�nida abaixo determine os autovalores e a dimensão de Nu
(T ),Nu
(T + I), Nu
(T − I):(a) T : R2 → R2 uma projeção ortogonal numa reta passando pela origem;(b) T : R3 → R3 uma rotação de 180◦.Extra 10. Suponha que A é semelhante a B (veja De�nição 75 da página 113).(a) prove que det(A) = det(B);(b) prove que A3 e B3 também são semelhantes.(
) prove que A e B possuem os mesmos autovalores;(d) determine a relação entre os autovetores v de A e w de B (que são distintos de formageral).(e) traço(A) = traço(B).Extra 11.Prove que se A é diagonal (superior ou inferior) os autovalores são elementos dadiagonal.Extra 12. Suponha que u e v sejam autovetores. De�na w = au+ bv 
om w 6= 0, a, b ∈ R.Suponha ainda que u e v estão asso
iados:(a) ao mesmo autovalor λ. Prove que w é autovetor asso
iado a λ;(b) a autovalores distintos. Prove w não é autovetor.Extra 13.Considere T T : C∞(R; R) → C∞(R; R), de�nida por Tf = f ′′. Determine oautoespaço asso
iado ao:(a) 1, isto é, as funções que satisfazem f ′′ = f .(b) −1, isto é, as funções que satisfazem f ′′ = −f .Extra 14.Considere T : P2 → P2 de�nido por T (ax2 + bx + c) = cx2 + bx + a. Determineos autovalores e autoespaços de T .Extra 15. Se A = A5 é uma matriz quadrada, o que vo
ê pode dizer sobre os autovaloresreais de A?Extra 16. (a) Seja An×n tal que as somas das entradas de 
ada linha têm todas o mesmovalor s. Con
lua que s é autovalor.Di
a: es
reva � ∑n

j=1 aij = s, i = 1, 2, . . . , n� em forma matri
ial e então en
ontreum autovetor.(b) Determine dois autovalores de  1 2 3
1 2 3
1 2 3



 por inspeção (sem fazer 
ontas).(
) Suponha que a soma de todos elementos de 
ada 
oluna é igual a k. Prove que k éautovalor de A.DiagonalizaçãoExtra 17.Determine matrizes X e Y de modo que A = XY X−1 possua autovalores 2 e −3
om autovetores asso
iados, respe
tivamente, [ 1
1

] e [ −1
1

].Extra 18.Considere a transformação linear T : P2 → P2 dada por (T (p))(t) = (t− 1)p′(t).Determine:(a) a matriz de T 
om relação à base 
an�ni
a dos polin�mios;(b) a de
omposição espe
tral desta matriz;(
) os autovalores de T e respe
tivos autoespaços;(d) T 2007(4− 2t).Extra 19.Diagonalizabilidade e invertibilidade são 
on
eitos distintos. Para 
on�rmar estaa�rmação, 
onstrua uma matriz 2× 2 que é:



180 CAPÍTULO 7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�O(a) diagonalizável mas não é invertível; (b) invertível mas não é diagonalizável.Extra 20.Diagonalize, sem fazer 
ontas,  5 5 5
5 5 5
5 5 5


.Extra 21.Determine valores de a para os quais a transformação linear T é diagonalizável:(a) T (x, y, z) = (3x + az, 2y + az, 2z) (b) T (x, y) = (ax, 3x + 2y)(
) T (x, y) = (−ax, x + (a + 1)y) (d) T (x, y, z) = (2x + ay, 2y, z)Extra 22.Determine os valores de a para que  1 a a

−1 1 −1
1 0 2



 seja diagonalizável.Extra 23. Se possível, diagonalize a matriz:(a) [ 3 −4
4 3

] (b) [ 3 −1
1 5

]; (
)  −1 4 −2
−3 4 0
−3 1 3


; (d)  2 2 −1

1 3 −1
−1 −2 2


.Extra 24.Considere T : R3 → R3 uma transformação linear tal que Tv1 = v1, Tv2 = −v2e Tv3 = −v3. Se v1 = (2,−1, 1), v2 = (0, 1, 1) e v3 = (1, 2, 1), determine T 100(x, y, z)
omo produto de três matrizes.Extra 25.Cal
ule:(a)  −1 7 −1

0 1 0
0 15 −2




11

; (b)  1 0 0
0 0 2
0 3 −1




100; (
) lim

k→∞

[
0.4 0.3
0.6 0.7

]k

.Extra 26.Em 
ada item dê um exemplo de TL satisfazendo as 
ondições dadas.(a) T : R2 → R2 que tenha 2 
omo úni
o autovalor e seja diagonalizável;(b) T : R3 → R3 que tenha (1, 0, 0) e (0, 1, 1) 
omo autovetores respe
tivamente asso
i-ados aos autovalores −1 e 3 e seja diagonalizável.Extra 27.Prove que se P diagonaliza A então Q = λP 
om λ ∈ R não-nulo tambémdiagonaliza A.Extra 28.Cal
ule B =
√

A (raiz quadrada da matriz A), isto é, determine B tal que B2 = Apara A =

[
2 1
−2 −1

].Extra 29.Mostre que se A e B são diagonalizadas pela mesma matriz P então AB = BA.Extra 30. (Shilov p.117 #31) Prove que se todo vetor (não-nulo) de V é autovetor de Tentão T = λI para algum λ ∈ R.



Capítulo 8Produto InternoNeste 
apítulo, introduzimos o 
on
eito de produto interno em um espaço vetorial. O produtointerno nos permite de�nir o 
omprimento de um vetor e o ângulo entre dois vetores (emparti
ular, de�nir a ortogonalidade entre dois vetores).Começaremos dis
utindo os 
on
eitos de 
omprimento e ângulo em R2 e R3, 
om os quaiso leitor já está familiarizado. Veremos 
omo estas quantidades podem ser 
onvenientementeexpressas em termos de uma função de Rn × Rn em R, à qual denominaremos produtointerno (ou produto es
alar). Dis
utiremos algumas propriedades desta função e, a exemplodo que �zemos outras vezes neste 
urso, estenderemos a noção de produto interno para outrosespaços através destas propriedades.Com o produto interno introduziremos o 
on
eito de ortogonalidade para vetores emespaços vetoriais gerais. Isto permite de�nir projeções ortogonais e re�exões.São apli
ações importantes:
• problema de mínimos quadrados, quando damos sentido a resolução de sistemas linearessobredeterminados (mais equações do que variáveis);
• aproximação de funções por polin�mios ou funções simples (senos e 
ossenos por exem-plo, no 
aso da série de Fourier).8.1 Produto Interno em RnEm R2, de�ne-se o 
omprimento (também 
hamado de norma) de um vetor v = (x, y) por

‖v‖ =
√

x2 + y2 e, em R3, o de v = (x, y, z) por ‖v‖ =
√

x2 + y2 + z2. Conforme indi
adona Figura 8.1, o 
omprimento em R2 de
orre de uma apli
ação do Teorema de Pitágoras eem R3 de duas apli
ações pois √(
√

x2 + y2)2 + z2 =
√

x2 + y2 + z2.De�nindo-se o produto interno (
an�ni
o) de R2 ou R3 por 〈u,v〉 =
2 ou 3∑

i=1

uivi, temos
‖u‖ =

√
〈u,u〉 .De�nição 93 (produto interno 
an�ni
o e norma no Rn) Dados v =

(v1, . . . , vn),w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn, de�ne-se o produto interno 
an�ni
o por
〈v,w〉 =

n∑

i=1

viwi. A norma (ou 
omprimento) é de�nida por ‖v‖ =
√
〈v,v〉 =

√
n∑

i=1

v2
i .0Versão 29.jul.2008 15h 181
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0

√
x2 + y2

v = (x, y)

x

y

0

√
(
√

x2 + y2)2 + z2

v = (x, y, z)

0

√
x2 + y2

x

y

z

Figura 8.1: Comprimento em R2 ou 3Observação 61 (produto interno 
an�ni
o e matrizes) Da de�nição de produto dematrizes e de matriz transposta, dados v =




v1...
vn


 ,w =




w1...
wn


 ∈ Rn,

〈v,w〉 = vTw.Outras notações usuais para o produto interno (também denominado produto es
alar) são
u · v e uT v, esta última motivada pelo entendimento de u e v 
omo vetores-
oluna, isto é,matrizes n× 1.Exemplo 245 Considere v = (1, 2, 3, 4, 0),w = (−1, 2,−3, 4,−5). Cal
ule ‖v‖ e 〈v,w〉.
‖v‖2 = 12 + 22 + 32 + 42 + 02 = 1 + 3 + 9 + 16 = 29. Logo, ‖v‖ =

√
29. 〈v,w〉 =

(1)(−1) + (2)(2) + (3)(−3) + (4)(4) + (0)(−5) = −1 + 4− 9 + 16 + 0 = 10.Lema 47 (propriedades do produto interno) Considere u,v,w ∈ Rn. O produto in-terno de�nido a
ima satisfaz as seguintes propriedades:(a) simetria: 〈u,v〉 = 〈v,u〉 ;(b) bilinearidade: 〈αu + v,w〉 = α 〈u,w〉+ 〈v,w〉 para todo α ∈ R;(
) positividade: 〈u,u〉 > 0 para todo u 6= 0.Prova: Deixamos para o leitor.O lema abaixo 
ara
teriza a ortogonalidade de vetores no plano e no espaço em funçãodo produto interno.Lema 48 (ortogonalidade no plano e espaço) Os vetores u,v ∈ Rn são ortogonais se,e somente se, 〈u,v〉 = 0.Prova: Vamos utilizar um fato da geometria eu
lidiana que um paralelogramo é um retângulose, e somente se, o 
omprimento de suas diagonais é igual.Dado o paralelogramo de lados u e v, o 
omprimento de suas diagonais é ‖u + v‖ e
‖u− v‖. Temos as seguintes equivalên
ias:



8.2. PRODUTO INTERNO EM ESPAÇOS VETORIAIS 183� u e v são ortogonais;� u e v forma um retângulo;� 
omprimento das diagonais é igual;� ‖u + v‖ = ‖u− v‖;� ‖u + v‖2 = ‖u− v‖2;� 〈u + v,u + v〉 = 〈u− v,u− v〉;� usando propriedades do produto interno, ‖u‖2+2 〈u,v〉+‖v‖2 = ‖u‖2−2 〈u,v〉+‖v‖2;� simpli�
ando os dois lados da expressão, 2 〈u,v〉 = −2 〈u,v〉;� 4 〈u,v〉 = 0;� 〈u,v〉 = 0;Exemplo 246 Veri�que que são ortogonais entre si em R6: (1, 0, 1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 1),
(−1, 0, 1, 2, 0,−2).De fato, 〈(1, 0, 1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1, 0, 1)〉 = 1(0) + 0(1) + 1(0) + 0(1) + 1(0) + 0(1) = 0,
〈(1, 0, 1, 0, 1, 0), (−1, 0, 1, 2, 0,−2)〉 = 1(−1)+0(0)+1(1)+0(2)+1(0)+0(−2) = −1+1 = 0,
〈(−1, 0, 1, 2, 0,−2), (0, 1, 0, 1, 0, 1)〉 = −1(0)+0(1)+1(0)+2(1)+0(0)+−2(1) = 2−2 = 0.8.2 Produto Interno em Espaços VetoriaisInspirados por Rn, de�nimos produto interno em espaço vetorial qualquer.De�nição 94 (espaço 
om produto interno) Denomina-se espaço 
om produto in-terno a um espaço vetorial V munido de uma função 〈·, ·〉 : V × V → R (denominadaproduto interno ou produto es
alar) tal que, para todo u,v,w ∈ V , satisfaz às seguintespropriedades:(a) simetria: 〈u,v〉 = 〈v,u〉;(b) bilinearidade: 〈αu + v,w〉 = α 〈u,w〉+ 〈v,w〉 para todo ∀α ∈ R;(
) positividade: 〈u,u〉 > 0 para todo u 6= 0.Exemplo 247 Como já vimos, 〈·, ·〉 dada por 〈u,v〉 = uTv é produto interno (
an�ni
o) de
Rn. Mas podem-se de�nir outros produtos internos. Por exemplo, em R2:

〈·, ·〉 : R2 × R2 → R

(u,v) 7→ uT

[
7 2
2 7

]
v.De fato, 〈(u1, u2), (v1, v2)〉 = 7u1v1 +2u1v2 +2u2v1 +7u2v2, de forma que é fá
il veri�
arque as três propriedades em questão são satisfeitas. Em parti
ular, a para a ter
eira, temos

〈u,u〉 = 7u2
1 + 4u1u2 + 7u2

2

2ab ≥ −a2 − b2

}
⇒ 〈u,u〉 ≥ 5u2

1 + 5u2
2 > 0 ∀ u 6= 0.(Note que 2ab ≥ −a2 − b2 segue de a2 + 2ab + b2 = (a + b)2 ≥ 0.)Exemplo 248 Seja V = C([−1, 1]; R) o espaço vetorial das funções 
ontínuas de [−1, 1] em

R. De�na
〈·, ·〉 : V × V → R

(f, g) 7→
∫ 1

−1

f(t)g(t) dt.Veri�que que é um produto interno.



184 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNOA simetria de
orre de ∫ fg =
∫

gf . A bilinearidade de
orre da linearidade da integral:∫
(αf + g)h = α

∫
fh +

∫
gh. A positividade é mais deli
ada. Se f não é nula então, por
ontinuidade, ela é não nula num 
erto intervalo não-degenerado. Com isto, ∫ f 2 > 0.Exemplo 249 Considere P2 o espaço dos polin�mios de grau até dois. De�na

〈·, ·〉1 : P2 × P2 → R

(p, q) 7→ p(1)q(1) + p(2)q(2)
.

〈·, ·〉2 : P2 × P2 → R

(p, q) 7→ p(1)q(1) + p(2)q(2) + p(3)q(3)
.Veri�que que 〈·, ·〉2 é um produto interno, mas que 〈·, ·〉1 não é.É fá
il 
he
ar que ambas funções serão simétri
as e bilineares. A diferença é na positi-vidade. Note que 〈p, p〉1 = p(1)2 + p(2)2 = 0 se, e somente se, p(1) = p(2) = 0. Como opolin�mio é de grau máximo 2 isto não garante que p = 0 (por exemplo p(t) = (t−1)(t−2)).Se o grau máximo fosse 1 (retas), isto garantiria que p = 0. Logo, 〈·, ·〉1 não satisfaz a posi-tividade e não é produto interno.Note que 〈p, p〉2 = p(1)2 + p(2)2 + p(3)2 = 0 se, e somente se, p(1) = p(2) = p(3) = 0.Nste 
aso, p(t) = at2 + bt + c e p(1) = p(2) = p(3) = 0 impli
a que a + b + c = 0 =

4a + 2b + t = 9a + 3b + c = 0. Resolvendo este sistema (a matriz do sistema é 
onhe
ida
omo matriz de Vandermonde) obtemos que a úni
a solução é a trivial. Logo a = b = c = 0,ou seja, p = 0. . Logo, 〈·, ·〉2 satisfaz a positividade e é produto interno.De�nição 95 (norma e distân
ia) Em um espaço vetorial V 
om um produto interno
〈·, ·〉, podemos de�nir uma função, denominada norma (asso
iada àquele produto interno):

‖ · ‖ : V → R

v 7→
√
〈v,v〉 .A norma induz a noção de distân
ia:

d(·, ·) : V × V → R

(v,w) 7→ ‖u− v‖ .Assim, ‖v‖ =
√
〈v,v〉 e d(u,v) = ‖u− v‖.A norma nos dá uma noção de 
omprimento num espaço vetorial qualquer. Note que asseguintes propriedades, a serem esperadas de uma função 
omprimento e distân
ia, valem:

• ‖0‖ = 0, (vetor nulo tem norma zero)
• ‖v‖ > 0 para todo v 6= 0, (todo vetor não-nulo tem norma positiva);
• ‖αv‖ = |α|‖v‖ para todo α ∈ R, (vetor multipli
ado por es
alar tem norma modi�
adapor módulo do es
alar).
• d(v,v) = 0;
• d(u,v) ≥ 0.
• d(v, 0) = ‖v‖.



8.3. ORTOGONALIDADE 185Exemplo 250 Considere o produto interno do Exemplo 248 da página 183 e as funções
f(t) = t2, g(t) = 1− t. Determine ‖f‖, ‖g‖ e 〈f, g〉.Como ‖f‖2 =

∫ 1

−1

f 2(t) dt =

∫ 1

−1

(t2)2 dt =

∫ 1

−1

(t4) dt = t5/5|1−1 = 1/5− (−1/5) = 2/5.Logo, ‖f‖ =
√

2/5.Como ‖g‖2 =

∫ 1

−1

g2(t) dt =

∫ 1

−1

(1−t)2 dt =

∫ 1

−1

(1−2t+ t2) dt = (t−t2 + t3/3)|1−1 = 2.Logo, ‖g‖ =
√

2.Cal
ulando 〈f, g〉 =

∫ 1

−1

t2(1− t) dt =

∫ 1

−1

(t2 − t3) dt = (t3/3− t4/4)|1−1 = 2/3.8.3 Ortogonalidade8.3.1 De�niçõesA próxima de�nição é motivada pelo Lema 48.De�nição 96 (vetores ortogonais) Dizemos que dois vetores u e v são ortogonais se
〈u,v〉 = 0. É utilizada a notação u ⊥ v.Observação 62 Note que, de a
ordo 
om a nossa de�nição, o vetor nulo é ortogonal aqualquer outro vetor, isto é, 0 ⊥ v para todo v.De�nição 97 (vetor unitário) Diz-se que um vetor v̂ é unitário se tem norma igual a um,
‖v̂‖ = 1. (É 
omum se utilizar o a
ento 
ir
un�exo para indi
ar que um vetor é unitário.)De�nição 98 (normalização) Dado um vetor não nulo v 6= 0, de�na v̂ = 1

‖v‖v. É fá
ilveri�
ar que v̂ é unitário e tem a mesma direção e o mesmo sentido de v. Mais ainda,é o úni
o vetor 
om estas propriedades. Ao pro
esso de passar de v para v̂ denominamosnormalização.De�nição 99 (
onjunto ortogonal) Diz-se que o 
onjunto {v1,v2, . . . ,vp} é ortogonalse os vetores são dois a dois ortogonais, 〈vi,vj〉 = 0 ∀i 6= j ou se é um 
onjunto unitário.De�nição 100 (
onjunto ortonormal) Diz-se que o 
onjunto {v1,v2, . . . ,vp} é ortonor-mal se, além de ser ortogonal, todos os seus vetores são unitários, isto é, se
〈vi,vj〉 = δij, onde δij =

{
0 se i 6= j
1 se i = j

.Exemplo 251 Normalize o vetor v = (1,−2, 0,−2, 0) ∈ R5.Cal
ulando ‖v‖2 = (1)2 + (−2)2 + (0)2 + (−2)2 + (0)2 = 1 + 4 + 1 = 9. Logo, ‖v‖ = 3.Assim v̂ = v/3 = (1/3,−2/3, 0,−2/3, 0).



186 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNOExemplo 252 Considere o produto interno do Exemplo 248 da página 183 e as funções
f(t) = t2, g(t) = 3t. Mostre que f e g são ortogonais. Determine ĝ um múltiplo de g talque ‖ĝ‖ = 1.Cal
ulando, 〈f, g〉 =

∫ 1

−1

f(t)g(t) dt =

∫ 1

−1

t23t dt =

∫ 1

−1

3t3 dt = 3t4/4|1−1 = 3(1)4/4 −
3(−1)4/4 = 3− 3 = 0.Como, ‖f‖2 =

∫ 1

−1

f 2(t) dt =

∫ 1

−1

(3t)2 dt =

∫ 1

−1

9t2 dt = 3t3|1−1 = 3(1)3 − 3(−1)3 =

3 + 3 = 6. Portanto, ‖g‖ =
√

6. Logo tome ĝ = g/
√

6 = 3t/
√

6.Teorema 18 (
onjunto ortogonal é LI) Um 
onjunto ortogonal de vetores não-nulos élinearmente independente.Prova: Seja {v1,v2, . . . ,vp} ortogonal. Então
p∑

i=1

αivi = 0 ⇒
〈

vj ,

p∑

i=1

αivi

〉
= 〈vj, 0〉

⇒
p∑

i=1

αi 〈vj,vi〉 = αj‖vj‖2 = 0 ∀j

⇒ αj = 0 ∀j (já que vj 6= 0.)Corolário 15 Um 
onjunto ortonormal de vetores é sempre linearmente independente.Bases ortogonais (e ortonormais, em parti
ular) são 
onvenientes porque é fá
il se determi-nar as 
oordenadas nesta base de um vetor dado, sem a ne
essidade de se resolver um sistemalinear. De fato, seja {v1,v2, . . . ,vn} base ortogonal de V e seja u ∈ V dado. Sabemosque existem 
oe�
ientes α′is uni
amente determinados tais que n∑

i=1

αivi = u. Fazendo-se oproduto interno 
om vj , obtém-se
〈

n∑

i=1

αivi,vj

〉
=

n∑

i=1

αi 〈vi,vj〉 = αj = 〈u,vj〉 ∀je portanto
αj =

〈u,vj〉
‖vj‖2

∀j.De�nição 101 (
oe�
ientes de Fourier) Seja β = {v1,v2, . . . ,vn} base ortogonal de Ve seja u ∈ V dado. Chamamos os αj =
〈u,vj〉
‖vj‖2

os 
oe�
ientes de Fourier de u 
omrelação à base ortogonal β. Desta forma, [u]β =




α1

α2...
αn


.



8.3. ORTOGONALIDADE 187Observação 63 Em se tratando de uma base ortonormal, {v̂1, v̂2, . . . , v̂n}, as 
ontas sesimpli�
am um pou
o mais, pois ‖v̂j‖2 = 1 e αj = 〈u, v̂j〉 para todo j:
u =

n∑

i=1

〈u, v̂j〉 v̂j.De�nição 102 (
omplemento ortogonal) Seja V espaço vetorial 
om produto interno e
H subespaço de V . O 
omplemento ortogonal de H é o 
onjunto dos vetores de Vortogonais a todos os vetores de H , denotado por H⊥ (lê-se H perp), de�nido por

H⊥ = {v ∈ V | 〈v,u〉 = 0 para todo u ∈ H} .Exemplo 253 (exemplos no plano e espaço) Em R2, se H é o eixo-x, H⊥ é o eixo-y.Em R2, se H é o eixo-y, H⊥ é o eixo-x.Em R2, se H é a reta x = y, H⊥ é a reta y = −x.Em R3, se H é o eixo-x, H⊥ é o plano yz (ou x = 0).Em R3, se H é o plano yz, H⊥ é o eixo-x.Exemplo 254 Num espaço vetorial V qualquer, 0⊥ = V pois para todo v ∈ V , 〈0,v〉 = 0.Por outro lado, V ⊥ = 0 pois o úni
o w ∈ V tal que 〈w,v〉 = 0 para todo v é o 0. Istoé verdade pois pela igualdade 〈w,w〉 = ‖w‖2 = 0 impli
a que w = 0.Lema 49 (propriedades do 
omplemento ortogonal) Seja V um espaço vetorial n-dimensional 
om produto interno. Considere H ⊂ V um subespaço vetorial 
om base
{u1,u2, . . . ,up}. Então:(a) H⊥ é subespaço vetorial de V ;(b) H⊥ = {v ∈ V | 〈v,ui〉 = 0, i = 1, 2, . . . , p} ;(
) dim(H⊥) + dim(H) = dim(V ).Prova: (a) Como 0 é perpendi
ular a todo vetor, 0 ∈ H⊥. Suponha que u,v ∈ H⊥.Pela linearidade do produto interno, 〈λu + v,w〉 = λ 〈u,w〉 + 〈v,w〉. Como u,v ∈ H⊥,
〈u,w〉 = 〈v,w〉 = 0 para todo w ∈ H . Logo, 〈λu + v,w〉 = 0 para todo w ∈ H , ou seja,
λu + v ∈ H⊥(b) Seja W = {v ∈ V | 〈v,ui〉 = 0, i = 1, 2, . . . , p}. Como ui ∈ H , é 
laro que H⊥ ⊂
W . Vamos mostrar a in
lusão 
ontrária, isto é, que W ⊂ H⊥. Seja w ∈ W e v ∈
H . Como os u′is geram H , v =

∑

i

aiui. Pela linearidade do produto interno, 〈w,v〉 =

〈
w,
∑

i

aiui

〉
=
∑

i

ai 〈w,ui〉 = 0 pois w ∈W impli
a que 〈w,ui〉 = 0.(
) Considere β = {v1,v2, . . . ,vn} base de V . Temos que w =

n∑

i=1

xivi ∈ H⊥ se,e somente se, n∑

i=1

xi 〈vi,uk〉 = 0 para todo k = 1, 2, . . . , p pelo item (b). Estas p equa-ções lineares são em n variáveis (x1, . . . , xn). Como os vetores são LIs, as equações sãoindependentes. Desta forma o espaço solução W possui dimensão n − p. Pela 
onstrução,temos uma bijeção linear entre W e H⊥, pois a 
ada solução (x1, . . . , xn) asso
iamos o vetor
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n∑

i=1

xivi ∈ H⊥. Logo, dim(W ) = n − p = dim(H⊥). Como dim(V ) = n e dim(H) = p,obtemos o resultado.Lema 50 (base do 
omplemento ortogonal) Dado H ⊂ Rn subespaço gerado por
{u1, . . . ,up} obtemos uma base para H⊥ (
om relação ao produto interno 
an�ni
o) re-solvendo o sistema homogêneo ATv = 0, onde A =



↑
u1

↓

↑
u2

↓
· · ·

↑
up

↓


 . Desta forma,

H⊥ = Nu
(AT ).Prova: Segue pois são equivalentes:� v ∈ H⊥;� 〈v,ui〉 = vTui = uT
i v = 0, para i = 1, . . . , m (pelo Lema 49 (b));� 


← u1 →...
← up →


v =




0
0...
0


;� ATv = 0, onde A =



↑
u1

↓

↑
u2

↓
· · ·

↑
up

↓


 .

Exemplo 255 En
ontre uma base para span









1
2
3
4


 ,




2
3
4
5


 ,




1
1
1
1












⊥.Seja A =




1 2 1
2 3 1
3 4 1
4 5 1


. Vamos resolver o sistema

AT v = 0 =




1 2 3 4
2 3 4 5
1 1 1 1








x
y
z
w


 =




0
0
0
0


 .Es
alonando totalmente AT obtemos [ 1 0 −1 −2

0 1 2 3

] (a última linha zera). Fazendo
z = s, w = t, x = s + 2t, y = −2s − 3t. Logo, (x, y, z, w) = s(1,−2, 1, 0) + t(2,−3, 0, 1),ou seja uma base é {(1,−2, 1, 0), (2,−3, 0, 1)}.8.3.2 Projeções OrtogonaisNesta seção vamos ver 
omo podemos de�nir e 
al
ular projeção ortogonal num subespaçovetorial. Uma ferramenta teóri
a importante é o Teorema de Pitágoras em sua versão abstrata.Teorema 19 (de Pitágoras generalizado) Seja H um subespaço vetorial de um espaço
om produto interno. Se vH ∈ H e vH⊥ ∈ H⊥, então ‖vH + vH⊥‖2 = ‖vH‖2 + ‖vH⊥‖2.



8.3. ORTOGONALIDADE 189Prova: Lembrando que 〈vH ,vH⊥〉 = 〈vH⊥,vH〉 = 0, temos:
‖vH + vH⊥‖2 = 〈vH + vH⊥,vH + vH⊥〉

= 〈vH ,vH〉+ 〈vH ,vH⊥〉+ 〈vH⊥,vH〉+ 〈vH⊥,vH⊥〉
= 〈vH ,vH〉+ 〈vH⊥ ,vH⊥〉
= ‖vH‖2 + ‖vH⊥‖2Observação 64 Interprete este resultado 
om auxílio de um desenho para:(a) H uma reta (passando pela origem) no plano.(b) H uma reta (passando pela origem) no espaço.(
) H um plano (passando pela origem) no espaço.Teorema 20 (de
omposição ortogonal) Dado v ∈ V um espaço vetorial 
om produtointerno e H subespaço vetorial, existe uma úni
a de
omposição da forma v = vH + vH⊥onde vH ∈ H e vH⊥ ∈ H⊥.Prova: Seja {u1,u2, . . . ,up} base de H e {v1,v2, . . . ,vq} base de H⊥. De�na β =

{u1,u2, . . . ,up} ∪ {v1,v2, . . . ,vq}. Vamos mostrar que β é base de V . De fato:(a) β é LI. Se 0 =

p∑

i=1

aiui +

q∑

i=1

bivi, de�nindo zH =

p∑

i=1

aiui e zH⊥ =

q∑

i=1

bivi,pelo Teorema 19 (Pitágoras), 0 = ‖0‖2 = ‖zH + zH⊥‖2 = ‖zH‖2 + ‖zH⊥‖2, o que impli
a
‖zH‖ = 0 e ‖zH⊥‖ = 0. Logo, zH =

p∑

i=1

aiui = 0. Como {u1,u2, . . . ,up} é base de H ,
ai = 0 para i = 1, . . . , p. De forma análoga, bi = 0. Portanto, β é LI.(b) β gera V . Pelo Lema 49 (
), dim(H⊥) = dim(V )− dim(H). Logo p + q = n e β éum 
onjunto LI 
om número de vetores igual a dimensão de V . Isto impli
a que β gera V e,portanto, é base.Como é base, v =

p∑

i=1

aiui +

q∑

i=1

bivi de forma úni
a. Assim, de�nindo vH =

p∑

i=1

aiui e
vH⊥ =

q∑

i=1

bivi, v = vH + vH⊥ de forma úni
a.Este Teorema permite que se faça a seguinte de�nição.De�nição 103 (projeção ortogonal) Dado H subespaço vetorial de um espaço vetorial
V 
om produto interno de�nimos a projeção ortogonal PH : V → H da seguinte forma:Dado v ∈ V , pelo Teorema anterior, v = vH +vH⊥ de forma úni
a. De�nimos PH(v) = vH .Lema 51 (propriedades da projeção ortogonal) A projeção ortogonal PH no subespaço
H possui as seguintes propriedades:(a) PH é linear;(b) PH + PH⊥ = I.Prova:



190 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNO(a) Se v = vH + vH⊥ 
om vH ∈ H e vH⊥ ∈ H⊥ e w = wH + wH⊥ 
om wH ∈ He wH⊥ ∈ H⊥, então αv + w = (αvH + wH) + (αvH⊥ + wH⊥) 
om αvH + wH ∈ H e
αvH⊥ + wH⊥ ∈ H⊥. Assim, PH(αv + w) = αPHv + PHw.(b) Se v = vH +vH⊥ 
om vH ∈ H e vH⊥ ∈ H⊥, (PH +PH⊥)(v) = PH(v)+PH⊥(v) =
vH + vH⊥ = v para todo v ∈ V . Logo, PH + PH⊥ = I.Dado um vetor v, já vimos 
omo expressá-lo em termos de uma base ortogonal β:

v =
n∑

i=1

〈v,ui〉
〈ui,ui〉

ui =

p∑

i=1

〈v,ui〉
〈ui,ui〉

ui

︸ ︷︷ ︸
∈H

+
n∑

i=p+1

〈v,ui〉
〈ui,ui〉

ui

︸ ︷︷ ︸
∈H⊥

= PHv + PH⊥v.

Con
luimos que: Fórmula da Projeção Ortogonal em HSe γ = {u1,u2, . . . ,up} é base ortogonal de H então
PHv =

p∑

i=1

〈v,ui〉
〈ui,ui〉

ui.Em parti
ular, se H é uma reta gerada por u,
PHv =

〈v,u〉
〈u,u〉u.Se γ = {q1,q2, . . . ,qp} é não apenas ortogonal, mas sim ortonormal, então os denomi-nadores são todos iguais a 1 e a fórmula se simpli�
a para

PHv =

p∑

i=1

〈v,qi〉qi.Se o produto interno é o 
an�ni
o no Rn, pela Observação 61 da página 182,
〈v,qi〉qi = qi 〈qi,v〉 = qiqi

Tv.De�nindo Q =




↑
q1

↓

↑
q2

↓
· · ·

↑
qp

↓



 , podemos veri�
ar que p∑

i=1

qiqi
T = QQT . Isto nos dáuma fórmula para a matriz de projeção:Fórmula da Matriz de Projeção Ortogonal em H ⊂ RnSe γ = {q1,q2, . . . ,qp} é base ortonormal H ⊂ Rn 
om relação ao produto interno
an�ni
o,

PH = QQT .Na Seção de Mínimos Quadrados vamos ver 
omo 
al
ular a projeção no 
aso geral,quando não temos uma base ortogonal.



8.3. ORTOGONALIDADE 191Exemplo 256 H = span








1
2
3






 e v =




2
0
0


. Cal
ule PHv e PH⊥v.

PHv =
〈v,u1〉
〈u1,u1〉

u1 =

〈


2
0
0


,




1
2
3



〉

〈


1
2
3


,




1
2
3



〉




1
2
3



 =
2

14




1
2
3



 =




1/7
2/7
3/7



 .

PH⊥v = (I − PH)v =




2
0
0


−




1/7
2/7
3/7


 =




13/7
−2/7
−3/7


 .Exemplo 257 H = span









1
2
3


 ,




4
1
−2







 e v =




2
0
0


. Cal
ule PHv.Este 
aso é fá
il pois a base é ortogonal. Assim,  1
2
3


 ,




4
1
−2






 é base ortogonalde H e portanto

PHv =
〈v,u1〉
〈u1,u1〉

u1 +
〈v,u2〉
〈u2,u2〉

u2

=

〈


2
0
0


,




1
2
3



〉

〈


1
2
3


,




1
2
3



〉




1
2
3



+

〈


2
0
0


,




4
1
−2



〉

〈


4
1
−2


,




4
1
−2



〉




4
1
−2





=
2

14




1
2
3



+
8

21




4
1
−2



 =




5/3
2/3
−1/3



 .Exemplo 258 H = span








1
2
3



 ,




2
3
4







 e v =




2
0
0



. Cal
ule PHv.Neste 
aso, ao 
ontrário do exemplo anterior, a base não é ortogonal. Uma maneira de
ontornar isto é usando que PH = I − PH⊥, obter uma base para H⊥.Pelo Lema 50 (base do 
omplemento ortogonal), resolvemos o sistema homogêneo
[

1 2 3 0
2 3 4 0

]
∼
[

1 0 −1 0
0 1 2 0

]
,






x1 = 1 x3

x2 = −2 x3

x3 = 1 x3

.









1
−2

1







 é base de H⊥ e, 
omo trata-se de um 
onjunto 
ontendo um úni
o vetor, é uma



192 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNObase ortogonal. Assim, podemos utilizar a fórmula:
PH⊥v =

〈v,u〉
〈u,u〉u =

〈


2
0
0


,




1
−2

1



〉

〈


1
−2

1


,




1
−2

1



〉




1
−2

1


 =

2

6




1
−2

1


 =




1/3
−2/3

1/3


 .

Finalmente,
PHv = (I − PH⊥)v =




2
0
0


−




1/3
−2/3

1/3


 =




5/3
2/3
−1/3


 .Exemplo 259 Considere o produto interno do Exemplo 248 da página 183 e as funções

f1(t) = 1, f2(t) = t, f3(t) = 3t2 − 1. Veri�que que {f1, f2, f3} é ortogonal. Considere
H2 o espaço gerado por {f1, f2} e H3 o espaço gerado por {f1, f2, f3}. Se φ(t) = exp(t),determine PH2

φ e PH3
φ.Vamos apresentar os resultados, deixando para o leitor veri�
á-los (utilizamos software dematemáti
a simbóli
a para 
al
ular):

〈f1, φ〉 = e1 − e−1, 〈f1, f1〉 = 2,
〈f2, φ〉 = 2e−1, 〈f2, f2〉 = 2/3,
〈f3, φ〉 = 2e1 − 14e−1, 〈f3, f3〉 = 8/5.Com isto 
al
ulamos que PH2

φ(t) = (e1 − e−1)/2 + 3e1t e PH3
φ(t) = (e1 − e−1)/2 +

3e1t + 5/4(e1 − 7e−1)(3t2 − 1). Observe na Figura 8.2 que PH2
é razoável e que PH3

φ éprati
amente idênti
a a função φ. Para per
eber a melhora no erro utilizando PH3
, 
ompareos erros e2 e e3 mostrados na �gura.

t

(PH3
φ)(t)

(PH2
φ)(t)

φ(t) = exp(t)

t
e3(t) = (PH3

φ)(t)− φ(t)

e2(t) = (PH2
φ)(t)− φ(t)Figura 8.2: Aproximação de φ(t) por (PH2

φ)(t) e (PH3
φ)(t) e errosExemplo 260 (série de Fourier) Vamos aproximar a função f(x) = e−x, no intervalo

[0, 1], por uma função da forma a1 sin(πx)+a2 sin(2πx)+ · · ·+an sin(nπx). Para isto 
onsi-deramos, no espaço vetorial das funções 
ontínuas, o produto interno 〈g, h〉 =

∫ 1

0

g(t)h(t)dt.O que estamos pro
urando é a projeção ortogonal de f sobre Hn, o espaço gerado por
{s1, s2, . . . , sn}, onde sn(x) = sin(nπx).



8.4. MÍNIMOS QUADRADOS 193Pode-se veri�
ar as seguintes fórmulas:
∫ 1

0

sin(k1πt) sin(k2πt)dt = 0 ∀ k1 6= k2,

∫ 1

0

e−t sin(kπt)dt =
kπ(e− (−1)k)

e(1 + k2π2)
e

∫ 1

0

sin2(kπt)dt =
1

2
.Fazendo as 
ontas (
om auxílio de softwares de 
ál
ulo) podemos 
al
ular (PH4

f)(t) e
(PH10

f)(t). Veja na Figura 8.3 o grá�
o de f e as projeções em H4 e H10 
om os res-pe
tivos erros.Caso queira estudar mais a este respeito, pro
ure um texto sobre Séries de Fourier.

t
(PH4

f)(t) e (PH10
f)(t)

f(t) = exp(−t)

t

e4(t) e e10(t)

Figura 8.3: Aproximação de f(t) por (PH4
f)(t) e (PH10

f)(t) e erros e4(t) = (PH4
f)(t)−f(t)e e10(t) = (PH10

f)(t)− f(t)8.4 Mínimos QuadradosJá vimos que o sistema linear Az = b tem solução(ões) se, e somente se, b ∈ Im(A). Oque fazer quando b /∈ Im(A)? Nem sempre a resposta �o problema não tem solução� éplenamente satisfatória, 
omo ilustra o exemplo a seguir.Exemplo 261 Imagine, de forma super-simpli�
ada, que um pa
iente deva fazer uma refei-ção 
onsistindo de arroz e 
arne, de forma a totalizar 150g de alimento 
om 450 K
al e 25g degordura. Dado que 1g de arroz tem 2.5K
al e 0.03g de gordura e que a mesma quantidade de
arne tem 3.1 K
al e 0.21g de gordura, que quantidade de 
ada alimento deve ser ingerida?Seja x a quantidade de arroz, em gramas, e y a quantidade de 
arne. Pre
isamos de umasolução para o sistema linear





x + y = 150
2.50x + 3.10y = 450
0.03x + 0.21y = 25.

ou  1 1 150
2.50 3.10 450
0.03 0.21 25


 .
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il veri�
ar, no entanto, que este é um sistema sem solução. Mas esta resposta não háde ajudar muito o nosso pa
iente!Note que 


1 1
2.50 3.10
0.03 0.21



[

38
113

]
=




151
445.3
24.87


 .Isto signi�
a que 38g de arroz e 113 de 
arne é uma �quase-solução�: 151g de alimento (aoinvés de 150g), 445.3K
al (ao invés de 450K
al) e 24.87g de gordura (ao invés de 25g). Para�ns de alimentação, estes erros são totalmente a
eitáveis.O que fazer quando b /∈ Im(A)?Neste 
aso não existe possibilidade de existir z tal que Az = b. Observando a Figura 8.4,o que podemos fazer é obter um z tal que Az está o mais próximo possível de b, isto é,determinar z tal que a distân
ia d(b, Az) assume o menor valor possível.

0

Az

b

d(b, Az)

Im(A)Figura 8.4: Mínimos QuadradosDe�nição 104 (solução de mínimos quadrados) Uma �quase-solução�, 
hamada de so-lução de mínimos quadrados, é um vetor z que minimiza d(b, Ax) (a distân
ia entre b e
Az). Isto signi�
a que d(b, Az) ≤ d(b, Ay) para todo y no domínio de A.Vamos 
omeçar investigando um problema 
orrelato mais simples.Lema 52 (vetor mais próximo de um subespaço) Dado H ⊂ V subespaço vetorial e
b ∈ V , existe um úni
o vetor h ∈ H tal que d(b,h) é mínimo, dado por h = PHb, aprojeção ortgonal de b sobre H .Prova: Podemos de
ompor b 
omo b = PHb + PH⊥b e portanto a quantidade a serminimizada pode ser es
rita 
omo

d(b,h) = ‖b− h‖ = ‖PHb + PH⊥b− h‖.Ou, equivalentemente, podemos minimizar
‖b− h‖2 = ‖PHb− h︸ ︷︷ ︸

∈H

+ PH⊥b︸ ︷︷ ︸
∈H⊥

‖2 = ‖PHb− h‖2 + ‖PH⊥b‖2,



8.4. MÍNIMOS QUADRADOS 195onde a última identidade se deve ao Teorema 19 (Pitágoras). Note que estamos minimizandouma função de h, mas o termo ‖PH⊥b‖2 não depende desta variável. Assim, o mínimo éobtido minimizando-se o termo ‖PHb− h‖2, o que obviamente se dá quando h = PHb.Usando este Lema podemos resolver problemas simples (unidimensionais).Exemplo 262 1 Suponha que usamos uma moeda para jogar 
aras/
oroas. A moeda temuma 
erta proporção m de 
aras 
om relação ao total de jogadas que esperamos que sejapróximo de 1/2. Podemos obter m experimentalmente jogando a moeda muitas vezes.jogadas 30 60 90
aras 16 34 51Por ser de natureza rand�mi
a, não existe proporção exata � o sistema abaixo não possuisolução (exata): 




30m = 16
60m = 34
90m = 51Portanto, o vetor b = (16, 34, 51) 6∈ 〈(30, 60, 90)〉 = H . Podemos en
ontrar h ∈ H maispróximo de b projetando ortogonalmente:

h = PHb =
〈(16, 34, 51), (30, 60, 90〉)
〈(30, 60, 90), (30, 60, 90)〉 · (30, 60, 90) =

7110

12600
· (30, 60, 90)A estimativa m = 7110/12600 ≈ 0.56 é um pou
o alta mas não muito, e provavelmente amoeda é honesta. A reta 
om 
oe�
iente angular m ≈ 0.56, que melhor aproxima os dados,é mostrada na �gura abaixo:

flips30 60 90

heads

30

60

Teorema 21 (mínimos quadrados) A solução de mínimos quadrados do sistema Az = bé a solução do sistema AT Az = ATb.Prova: O vetor r = b − Az é denominado �resíduo asso
iado a z�. Voltando ao nossosistema linear Az = b, note que minimizar ‖r‖ = ‖b−Az‖ 
om z qualquer é o mesmo queminimizar ‖b−y‖ 
om y ∈ Im(A). Pelo Lema 52, y = PIm(A)
b. Portanto, ‖r‖ = ‖b−Az‖é minimizado quando Az = PIm(A)

b. Nesta situação,
r = b−Az = b− PIm(A)

b = (I − PIm(A)
)b = PIm(A)⊥

b = PNu
(AT )
b ∈ Nu
(AT ).Na seqüên
ia anterior usamos que: PIm(A)⊥

+ PIm(A)
= I (pelo Lema 51 (b)) e Im(A)⊥ =Nu
(AT ) (pelo Lema 50 pois H = Im(A)).Portanto, r ∈ Nu
(AT ), ou seja,

0 = AT r = AT (b−Az) = AT b− AT Az,1adaptado de He�eron
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a
AT Az = ATb.Vale também a volta:

AT Az = ATb ⇒ b− Az ∈ N(AT )

⇒ b− Az ∈ Im(A)⊥

⇒ PIm(A)
(b−Az) = 0

⇒ PIm(A)
Az = PIm(A)

b

⇒ Az = PIm(A)
b.Resumindo: os sistemas lineares Az = PIm(A)

b e AT Az = ATb sempre possuem solução,quaisquer que sejam A e b, e são equivalentes (isto é, possuem o mesmo 
onjunto-solução).Ademais, as soluções destes sistemas são os argumentos que minimizam a norma do resíduo
‖b− Az‖ e são ditas soluções no sentido de mínimos quadrados de Az = b.Observação 65 Se um sistema linear tem solução no sentido 
lássi
o, então b ∈ Im(A)e portanto PIm(A)

b = b. O sistema Az = PIm(A)
b é idênti
o ao sistema original Az = b.As soluções de mínimo quadrado 
oin
idem, neste 
aso, 
om as soluções 
lássi
as.Lema 53 Seja A uma matriz qualquer. Então AT A é invertível se, e somente se, as 
olunasde A são linearmente independentes.Prova: Se AT A é invertível, Nu
(AT A) = {0} e portanto Nu
(A) = {0}, o que impli
aa independên
ia linear das 
olunas de A. Se AT A não é invertível, existe z 6= 0 tal que

AT Az = 0. Portanto, ‖Az‖2 = zT AT Az = zT0 = 0, o que impli
a Az = 0 e a existên
iade uma 
ombinação linear não-trivial das 
olunas de A dando 0.Corolário 16 O problema de mínimos quadrados tem solução úni
a se, e somente se, as
olunas de A são linearmente independentes.In
identalmente, obtivemos uma fórmula alternativa para a matriz de projeção. Se
{a1, a2, . . . , ap} é base de H e A =



↑
a1

↓

↑
a2

↓
. . .

↑
ap

↓


, então AT A é invertível e a soluçãode AT Az = ATb é dada por z = (AT A)−1ATb. Sabemos que este vetor satisfaz também a

Az = PIm(A)
b = PHb, ou seja, PHb = A(AT A)−1AT b. Isto nos dá a fórmula alternativa

PH = A(AT A)−1AT para a matriz de projeção. Podemos enun
iar isto 
omo um lema.Lema 54 (fórmula para projeção) Dado {a1, a2, . . . , ap} base de H e A =


↑
a1

↓

↑
a2

↓
. . .

↑
ap

↓



, a matriz de projeção ortogonal em H é PH = A(AT A)−1AT .Exemplo 263 Resolva, no sentido dos mínimos quadrados,  1 2
2 1
2 1



[

x
y

]
=




3
3
5


 e
al
ule PH




3
3
5


, onde H = span









1
2
2


 ,




2
1
1







.
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AT Az = ATb :

[
1 2 2
2 1 1

]


1 2
2 1
2 1




[

x
y

]
=

[
1 2 2
2 1 1

]


3
3
5



 .

[
9 6
6 6

] [
x
y

]
=

[
19
14

]
⇒
[

x
y

]
=

[
5/3
2/3

]
.A projeção é dada por A(AT A)−1AT b. Mas z = (AT A)−1ATb já foi 
al
ulado a
ima. Bastafazer

Az =




1 2
2 1
2 1



[

5/3
2/3

]
=




3
4
4


 .Exemplo 264 A equação que modela um determinado fen�meno físi
o é dada por f(t) =

at2 + bt+ c (por exemplo, f pode ser a posição de um 
orpo uniformemente a
elerado). Como objetivo de se determinar os parâmetros a, b e c, uma série de experimentos são realizados,
om os seguintes resultados:As posições medidas foram: t f(t)1 6.52 11.23 17.74 27.15 39.0 .Determine os parâmetros a, b e c que melhor ajustam os dados experimentais no sentidodos mínimos quadrados.Solução: Gostaríamos que, para determinada es
olha de a, b e c, fossem satisfeitas simulta-neamente as equações





a× 12 + b× 1 + c = 6.5
a× 22 + b× 2 + c = 11.2
a× 32 + b× 3 + c = 17.7
a× 42 + b× 4 + c = 27.1
a× 52 + b× 5 + c = 39.0

ou 


1 1 1
4 2 1
9 3 1

16 4 1
25 5 1







a
b
c


 =




6.5
11.2
17.7
27.1
39.0




.A solução aproximada é obtida resolvendo-se



1 4 9 16 25
1 2 3 4 5
1 1 1 1 1








1 1 1
4 2 1
9 3 1

16 4 1
25 5 1







a
b
c



 =




1 4 9 16 25
1 2 3 4 5
1 1 1 1 1








6.5
11.2
17.7
27.1
39.0




.




979 225 55
225 55 15
55 15 5






a
b
c


 =




1619.2
385.4
101.5


 ⇒




a
b
c


 ≈




1.24
0.68
4.68


 .Para estes valores dos parâmetros, o modelo prevê a seguinte tabela

t f(t)1 6.602 11.003 17.884 27.245 39.08



198 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNObastante próxima da real.Exemplo 265 Vamos retomar o Exemplo 258 e ofere
er agora uma outra solução para de-terminar PHv, onde H = span









1
2
3


 ,




2
3
4







 e v =




2
0
0


.A idéia é es
rever um problema de mínimos quadrados 
uja solução z satisfaça Az = PHv.Para isto, basta en
ontrarmos uma matriz A tal que Im(A) = H e tomarmos o lado direito

b = v. Tal matriz pode ser obtida 
olo
ando-se os vetores que geram H em suas 
olunas.Assim,
A =




1 2
2 3
3 4



 , b =




2
0
0



 e
AT Az =

[
1 2 3
2 3 4

]


1 2
2 3
3 4


 z = ATb =

[
1 2 3
2 3 4

]


2
0
0


 .

[
14 20
20 29

]
z =

[
2
4

]
⇒ z =

[
−11/3

8/3

]
.Portanto,

PHv = Az =




1 2
2 3
3 4




[
−11/3

8/3

]
=




5/3
2/3
−1/3



 .Exemplo 266 2 As 
édulas de dinheiro tem médias diferentes de tempo de 
ir
ulação dea
ordo 
om o valor. Quanto tempo vo
ê espera que uma nota de R$25 dure?
édula (R$) 1 5 10 20 50 100tempo médio (anos) 1, 5 2 3 5 9 20O grá�
o abaixo pare
e linear.
denom10 30 50 70 90

avg life

5

15Portanto o tempo médio em função do valor x da 
édula é dado (aproximadamente) por
k + mx. Para determinar k e m pre
isamos resolver o sistema  k + 1m = 1.5... =

...
k + 100m = 20

, queé impossível. Considere
A =




1 1
1 5
1 10
1 20
1 50
1 100




b =




1.5
2
3
5
9
20




z =

[
k
m

]

2adaptado de He�eron
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oe�
ientes k e m resolvemos AT Az = AT b 
om auxílio de software,obtendo z = (1.05, 0.18). Portanto, k = 1.05 e m = 0.18. Colo
ando x = 25 na equação dareta, determinamos que a 
édula deve durar 5.55 anos, isto é entre 5 e 6 anos.8.5 ⋆Cau
hy-S
hwarz e Ângulo0A Lei dos Cossenos, apli
ada ao triângulo 
ujos lados são u,v e u − v, onde θ é o ânguloformado por u e v (que pode ser pensado igualmente em R2 ou R3), diz que ‖u − v‖2 =

‖u‖2 + ‖v‖2− 2‖u‖‖v‖ cos θ. Expandindo alguns termos, temos 2 ou 3∑

i=1

(ui− vi)
2 =

2 ou 3∑

i=1

u2
i +

2 ou 3∑

i=1

v2
i − 2‖u‖‖v‖ cos θ. Como 2 ou 3∑

i=1

(ui − vi)
2 =

2 ou 3∑

i=1

u2
i +

2 ou 3∑

i=1

v2
i − 2

2 ou 3∑

i=1

uivi, resulta3
cos θ =

2 ou 3∑

i=1

uivi

‖u‖‖v‖ =
〈u,v〉
‖u‖‖v‖ .Estas idéias podem ser generalizadas através de um importante resultado envolvendo oproduto interno e a sua norma asso
iada, a desigualdade de Cau
hy-S
hwarz.Teorema 22 (de Cau
hy-S
hwarz) Seja V espaço vetorial, 〈·, ·〉 produto interno e ‖ · ‖ anorma asso
iada. Vale a desigualdade

〈u,v〉 ≤ ‖u‖‖v‖.Prova: Se v = 0, o resultado vale 
om igualdade. Assuma agora v 6= 0.
0 ≤ ‖u + tv‖2 = 〈u + tv,u + tv〉

= 〈u,u〉+ 2t 〈u,v〉+ t2 〈v,v〉
= ‖u‖2 + 2t 〈u,v〉+ t2‖v‖2 ∀t ∈ R.Completando o quadrado, temos

(
t‖v‖+

〈u,v〉
‖v‖

)2

+ ‖u‖2 − 〈u,v〉2
‖v‖2 ≥ 0 ∀t ∈ R.Em parti
ular, para t = −〈u,v〉

‖v‖2 , o termo entre parêntesis se anula e temos ‖u‖2 ≥ 〈u,v〉2
‖v‖2 , oque impli
a 〈u,v〉 ≤ ‖u‖‖v‖.Corolário 17 (desigualdade triangular) Além das propriedades já 
itadas, vale paranorma:

‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖,
onhe
ida 
omo Desigualdade Triangular (ver Figura 8.5).0A leitura desta seção é op
ional.3Assumindo-se u e v não nulos; 
aso 
ontrário, θ não �
a bem de�nido.
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u + v

u

v

Figura 8.5: Desigualdade TriangularProva: De fato,
‖u + v‖2 = 〈u + v,u + v〉 = 〈u,u〉+ 2 〈u,v〉+ 〈v,v〉 = ‖u‖2 + 2 〈u,v〉+ ‖v‖2.Usando Cau
hy-S
hwarz,

‖u + v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2.A Desigualdade de Cau
hy-S
hwarz nos garante que, num espaço 
om produto interno,se u e v são vetores não nulos, então
〈u,v〉
‖u‖‖v‖ ≤ 1 e − 〈u,v〉

‖u‖‖v‖ =
〈−u,v〉
‖ − u‖‖v‖ ≤ 1e portanto

−1 ≤ 〈u,v〉
‖u‖‖v‖ ≤ 1.Isto nos permite de�nir o ângulo entre dois vetores (mais exatamente, o 
osseno deste ângulo).De�nição 105 (ângulo entre vetores) Dados u,v ∈ V um espaço vetorial 
om produtointerno, de�nimos o ângulo entre eles θ ∈ [0, 180◦[ tal que

cos θ =
〈u,v〉
‖u‖‖v‖ .Em parti
ular, 
aso θ = 90◦ então 〈u,v〉 = 0, 
on
ordando 
om a De�nição 96.8.6 ⋆Pro
esso de Ortogonalização de Gram-S
hmidt0Bases ortonormais são úteis, 
omo visto na seção anterior. A questão é:Partindo-se de uma base qualquer, 
omo 
onstruir uma base ortogonal (ou ortonormal)?A resposta é o 
hamado pro
esso de ortogonalização de Gram S
hmidt. Dada uma base

{v1,v2, . . . ,vp} queremos substituí-la por outra ortogonal, {u1,u2, . . . ,up}, 
om a 
ara
te-rísti
a adi
ional de que, para 
ada i, existem α's tais que ui = vi +

i−1∑

j=1

αjvj. Assim, devemos0A leitura desta seção é op
ional.



8.6. ⋆PROCESSO DE ORTOGONALIZAÇ�O DE GRAM-SCHMIDT 201ter:
u1 = v1

u2 = v2 + αv1

u3 = v3 + βv1 + γv2... =
...

up = vp + . . . .Note que os espaços gerados pelos primeiros u's e pelos primeiros v's são iguais, isto é,
span {u1,u2, . . . ,uk} = span {v1,v2, . . . ,vk} , k = 1, 2, . . . , p. Desta forma, podemosainda es
rever

u1 = v1

u2 = v2 + α̃u1

u3 = v3 + β̃u1 + γ̃u2... =
...

up = vp + . . . .A exigên
ia de que esta base seja ortogonal nos permite determinar os 
oe�
ientes α̃, β̃, γ̃,
. . .. De fato,

u2 = v2 + α̃u1

〈u2,u1〉 = 0

}
⇒ 〈v2,u1〉+ α̃ 〈u1,u1〉 = 0 ⇒ α̃ = −〈v2,u1〉

〈u1,u1〉

u3 = v3 + β̃u1 + γ̃u2

〈u3,u1〉 = 0
〈u2,u1〉 = 0



 ⇒ 〈v3,u1〉+ β̃ 〈u1,u1〉 = 0 ⇒ β̃ = −〈v3,u1〉

〈u1,u1〉

u3 = v3 + β̃u1 + γ̃u2

〈u3,u2〉 = 0
〈u1,u2〉 = 0



 ⇒ 〈v3,u2〉+ γ̃ 〈u2,u2〉 = 0 ⇒ γ̃ = −〈v3,u2〉

〈u2,u2〉Assim, Pro
esso de Ortogonalização de Gram-S
hmidtDada uma base {v1,v2, . . . ,vp} obtemos outra, ortogonal, {u1,u2, . . . ,up}, por
u1 = v1

u2 = v2 −
〈v2,u1〉
〈u1,u1〉

u1;

u3 = v3 −
〈v3,u1〉
〈u1,u1〉

u1 −
〈v3,u2〉
〈u2,u2〉

u2;... =
...

up = vp −
〈vp,u1〉
〈u1,u1〉

u1 −
〈vp,u2〉
〈u2,u2〉

u2 − . . .− 〈vp,up−1〉
〈up−1,up−1〉

up−1.Se o objetivo for obter não apenas uma base ortogonal {u1,u2, . . . ,up}, mas sim orto-normal {q̂1, q̂2, . . . , q̂p}, basta normalizarmos ao �nal: q̂i = ‖ui‖−1ui. Outra opção, ainda,é normalizar passo a passo; neste 
aso, os denominadores desapare
em:
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esso de Ortonormalização de Gram-S
hmidtDada uma base {v1,v2, . . . ,vp} obtemos outra, ortonormal, {q̂1, q̂2, . . . , q̂p}, por
u1 = v1; q̂1 = ‖u1‖−1u1;

u2 = v2 − 〈v2, q̂1〉q̂1 q̂2 = ‖u2‖−1u2;

u3 = v3 − 〈v3, q̂1〉q̂1 − 〈v3, q̂2〉q̂2 q̂3 = ‖u3‖−1u3;... =
...

up = vp − 〈vp, q̂1〉q̂1 − 〈vp, q̂2〉q̂2 − . . .− 〈vp, q̂p−1〉q̂p−1.

Exemplo 267 Seja H = span








1
2
3
0


 ,




2
3
4
0


 ,




3
4
5
0


 ,




0
3
4
5







. En
ontre uma base or-tonormal para H .

u1 =




1
2
3
0


 ,

u2 =




2
3
4
0


−

〈



2
3
4
0


,




1
2
3
0




〉

〈



1
2
3
0


,




1
2
3
0




〉




1
2
3
0


 =




2
3
4
0


−

20

14




1
2
3
0


 =




4/7
1/7
−2/7

0


 .

Poderíamos usar u2 exatamente 
omo 
al
ulado a
ima. Mas podemos, por 
onveniên
ia,eliminar as frações e usar
u2 =




4
1
−2

0


 .Temos agora

u3 =




3
4
5
0


−

〈



3
4
5
0


,




1
2
3
0




〉

〈



1
2
3
0


,




1
2
3
0




〉




1
2
3
0


−

〈



3
4
5
0


,




4
1
−2

0




〉

〈



4
1
−2

0


,




4
1
−2

0




〉




4
1
−2

0



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=




3
4
5
0


−

26

14




1
2
3
0


−

6

21




4
1
−2

0


 =




0
0
0
0


 .Este resultado, u3 = 0, revela que v3 é 
ombinação linear dos vetores anteriores. Assim,

H = span {v1,v2,v4}. Basta ortogonalizar este 
onjunto, reduzido em relação ao original.
u1 e u2 já foram 
al
ulados. Agora,

u4 =




0
3
4
5


−

〈



0
3
4
5


,




1
2
3
0




〉

〈



1
2
3
0


,




1
2
3
0




〉




1
2
3
0


−

〈



0
3
4
5


,




4
1
−2

0




〉

〈



4
1
−2

0


,




4
1
−2

0




〉




4
1
−2

0




=




0
3
4
5


−

18

14




1
2
3
0


+

5

21




4
1
−2

0


 =

1

3




−1
2
−1
15


 .

Como anteriormente, faremos u4 =




−1
2
−1
15


.Desta forma, temos que








1
2
3
0


 ,




4
1
−2

0


 ,




−1
2
−1
15






é base ortogonal de H . Para uma base ortonormal, basta normalizar estes vetores.

‖u1‖ =
√

12 + 22 + 32 + 02 =
√

14

‖u2‖ =
√

42 + 12 + 22 + 02 =
√

21

‖u4‖ =
√

12 + 22 + 12 + 152 =
√

231




1√
14




1
2
3
0


 ,

1√
21




4
1
−2

0


 ,

1√
231




−1
2
−1
15






é base ortonormal de H .Nós já vimos nos Exemplos 258 e 265 
omo 
al
ular PHv. Vamos ver outra maneira.Exemplo 268 H = span









1
2
3


 ,




2
3
4







 e v =




2
0
0


. Cal
ule PHv.
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essária uma base ortogonal para H . Por Gram-S
hmidt,
u1 =




1
2
3


 e

u2 =




2
3
4


−

〈


2
3
4


,




1
2
3



〉

〈


1
2
3


,




1
2
3



〉




1
2
3


 =




2
3
4


− 20

14




1
2
3


 =




4/7
1/7
−2/7


 .

Assim,  1
2
3


 ,




4
1
−2






 é base ortogonal de H e portanto

PHv =
〈v,u1〉
〈u1,u1〉

u1 +
〈v,u2〉
〈u2,u2〉

u2

=

〈


2
0
0


,




1
2
3



〉

〈


1
2
3



,




1
2
3




〉




1
2
3


+

〈


2
0
0


,




4
1
−2



〉

〈


4
1
−2



,




4
1
−2




〉




4
1
−2




=
2

14




1
2
3


+

8

21




4
1
−2


 =




5/3
2/3
−1/3


 .Observação 66 Seja βH = {u1,u2, . . . ,up} base ortogonal de um subespaço H . Seja

β = {u1,u2, . . . ,up,up+1, . . . ,un} uma extensão de βH a uma base ortogonal de V (podeser feita se estendemos βH a uma base qualquer e em seguida ortogonalizamo-na porGram-S
hmidt. Então βH⊥ = {up+1, . . . ,un} é base de H⊥.
8.7 Produto Interno8.7.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1.Considere u = (1, 1, 1, 1) e v = (−2, 2, −2, 3).(a) ‖u‖ = ; (b) 〈u,v〉 = ; (
) d(u,u) = .Exer
í
io 2.O produto interno em um espaço vetorial V é uma função:(A) 〈·, ·〉 : V × V → R;(B) 〈·, ·〉 : V × V → V ;(C) 〈·, ·〉 : R× V → V ;(D) 〈·, ·〉 : R× R→ V ;302.jun.2008 22h



8.7. PRODUTO INTERNO 205(E) 〈·, ·〉 : R× V → R;Exer
í
io 3.Determine se é Verdadeiro ou Falso:(a) todo 
onjunto ortogonal é ortonormal ;(b) todo vetor pode ser normalizado não-nulo ;(
) um 
onjunto ortonormal de vetores é sempre LI ;(d) 〈v, λw〉 = λ 〈v,w〉 ;(e)‖λv‖ = λ‖v‖ .Exer
í
io 4.Dado H subespaço vetorial:(a) Nu
(PH) = ; (b) Im(PH) = ; (
) PH + PH⊥ = ;Exer
í
io 5.Considere T : R2 → R2. Se T é:(a) projeção ortogonal no eixo x seguido de projeção ortogonal no eixo y então T = (I,−I, 0);(b) é re�exão no eixo x seguido de re�exão no eixo x então T = (I,−I, 0);(
) re�exão no eixo x seguido de re�exão no eixo y então T = (I,−I, 0).Exer
í
io 6. Se T é:(a) projeção ortogonal, T 2 = (I,−I, 0.T,−T );(b) re�exão, T 2 = (I,−I, 0, T,−T ).Exer
í
io 7. Se V ⊂ R12 e dim(V ) = 3, então dim(V ⊥) = .Exer
í
io 8. Se W é:(a) o eixo y em R2 então W⊥ é a reta (y = x, y = 0, x = 0, y = −x);(b) a reta y = x em R2 então W⊥ é a reta (y = x, y = 0, x = 0, y = −x);(
) o eixo y em R3 então W⊥ é o (plano; eixo) (x, y, z, xy, yz, xz);(d) o plano yz em R3 então W⊥ é o (plano; eixo) (x, y, z, xy, yz, xz).Exer
í
io 9. Se z é solução de mínimos quadrados de Ax = b então é sempre verdade que:(A) Az = b;(B) ‖z− b‖ = 0;(C) ‖z− b‖ > 0;(D) PIm(A)
z = b;(E) PIm(A)
b = z;Exer
í
io 10. Sabendo que P é:(a) projeção ortogonal no eixo y, P (x, y, z) = ( , , );(a) projeção ortogonal no plano xy, P (x, y, z) = ( , , );(a) re�exão em torno do plano xz, P (x, y, z) = ( , , ).8.7.2 ProblemasProblema 1.Determine se os 
onjuntos abaixo são ortogonais:(a)  −1
4
−3


 ,




5
2
1


 ,




3
−4
−7






; (b)  3

−2
1
3


 ,




−1
3
−3

4


 ,




3
8
7
0






Problema 2.Cal
ule a distân
ia entre os vetores  4

3
−3


 e  −3

−1
2


.



206 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNOProblema 3.Dado que β =








1
0
1


 ,



−1

4
1


 ,




2
1
−2






 é base ortogonal de R3, ex-presse [v]β , onde v =




8
−4
−3



.Di
a: Não resolva nenhum sistema linear!Problema 4.En
ontre uma base de H⊥, onde(a) H é a reta em R2 2x + 3y = 0;(b) H é o plano em R3 x− y + z = 0;(
) H = 〈(1, 3, 1), (3, 1, 2), (2, −2, 1)〉 ⊂ R3;(d) H = span








0
−2
−2

1
−1




,




0
1
1
0
2




,




0
2
2
−3
−5








⊂ R5.Problema 5.De�na em C([0, 1]; R) o produto interno 〈f, g〉 =

∫ 1

0

f(s)g(s) ds. Cal
ule:(a) 〈x, x2〉; (b) 〈x2, x3〉; (
) ‖1− x‖.Problema 6. Seja P : R4 → R4 a projeção na reta gerada por (1, 0, −1, 0). Cal
ule(a) P (x, y, z, w); (b) P 100(x, y, z, w).Di
a: Não tente 
al
ular P 100 expli
itamente!Problema 7.En
ontre as matrizes das TLs T : Rn → Rn:(a) n = 2, projeção ortogonal na reta {(2t,−t) ∈ R2; para t ∈ R};(b) n = 3, projeção ortogonal sobre o plano x = z.Problema 8. Seja T : R3 → R3 uma rotação em relação ao eixo (1, 0, 1). Sabe-se que
T (0, 1, 0) = (−1/

√
2, 0, −1/

√
2). Determine o ângulo de rotação.Di
a: pense no plano perpendi
ular ao eixo de rotação.Problema 9.Cal
ule os autovalores os autoespaços asso
iados a:(a) uma re�exão no plano 3x− 2y + z = 0 em R3;(b) uma projeção numa reta em R3 sabendo que P (1, −1, 0) = (1, −1, 0).Problema 10. Seja T : R3 → R3 uma projeção ortogonal no plano x−2y−z = 0. Determineuma base β tal que [T ]β seja diagonal.Problema 11.Cal
ule autovalores e autovetores para mostrar que  0 −1 0

−1 0 0
0 0 1


 é re�e-xão. Determine em torno do que (plano ou reta) se dá a re�exão.Problema 12. 4 Use mínimos quadrados para julgar se a moeda deste experimento é honesta.

jogadas 8 16 24 32 40
aras 4 9 13 17 204adaptado de He�eron



8.7. PRODUTO INTERNO 207Problema 13. Sejam H =

〈



1
3
0
1


 ,




3
3
−1
−1


 ,




3
0
3
−3




〉 e v =




7
1
3
1


 . Cal
ule PHvde duas maneiras diferentes, 
onforme os Exemplos 258 (página 191) e 265 (página 198) notexto.Problema 14.En
ontre a melhor aproximação de  3

−7
2
3


 por vetores da forma

a




2
−1
−3

1


+ b




1
1
0
−1


 , 
om a, b ∈ R.

Problema 15. Seja A =




1 1 0
1 1 0
1 0 1
1 0 1


 e b =




1
3
8
2


.(a) En
ontre o 
onjunto-solução do problema de mínimos quadrados asso
iado ao sistemalinear Ax = b;(b) Use o item anterior para 
al
ular PIm(A)

b. (Di
a: vo
ê pode usar qualquer soluçãodo problema de mínimos quadrados.)8.7.3 Desa�osDesa�o 1.Considere u autovetor de A asso
iado a λ e v autovetor de AT asso
iado a µ
om λ 6= µ. Prove que u é perpendi
ular a v.Desa�o 2. 5 De�na uma projeção 
omo P 2 = P .(a) Mostre que uma projeção ortogonal possui esta propriedade;(b) Mostre que existe uma base tal que P (vi) = vi para i < k e P (vi) = 0 para i ≥ k.(
) Mostre que nesta base P é da forma em blo
os [ I 0
0 0

].Desa�o 3. Seja V espaço vetorial 
om produto interno e {û1, û2, û3, û4, û5} base ortonormalde V . Seja
H = 〈û2 + 2û3 + û4 + û5, −2û2 − 4û3 − 2û4 − 4û5, û2 + 2û3 + 2û4 + 3û5〉 .En
ontre uma base para H⊥.Desa�o 4. Sejam A, B ∈Mn×n. De�na 〈A, B〉 = traço(ABT ).(a) prove que é um produto interno;(b) se A =



↑
v1

↓
· · ·

↑
vn

↓


, prove que ‖A‖ (norma de A) induzida pelo produto internosatisfaz:
‖A‖2 = ‖v1‖2 + · · ·+ ‖vn‖2.5adaptado de He�eron



208 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNO(
) 6 en
ontre o 
omplemento ortogonal do subespaço das matrizes diagonais.Desa�o 5. Seja D ∈ Mn×n uma matriz diagonal tal que todos elementos da diagonal sãopositivos não-nulos. Mostre que 〈u,v〉 = vT Du é um produto interno para u,v ∈ Rn.Desa�o 6.Mostre que em R2 toda matriz de:(a) projeção possui a forma [ a b
b c

]
;(b) re�exão possui a forma [ a b

b −a

]
.Desa�o 7.Mostre que se H, W são subespaços de um espaço vetorial então:(a) H⊥ ∩W⊥ ⊂ (H ∩W )⊥; (b) (H⊥)⊥ = H .Desa�o 8. Sabemos que o determinante de uma TL é de�nida 
omo o determinante de umamatriz que representa T numa 
erta base. Se mudarmos a base, a matriz que represnta Tmuda mas o determinante permane
e o mesmo. Use isto para 
al
ular o determinante de

A = [T ]ε nos 
asos em que:(a) T é diagonalizável 
om autovalores λ1, . . . , λn;(b) T é uma rotação no R2;(
) T é uma rotação no R3;(d) T é uma re�exão em torno de uma reta no R2;(e) T é uma re�exão em torno de um plano no R3;(f) T é uma projeção;Desa�o 9. (Shilov p.272 #6) Mostre dada matriz não-singular A existem S auto-adjunta(ST = S) e Q ortogonal (QT = Q−1) tais que A = SQ. Esta é 
hamada de de
omposiçãopolar de A, em analogia 
om 
omplexos: S é o módulo (esti
amento) e Q a parte angular(rotação). Prove que ela é úni
a.Desa�o 10. (Shilov p.242 #19) En
ontre o polin�mio p(x) = xn +an−1x
n−1 + · · ·+a1x+a0para o qual a integral ∫ 1

−1

p2(x) dxé o menor valor possível.Desa�o 11.Dado T ∈ L(V ; W ), de�na ‖T‖ = max
‖u‖V =1

‖T (u)‖W . Prove que isto de�ne umanorma nos espaço das TLs.Desa�o 12. Interprete o algoritmo de Gram-S
hmidt 
omo uma de
omposição A = QR,
om Q ortogonal e R triangular superior.Desa�o 13. Prove que a matriz de rotação anti-horária por um ângulo θ em torno do eixo
(a, b, c) ∈ R3, 
om a2 + b2 + c2 = 1 é:


a2(1− cos θ) + cos θ ab(1− cos θ)− c sen θ ac(1− cos θ) + b sen θ
ab(1− cos θ) + c sen θ b2(1− cos θ) + cos θ bc(1− cos θ)− a sen θ
ac(1− cos θ)− b sen θ bc(1− cos θ) + a sen θ c2(1− cos θ) + cos θ


 .Con
lua que se A é matriz de rotação, o ângulo θ de rotação satisfaz cos θ = (traço(A)−

1)/2.Di
a: Mude base levando o eixo-z em (a, b, c) e utilize matriz de rotação no plano xy.Desa�o 14. Suponha que T é uma rotação em R3 em torno de um eixo �xo.(a) prove que existe uma base β do R3 tal que [T ]β =




1 0 0
0 cos θ − sen θ
0 sen θ cos θ


;6Ho�man and Kunze, p. 289, se
. 8.2 no. 10



8.7. PRODUTO INTERNO 209(b) (Anton; difí
il) Prove que se w ∈ R3 é um vetor não-nulo então v = Tw + T Tw +
(1− traço(T ))w determina o eixo de rotação de T .Desa�o 15.Prove que se A ∈ M2×2 
om det(A) = 1 e {Ae1, Ae2} ortonormal então Arepresenta uma rotação em R2.Desa�o 16.Prove que se A ∈ M3×3 
om det(A) = 1 e {Ae1, Ae2, Ae3} ortonormal então
A representa uma rotação em R3 em torno de algum eixo de rotação.Desa�o 17. Se A ∈M3×3 é ortogonal então é rotação em torno de um eixo se det A = 1 euma rotação seguida de re�exão se det(A) = −1.8.7.4 ExtrasExtra 1.En
ontre uma base para H⊥ se:(a) H = 〈(1, −3, 1, 2), (2, −1, 2, 0), (−4, −3, −4, 4)〉 ⊂ R4;(b) H = 〈(1, 0, 1, 3), (1, 2, 0, 1)〉 ⊂ R4;(
) H é a interseção dos planos x− y − z = 0 e 2x− y + z = 0;(d) H é a reta em R3 (x(t), y(t), z(t)) = (2t, −t, 3t);Extra 2. Seja v ∈ V um vetor não nulo. Prove que a matriz de projeção ortogonal na direção
v é dada por

P〈v〉 =
vvT

‖v‖ .Extra 3.En
ontre as matrizes das TLs T : Rn → Rn:(a) n = 2, projeção ortogonal na reta 2x− 4y = 0;(b) n = 2, projeção ortogonal na reta 〈(0, −2)〉;(
) n = 2, re�exão em torno da reta 2x− 4y = 0;(d) n = 2, re�exão em torno da reta y = 3x.(e) n = 2, projeção na reta y = x seguida de rotação de 45◦;(f) n = 4, projeção ortogonal sobre o plano { x− w = 0
y = z = 0(g) n = 3, rotação de 45◦ em torno do eixo (1, 1, 1) (deixe indi
ado 
omo produto dematrizes, não pre
isa expli
itar o produto).Extra 4. Seja H subespaço vetorial. Mostre que H ∩H⊥ = {0}.Extra 5.Em 
ada item dê um exmplo de uma TL satisfazendo as 
ondições dadas:(a) R : R2 → R2 uma re�exão 
om R(0, 1) = (0, −1),(b) P : R2 → R2 uma projeção numa reta 
om P (1, 1) = (1, 1);(
) T : R3 → R3 uma re�exão tal que T (2, 2, 2) = (0, 0, 1).(d) T : R3 → R3 uma projeção ortogonal tal que T (2, 1, 2) = (2, 3/2, 3/2).Extra 6. Seja Rθ uma rotação do plano de ângulo θ. Sabendo que Rθ(

√
3, −1) = (2, 0) e

Rθ(
√

3, 1) = (1,
√

3), determine θ.Extra 7. Sabe-se que T (1, 1, −1) = 3(1, 1, −1), T (1, 0, 1) = 3(1, 0, 1) e Tw = w,
om w ortogonal a (1, 1, −1) e (1, 0, 1). En
ontre uma base ortonormal β tal que
[T ]β =




3 0 0
0 3 0
0 0 1


 .Extra 8.Cal
ule autovalores e autovetores para mostrar que:



210 CAPÍTULO 8. PRODUTO INTERNO(a)  0 −1 0
0 0 −1
1 0 0


 é rotação. Determine o ângulo e o eixo de rotação.(b)  4/5 0 2/5

0 1 0
2/5 0 4/5



 é projeção ortogonal sobre um plano. Determine o plano.(
) 1
8




7 2
√

3

2 4 −2
√

3√
3 −2

√
3 5


 é projeção ortogonal.(d) 1

8




6 4 2
√

3

4 0 −4
√

3

2
√

3 −4
√

3 2


 é re�exão.(e) 1

2




1 −
√

2 −
√

2√
2 0

√
2

−1 −1 1


 é rotação. Determine o eixo e o ângulo.Extra 9. Seja R uma re�exão em torno da reta 3x + 5y = 0 e P uma projeção nesta reta.(a) Determine um vetor v 6= 0 tal que Pv = v;(b) Determine um vetor v 6= 0 tal que Rv = −v;(
) Cal
ule o nú
leo de P .(d) Cal
ule o nú
leo de R.Di
a: não pre
isa 
al
ular nem P nem R expli
itamente.Extra 10. Seja {v1,v2, . . . ,vn} uma base de V e w ∈ V tal que 〈vi,w〉 = 0 para todo

i = 1, . . . , n. Prove que w = 0.Extra 11. (Teorema de Pitágoras generalizado) Sejam v1,v2, . . . ,vn vetores ortogonais doisa dois, isto é, 〈vi,vj〉 = 0 se i 6= j. Prove que
‖v1 + · · ·+ vn‖2 = ‖v1‖2 + · · ·+ ‖vn‖2.Extra 12.(a) En
ontre a equação y = ax + b da reta que melhor ajusta os pontos (0, 1), (1, 1),

(2, 2) e (3, 2).(b) Esbo
e um grá�
o ilustrando o item anterior.(
) Use sua resposta ao item (a) para en
ontrar a projeção ortogonal de  1
1
2
2


 sobre

〈



1
1
1
1


 ,




0
1
2
3




〉.Extra 13.A força apli
ada numa mola e sua distenção estão rela
ionadas por uma relaçãolinear. Para determinar esta relação para uma 
erta mola �zemos medidas de distensões eobtemos a seguinte tabela:



8.7. PRODUTO INTERNO 211força apli
ada y (N) distenção x (
m)0,5 0,61,0 0,91,5 1,72,0 2,12,5 2,4Monte o sistema (sobredeterminado) que determina a, b da reta y = ax + b e resolva pormínimos quadráti
os.Extra 14.Determine a reta que melhor se ajusta aos seguintes pontos: (0, 1.1), (1, 2.1) e
(2, 3.0).
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Apêndi
e ANotação
A.1 Bási
aConjuntos numéri
os: N, Z, Q, R, C.Vetores são usualmente denotados por u,v,w. Vetor nulo 0.Es
alares são denotados usualmente por r, s, t ∈ R.Transformações lineares são usualmente denotadas por: T, P, R, S.Conjunto de elementos de x ∈ R tal que x2 − x = 0: {x ∈ R| x2 − x = 0}.Um 
onjunto de vetores: {v1,v2, . . . ,vn}. Uma lista de vetores: v1,v2, . . . ,vn.Entradas de um vetor em Rn: (1, 2, 3).Função T de V em W : T : V →W . Também es
revemos T : V → W

v 7→ 3vSistemas lineares: { x + y = 0
y − z = 0

.A.2 EspaçosEspaços vetoriais são usualmente denotados por: V, W, U .A soma direta de V e W : V ⊕W .Espaço gerado pelos vetores v1,v2, . . . ,vn: 〈v1,v2, . . . ,vn〉. Também uso, no 
apítulode produto interno, span {v1,v2, . . . ,vn} para não 
onfundir 
om produto interno.Espaço das Funções de R em R: F(R; R); de [0, 1] em R: F([0, 1]; R).Espaço das Funções de R em R Contínuas: C(R; R).Espaço das Funções de R em R 
om n derivadas Contínuas: Cn(R; R).Espaço dos polin�mios de grau n: Pn.Espaço de todos os polin�mios (qualquer grau): P.Espaço das TLs de V em W : L(V ; W ).Espaço das matrizes n×m: Mn×m.A.3 Bases e CoordenadasBases são usualmente denotadas por: α, β, γ. Base 
an�ni
a do Rn: ε.Coordenadas do vetor v na base β: [v]β.0Versão 17.abr.2008 213



214 APÊNDICE A. NOTAÇ�ODada a transformação linear T : V → W , 
om β base de V e γ base de W , a matrizque representa T é: [T ]γ←β. Caso seja mesma base do domínio e 
ontradomínio, deixamos osegundo argumento em bran
o: [T ]β .Imagem de uma TL (ou matriz): Im(T ). Nú
leo de uma TL (ou matriz): Nu
(T ).A.4 MatrizesMatrizes são usualmente denotadas por A, B, M .Matriz genéri
a: A =

[
a b
c d

].Vetor 
oluna: [ 1
3

] e  3
5
7


.Matriz e Transformação identidade: I.Posto: dim Im (A). Nulidade: ν(A). Traço de uma matriz (ou TL): traço(A). Determi-nante de uma matriz (ou TL) det (A).Matriz por 
olunas:(a) 
om primeira 
oluna igual ao vetor v1 e segunda igual ao vetor v2:  ↑v1

↓

↑
v2

↓


;(b) 
om 
olunas v1, . . . ,vn:  ↑v1

↓
· · ·

↑
vn

↓



.Matriz por linhas, 
om primeira linha igual ao vetor uT
1 , . . . , uT

m:  ← u1 →...
← um →


.Matrizes diagonais: [ a

b

],  a
b

c


,  a

b
c

d


.A.5 Produto Interno e NormaProduto interno: 〈v,u〉 = 〈v,u〉. Cuidado para não 
onfundir 
om a notação de espaçogerado pelos vetores u e v: 〈u,v〉. Por isso uso no 
apítulo de produto interno span {u,v}para o espaço gerado.Norma: ‖λw‖ = |λ|‖w‖.Vetor unitário: v̂.



Apêndi
e BRespostas dos Exer
í
ios
B.1 Introdução à Álgebra LinearB.1.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) reta; (b) ponto; (
) plano; (d) reta; (e) plano; (f) ponto; (g) reta; (h) reta.Exer
í
io 2. (a) paralelos; (b) maior tamanho e mesmo sentido; (
) mesmo tamanho e sentidooposto; (d) maior tamanho e sentido oposto; (e) menor tamanho e sentido oposto; (b) maiortamanho e mesmo sentido;Exer
í
io 3. (a) reta; (b) plano; (
) reta; (d) ponto;Exer
í
io 4. (a) não; (b) sim.Exer
í
io 5. (a) V; (b) F;Exer
í
io 6. (a) (1, 0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1). (b)


4
2
2
1


.Exer
í
io 7.Todas falsas.B.1.2 ProblemasProblema 1. (a) (0, 11); (b) (3,−1); (
) (6, 0);Problema 2. (a) (0, 0, 0, 2, 1); (b) (−3, 6,−9, 6,−3).Problema 3. (a) (x, y) = (t, 2t+5) = (0, 5)+t(1, 2) ou (x, y) = ((s−5)/2, s) = (−5/2, 0)+

s(1/2, 1); (b) (x, y) = (t,−1) = (0,−1) + t(1, 0);Problema 4. (a) x = t − 1, y = −2t + 1, z = t; (b) x = 1, y = 0, z = t; (
) x = t, y =
t, z = 0;Problema 5. (a) x = 2 − t, y = −3 + 5t, z = −1 + 2t; (b) x = −1, y = 2, z = t; (
)
x = 0, y = 1− t, z = t;Problema 6. (a) Tome s = z, t = y, x = −y+z+2 = −t+s+2. Logo, (x, y, z) = (2, 0, 0)+
s(1, 0, 1)+t(−1, 1, 0); (b) x = t, y = s, z = y = s. Logo, (x, y, z) = 0+t(1, 0, 0)+s(0, 1, 1).0Versão 17.Mar.2008 17h 215



216 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSProblema 7. (a) (1, 0, 1) + t(−1, 1, 0) + s(−2, 0,−1);(b) (1, 3, 2) + t(−2,−1,−1) + s(1,−1,−1); (
) (−3, 1, 0) + t(4, 0,−1) + s(1,−1, 1);Problema 8. (a) tome t = 0, 1 e −1 por exemplo e obtenha (1, 2, 0, 0), (1, 5/2, 1,−1),
(1, 3/2,−1, 1); (b) sim (t = 4); (
) não; (d) não pois (1, 4, 3, 2) 6∈ r;(e) sim pois (1, 4,−4, 4) ∈ r (t = −4) e (0,−2,−4, 4) é paralelo a (0, 1/2, 1,−1).Problema 9. (a) Coloque s = 0, 1 e t = 0, 1 alternadamente, obtendo 4 pontos: (1, 1, 2, 0),
(0, 3, 1, 2), (2, 2, 3, 1) e (1, 4, 2, 3); (b) sim 
om t = 1, s = 2; (
) não; (d) não pois
(1, 1, 3, 3) 6∈ Π.Problema 10. (a) (x, y, z, w) = (s − 3t + 2u + 4, s, t, u) = (4, 0, 0, 0) + s(1, 1, 0, 0) +
t(−3, 0, 1, 0) + u(2, 0, 0, 1); (b) note que x, y, w podem assumir qualquer valor. Logo 
o-lo
ando x = t, y = s, w = k e u = m, temos que z = 3u + 5 = 3m + 5. Portanto
(x, y, z, w, u) = (t, s, 3m + 5, k, m). Na forma fatorada, (x, y, z, w, u) = (0, 0, 5, 0, 0) +
t(1, 0, 0, 0, 0) + s(0, 1, 0, 0, 0) + m(0, 0, 3, 0, 1) + k(0, 0, 0, 1, 0).Problema 11. (a) sim pois um não é múltiplo do outro; (b) não pois −3(−1, 2, 1,−3) =
(3,−6,−3, 9); (
) não pois, embora nenhum seja múltiplo de outro, (1, 2) + (2, 1) = (3, 3);(d) não pois (0, 0, 0, 0, 0) = 0(1, 2, 3, 4, 5).Problema 12. (a) não pois não é múltiplo; (b) sim pois (−1, 0, 0) = (2, 1, 1)− (3, 1, 1); (
)não pois vai apare
er um sistema sem solução; (d) sim pois (a, b, c) = a(1, 0, 1)+ b(0, 1, 0)+
(c− a)(0, 0, 1); (e) não pois (2, 1, 2) não é múltiplo de (2,−1, 2).Problema 13. (a) v = 4(1,−1, 0) + 3(0, 1,−1) + 2(0, 0, 1); (b) [v]ε =




4
−1
−1


; (
) [v]β =




4
3
2


; (d) [w]ε =




2
−5

5


;B.1.3 ExtrasExtra 1. (a) F; (b) V;Extra 2. (a) (x, y) = (3, t) = (3, 0) + t(0, 1) ou (x, y) = (3, 2s) = (3, 0) + s(0, 2). (b)

x = −t + 1, y = t, z = t − 1/5; (
) y = t, z = s, x = 1 + 2y = 1 + 2t. Logo (x, y, z) =
(1, 0, 0) + t(1, 2, 0) + s(0, 0, 1); (d) x = t, y = s, z = (3t− 5)/2;Extra 3. (a) reta; (b) plano; (
) plano; (d) plano; (e) ponto; (f) reta.B.2 Sistemas LinearesB.2.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) in�nitas; (b) uma úni
a; (
) nenhuma.Exer
í
io 2.Nun
a alteram: (a), (d) e (e); podem alterar (b), (
) e (f).Exer
í
io 3. 2x + 3y = −2.Exer
í
io 4. (a) Nenhuma; (b) uma úni
a.Exer
í
io 5.Basta que uma linha seja múltipla da outra. (a)ξ 6= −6; (b) nenhum valor de ξsatisfaz.0Versão 14.jul.2008 09h



B.2. SISTEMAS LINEARES 217Exer
í
io 6. (a) falso. Pode ser, por exemplo, um sistema sem solução pois uma das equaçõesrestantes pode ser 0 = 1. (b) verdadeiro, a solução nula; (
) falso.Exer
í
io 7. (a) falso; (b) falso, pode ser sem solução; (
) verdadeiro; (d) verdadeiro (podepossuir até 9); (e) falso, pode possuir equações que são 
ombinações lineares de outras.Exer
í
io 8. (a) O sistema linear tem solução úni
a; (b) O sistema linear é sem solução(
onjunto-solução é vazio), pois há uma linha da forma [ 0 0 · · · 0 | ]; (
) O sistema linear
om in�nitas soluções. Há 3 variáveis e 2 piv�s, logo o número de variáveis livres é 3− 2 = 1variável livre.Exer
í
io 9. (a) interseção de hiperplanos; (b) 1; (
) 2; (d) 4;Exer
í
io 10. (a) 6= ∅; (b) ∈ 〈v1, . . . ,vn〉.Exer
í
io 11.S = v0 + V 
om v0 ∈ S.B.2.2 ProblemasProblema 1. (a) y = 1; (b) y = 1/2; (
) O sistema não possui solução.Problema 2. (a) solução úni
a: retas 
on
orrentes em (2, 1); (b) nenhuma solução: retasparalelas distintas;Problema 3.Existem várias possibilidades para 
ada item.Problema 4. (a) C; (b) nenhuma solução; (
) nenhuma solução; (d) A.Problema 5. (a){0x = 0; (b)Impossível, pois p < n; (
){0x + 0y = 1; (d){ 0x = 0
0x = 0

;Problema 6. (a) [ 1 0 −1 −2
0 1 2 3

];(b)  1 0 −1 0
0 1 2 0
0 0 0 1


.Problema 7. (a) Sistema sem solução. (b) Conjunto-solução: {(1, 0, 0, 0)r+(0, 2, 1, 0)s | r, s ∈

R}; (
) Conjunto-solução: {(−1, 3, 2)}; (d) Conjunto-solução: {(4
3
, 1, 0)r+(−2

3
, 0, 1)s | r, s ∈

R}; (e) Conjunto-solução: {(6, 0,−2,−2) + (−3, 1, 0, 0)r | r ∈ R}. (f) Matriz totalmentees
alonada:  0 1 2 0 0 2
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 3



; O sistema linear tem solução, já que não há linha daforma [ 0 0 · · · 0 | ]. A solução não é úni
a: há duas variáveis livres, já que há 
in
ovariáveis e só três piv�s;
{(0, 2, 0, 1, 3) + r(1, 0, 0, 0, 0) + s(0,−2, 1, 0, 0) r, s ∈ R}.Problema 8.Por de�nição, sistemas equivalentes têm o mesmo 
onjunto solução. O 
onjuntoé: {s(2, 2, 1, 0, 0) + t(24, 7, 0, 1, 0), s, t ∈ R}; (b) Fazendo, por exemplo, (s, t) = (0, 0),

(s, t) = (0, 1) e (s, t) = (1, 0) obtemos as soluções (1,3,0,0,9), (25,10,0,1,9) e (3,5,1,0,9).Problema 9.(a) x = 1
2

+ 1r + (−2)s
y = 0 + 1r + 0s
z = 0 + 0r + 1s

;(b) x = r − 1
y = r − 1
z = r

r ∈ R.Problema 10. (a) m 6= 4; (b)m = 4.



218 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSProblema 11. (a) c = 0 e d 6= 0; (b) c = 0 e d = 0.Problema 12. a = 1, b = −1, c = 2.Problema 13. (2,−1) e (−2, 3).Problema 14. (a) CL das 
olunas: 2(1,−2, 0) − 1(0, 1, 4) + 1(−1, 3,−3) = (2,−4, 0) +
(0,−1,−4) + (−1, 3,−3) = (1,−2,−7);(b)  (1, 0,−1) · (2,−1, 1)

(−2, 1, 3) · (2,−1, 1)
(0, 4,−3) · (2,−1, 1)


 =




1
−2
−7


Problema 15.Portanto queremos 
ombinar 1 vez a primeira 
oluna mais 1 vez a segundamenos 1 vez a ter
eira (usando de�nição de produto matriz-vetor 
omo CL das 
olunas):

x =




1
1
−1


. Ele não é úni
o: x =



−1
−1
1


 ou x =



−4
−4
4


 et
.B.2.3 Desa�osDesa�o 4. São duas as possibilidades para a forma totalmente es
alonada de um sistemahomogêneo n× n. Uma é 



1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0... ... . . . ... 0
0 0 · · · 1 0


 .A outra é que alguma linha zere durante o es
alonamento e seja assim des
artada, de formaque o número de linhas após o es
alonamento (p, igual ao número de piv�s) seja menor doque o número e variáveis n.Dado um sistema qualquer, 
onsideremos o sistema homogêneo asso
iado.I. Se este se enquadrar no primeiro 
aso a
ima, a forma es
alonada do sistema não-homogêneo original será, ne
essariamente, da forma




1 0 · · · 0 ⋆
0 1 · · · 0 ⋆... ... . . . ... ⋆
0 0 · · · 1 ⋆


 .Este sistema tem solução úni
a. A solução (isto é, os valores das ⋆'s) depene do lado direitodo sistema original, mas a existên
ia e uni
idade são garantidas para todo lado direito. Estaé a alternativa (a).II. Se este se enquadrar no segundo 
aso, temos um sistema 
om solução (pois sistemashomogêneos sempre o são) 
om p < n e portanto n − p variáveis livres. Isto impli
a emin�nitas soluções. É a alternativa (b).B.2.4 ExtrasExtra 1. (a) in�nitas soluções: retas 
oin
identes; (b) sem solução: retas não se inter
eptamsimultaneamente em um ponto.Extra 2. (a) ∞; (b) 0; (
) 1; (d) 1; (e) 0.0Versão 14.jul.2008 09h



B.3. ESPAÇOS VETORIAIS 219Extra 3. (a){x = 0; (b){0x = 1; (
){x + y = 1; (d){ x = 1
2x = 2

; (e){ x = 1
2x = 3Extra 4. (
) a = −2, b = −4, c = −29.Extra 6. a = 0.Extra 7. (a) 3b1 − b2 − 4b3 = 0. (b) Não, pois 3(3)− 5− 4(−1) = 8 6= 0.Extra 8. 1 a1 a2

1 a3
1 a4

1 b1

1 a2 a2
2 a3

2 a4
2 b2

1 a3 a2
3 a3

3 a4
3 b3

1 a4 a2
4 a3

4 a4
4 b4

1 a5 a2
5 a3

5 a4
5 b5



.

B.3 Espaços VetoriaisB.3.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) sim; (b) não; (
) sim; (d) não; (e) não; (f) não.Exer
í
io 2. (a) u é múltiplo de v; (b) nenhuma das alternativas. (
) não nulo.Exer
í
io 3. (C).Exer
í
io 4. representado 
omo o grá�
o da função. f(1) = −2, f(2) = 1, f(3) = 5, f(4) =
−3.Exer
í
io 5. função identi
amente nula.Exer
í
io 6. (a) sim; (b) não; (
) sim;Exer
í
io 7. base de W es
alonando . . . 
omo linhas.Exer
í
io 8. (a) pode aumentar; (b) pode diminuir.Exer
í
io 9. (a) 1; (b) plano.Exer
í
io 10. (a) não; (b) não. (
) não;Exer
í
io 11. (a) no máximo (b) é LI; (
) pode ser LD; (d) não perten
e.Exer
í
io 12. (a) no máximo (b) pode ser gerador; (
) é gerador; (d) pode perten
er.Exer
í
io 13. (a) 0 ∈W ; (b) 6v2 − 5v3 ∈W ; (
) dim W ≤ nB.3.2 ProblemasSubespaços do RnProblema 1. (a) não; (b) não; (
) sim;Problema 2. (a) não; (b) não;Problema 3. (a) 0; (b) R3.Problema 4. (a) não; (b) sim. (
) sim.Problema 5. (a) Não. (b) Sim. (
) O úni
o 
onjunto de um úni
o elemento que é LD é
{0}.Problema 6. (a) Não. (b) Sim. (
) Não. (d) Um 
onjunto de dois elementos, {u,v} é LDse e só se um dos vetores é múltiplo do outro, isto é, u = αv ou v = αu, para algum α.Note que, no item a, 0 = 0(1, 0,−2), mas (1, 0,−2) 6= α0 = 0 ∀α.0Versão 16.jul.2008 9h



220 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSProblema 7. (a) Sim. (b) Não. (
) Não.Problema 8. (a) não é; (b) não é; (
) é base; (d) não é;Problema 9. (a) Sistema (1 equação) já esta totalmente es
alonado. Como é 1 equação,4 variáveis: 3 variáveis livres. Logo dimensão é 3. Como piv� é asso
iado ao x, 
olo-
amos x 
omo variável dependente e y, z, w 
omo livres. y = r, z = s, w = t, x =
−y + w = −r + t. Logo (x, y, z, w) = r(−1, 1, 0, 0) + s(0, 0, 1, 0) + t(1, 0, 0, 1). Base:
{(−1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 0, 0, 1)}.(b) Es
alonando totalmente obtemos [ 1 0 0 0 0

0 0 1 −1 0

]. Como são 2 equações, 4variáveis: 2 variáveis livres. Logo dimensão é 2. Como piv�s são asso
iados a x e z, 
olo
amos
x, z 
omo variáveis dependentes e y, w 
omo livres. y = r, w = s, x = 0, z = w = s. Logo
(x, y, z, w) = r(0, 1, 0, 0) + s(0, 0, 1, 1). Base: {(0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1)}.(
) Sistema (2 equações) já esta totalmente es
alonado. Como são 2 equações, 4 variáveis:2 variáveis livres. Logo dimensão é 2. Como piv�s são asso
iados a y e w, 
olo
amos y, w
omo variáveis dependentes e x, z 
omo livres. x = r, z = s, y = −3z = −3s, w = 0. Logo
(x, y, z, w) = r(1, 0, 0, 0) + s(0,−3, 1, 0). Base: {(1, 0, 0, 0), (0,−3, 1, 0)}.(d) rees
revendo equações paramétri
as, (x, y, z, w) = r(1, 0, 2, 1) + s(2,−1, 1, 0) +
t(1,−2,−4,−3). Não podemos 
on
luir que dimensão é 3! Temos que es
alonar ma-triz (não pre
isa es
alonar totalmente) 
om vetores em linhas para ver dimensão do es-paço gerado:  1 0 2 1

2 −1 1 0
1 −2 −4 −3



 ∼




1 0 2 1
0 −1 −3 −2
0 0 0 0



. Portanto dimensão 2 e base
{(1, 0, 2, 1), (0,−1,−3,−2)}.Problema 10. (a) qualquer uma das três; (b) basta tomar o múltiplo de uma delas. porexemplo 2x− 2y = 0.Problema 11.Temos que resolver o sistema (0, 5, 1) = a(1, 1, 1) + b(−1, 1, 0) + c(1, 0,−1).Resolvendo obtemos que (a, b, c) = (2, 3, 1). Logo, [v]β =




2
3
1



.LI e LD: teóri
osProblema 12. 1(u − v) + 1(v − w) + 1(w − u) = 0 é uma 
ombinação linear não-trivialque dá o vetor nulo.Problema 13. (a) se v =
∑n

i=1 αivi, então 1v +
∑n

i=1(−αi)vi = 0 é uma 
ombinaçãolinear não-trivial dando o vetor nulo.(b) se ∑n
i=2(−αi)vi = 0 é uma 
ombinação linear não-trivial dando o vetor nulo, então

0v1+
∑n

i=2(−αi)vi = 0 também o é. Isto é, se {v2, . . . ,vn} não é LI, então {v1,v2, . . . ,vn}também não é.(
) se fosse verdadeiro, pelo item (a) teríamos que {v1,v2, . . . ,vn} é LD.Espaços de Polin�mios e FunçõesProblema 14. (a) sim; (b) não; (
) não; (d) sim.Problema 15. (a) 1(1+2x)−(3/2)(1+x)+(1/2)(1−x) = 0; (b) 1−sen2(x)−cos2(x) = 0.Problema 16. (a) LD; (b) LI; (
) LI.



B.3. ESPAÇOS VETORIAIS 221Problema 17. (a) se f ′ = 0 então f é 
onstante, isto é, f(x) = c para todo x. Logo,
f = cg, dado que g(x) = 1 para todo x;(b) sabemos (do 
ál
ulo) que se f ′ = f então f(x) = cex para alguma 
onstante c. Logo
f = cg.Problema 18. (a) sim; (b) não;Problema 19. (a) [q]β =




0
1
1



; (b) [p]β =




3
−1

1



;Problema 20. [f ]β =




4
3
5
2


 pois f = 4φ0 + 3φ1 + 5φ2 + 2φ3.B.3.3 Desa�osDesa�o 1. Suponha que existe v 6= 0 
om v ∈ V .Desa�o 5. (e) tome uma base para H ∩K; estenda-a a base de H e estenda-a a base de K.Desa�o 7. (a) Junte as bases de W1 e W2 e es
alone; (
) Determine base es
alonada de

W1. (e) Determine sistemas homogêneos 
uja solução seja W1 e W2. Junte as equações numsistema ampliado.Ver Reginaldo Santos p. 178, 179.Desa�o 8. (a) É 
laro que f(x) ≡ 0 satisfaz à equação. Sejam f1 e f2 satisfazendo f ′′1 (x) +
p(x)f ′1(x) + q(x)f1(x) = 0 e f ′′2 (x) + p(x)f ′2(x) + q(x)f2(x) = 0 e α ∈ R qualquer. Então
(αf1+f2)

′′(x)+p(x)(αf1+f2)
′(x)+q(x)(αf1+f2)(x) = α(f ′′1 (x)+p(x)f ′1(x)+q(x)f1(x))+

(f ′′2 (x) + p(x)f ′2(x) + q(x)f2(x)) = 0 e portanto αf1 + f2 é também solução.Desa�o 9. (
) f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+

f(x)− f(−x)

2
..B.3.4 ExtrasSubespaços do RnExtra 1. (a) sim; (b) LI para k 6= 1 e k 6= −2. (
) não.Extra 6. 1a parte (se): assuma ad − bc = 0. Se a = b = c = d = 0, então (a, b) e (c, d)são LD. Caso 
ontrário, temos que vale uma das seguintes alternativas: (i) (a, c) 6= (0, 0)e portanto c(a, b) − a(c, d) = (ca − ac, bc − ad) = (0, 0) é 
ombinação linear não-trivialdando zero ou (ii) (b, d) 6= (0, 0) e portanto d(a, b)− b(c, d) = (da− bc, db− bd) = (0, 0) é
ombinação linear não-trivial dando zero.2a parte (somente se): assuma (a, b) e (c, d) LD. Temos que vale uma das seguintesalternativas: (i)(a, b) = λ(c, d), isto é, a = λc e b = λd, de forma que ad = λcd = bc e

ad − bc = 0 ou (ii) (c, d) = λ(a, b), isto é, c = λa e d = λb, de forma que bc = λab = ad e
ad− bc = 0.LI e LD: teóri
osExtra 7.α1w1 + α2w2 + α3w3 = α1(v1 + v1) + α2(v1 + v2) + α3(v1 + v3) = (2α1 + α2 +
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α3)v1 + α2v2 + α3v3 = 0, se, e somente se,  2α1 + α2 + α3 = 0

α2 = 0
α3 = 0

, se, e somente se,
α1 = α2 = α3 = 0.Extra 9. (a) De
orre trivialmente do resultado de que um 
onjunto é LD se e só se existe umvetor que é 
ombinação linear dos demais. (b) De
orre trivialmente de (a).Extra 10. Lembre que um 
onjunto é LD se e só se existe um vetor que é 
ombinação lineardos anteriores. No 
onjunto β = {v1,v2, . . . ,vn}, este não é o 
aso de nenhum dos n − 1primeiros vetores, dado que eles formam um 
onjunto LI. Também não é o 
aso do n-ésimovetor, por (b). Logo β = {v1,v2, . . . ,vn} não é LD.Espaços de Funções ou Polin�miosExtra 12. (a) sim; (b) sim; (
) não (basta notar que f(x) ≡ 0 não perten
e ao 
onjunto);(d) sim.Extra 13. (a) sim; (b) sim;Extra 15. (b) Prove que qualquer polin�mio p(x) = ax2 + bx + c pode se expresso 
omo
ombinação de elementos de β.B.4 Transformações LinearesB.4.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) 0; (b) V ; (
) V ; (d) 0.Exer
í
io 2. (a) não; (b) sim; (
) não; (d) sim; (e) não.Exer
í
io 3. (i) (C); (ii) (A); (iii) (D); (iv) (C).Exer
í
io 4. (a) 7; (b) 4; (
) 2;Exer
í
io 5. (a) 2; (b) 5;Exer
í
io 6. (a) 2; (b) 0;Exer
í
io 7. (a) falsa; (b) verdadeira; (
) falso; (d) verdadeiro. (e) falso, dim(Nu
(T )) = 0.Exer
í
io 8. 3x− 4, 5.B.4.2 ProblemasProblema 1. (a) Não. (b) sim; (
) não.Problema 2. (a) Resolvendo o sistema  1 −1 0

0 −1 −1
−1 1 0

0 1 1







x
y
z



 =




0
0
0
0


 a
hamos o nú-
leo. Es
alonando totalmente a matriz obtemos: [ 1 0 1

0 1 1

]. São 3 variáveis, 2 equações:
3 − 2 = 1 variável livre. Como a 
oluna sem piv� é a ter
eira, 
olo
amos z 
omo variávellivre. São dependentes x e y. Colo
ando z = r, x = −z = −r e y = −z = −r. Logo,
(x, y, z) = (−r,−r, r) = r(−1,−1, 1). Logo o nú
leo tem dimensão 1 e base {(−1,−1, 1)}.019.jul.2008 16h



B.4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES 223Pelo TNI, dimensão da imagem é 3 − 1 = 2. Para 
al
ular a base montamos a matriz
om T (e1), . . . , T (en) nas linhas:  1 0 −1 0
−1 −1 1 1

0 −1 0 1


. Es
alonando (par
ialmente, nãopre
isa ser totalmente es
alonada), [ 1 0 −1 0

0 −1 0 1

]. Logo a imagem tem dimensão 2 ebase {(1, 0,−1, 0), (0,−1, 0, 1)}.(b) Resolvendo o sistema  1 −1 0
2 0 1
0 2 1






x
y
z


 =




0
0
0


 a
hamos o nú
leo. Es
alonandototalmente a matriz obtemos: [ 1 0 1/2

0 1 1/2

]. São 3 variáveis, 2 equações: 3 − 2 = 1variável livre. Como a 
oluna sem piv� é a ter
eira, 
olo
amos z 
omo variável livre. Sãodependentes x e y. Colo
ando z = r, x = −z/2 = −r/2 e y = −z/2 = −r/2. Logo,
(x, y, z) = (−r/2,−r/2, r) = r(−1/2,−1/2, 1). Logo o nú
leo tem dimensão 1 e base
{(−1/2,−1/2, 1)}.Pelo TNI, dimensão da imagem é 3 − 1 = 2. Para 
al
ular a base montamos a ma-triz 
om T (e1), . . . , T (en) nas linhas:  1 2 0

−1 0 2
0 1 1


. Es
alonando (par
ialmente, nãopre
isa ser totalmente es
alonada), [ 1 2 0

0 2 2

]. Logo a imagem tem dimensão 2 e base
{(1, 2, 0), (0, 2, 2)}.(
) Resolvendo o sistema  1 0 3 0 −1

0 0 1 −1 1
1 0 4 −1 0







a
b
c
d
e




=




0
0
0


 a
hamos o nú
leo. Es-
alonando totalmente a matriz obtemos: [ 1 0 0 3 −4

0 0 1 −1 1

]. São 5 variáveis, 2 equa-ções: 5 − 2 = 3 variáveis livres. Como são 
olunas 
om piv� primeira e ter
eira, a e
c são dependentes. São livres: b, d, e. Colo
ando b = r, d = s, e = t, a = −3d +
4e = −s + t, c = d − e = s − t. Logo, (a, b, c, d, e) = (−3s + 4t, r, s − t, s, t)
= r(0, 1, 0, 0, 0) + s(−3, 0, 1, 1, 0) + t(4, 0,−1, 0, 1). Logo o nú
leo tem dimensão 3 e base
{(0, 1, 0, 0, 0), (−3, 0, 1, 1, 0), (4, 0,−1, 0, 1)}.Pelo TNI, dimensão da imagem é 5 − 3 = 2. Para 
al
ular a base montamos a ma-triz 
om T (e1), . . . , T (en) nas linhas:  1 0 1

0 0 0
3 1 4
0 −1 −1
−1 1 0



. Es
alonando (par
ialmente, nãopre
isa ser totalmente es
alonada), [ 1 0 1

0 1 1

]. Logo a imagem tem dimensão 2 e base
{(1, 0, 1), (0, 1, 1)}.Problema 3. (a) Nu
(T ) = Im(T ) = P1. (b) Nu
(T ) é o 
onjunto dos polin�mios da forma
(x − 3)q(x), Im(T ) = R.(
) Nu
(T ) = 0, Im(T ) = 〈x, x2, x3〉 (d) A imagem é C(R; R)(sobrejetiva) pois dado g ∈ C(R; R) de�na h(x) =

∫ x

0
g(s) ds, pelo teorema fundamental do
ál
ulo h ∈ C1(R; R) e T (h) = g. O nú
leo são funções 
onstantes.



224 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSProblema 4. (a) Contradiz o Teo. do Nú
leo e da Imagem (dimensão do nú
leo só 
om aorigem (= 0) mais dimensão da imagem (no máximo = 2) é menor do que a dimensão doespaço de partida (= 4) . Ou, mais intuitivamente, um espaço de dimensão 4 está sendolevado pela TL num espaço de dimensão 2. A imagem portanto tem dimensão no máximo 2.Assim, é pre
iso que um subespaço de R4 de dimensão ao menos 2 seja levado (
olapse) no0 pela TL.(
) Para que a TL seja injetiva, seu nú
leo deve ser trivial, ou seja, deve 
onter apenaso 0 (de R4). Nesse 
aso a dimensão do nú
leo é 0 (
ontém apenas um ponto). Mas na TLdada, o né
leo deve ter dimensão pelo menos 2 (vide resposta do item (a)).(e) Pelo Teorema do Nú
leo e da Imagem, dim(N(T ))+dim(Im(T )) = 7. Ora, 
omo asoma de dois números iguais daria um número ímpar? Impossível.(g) Note que os vetores da base do nú
leo são LI (e dim(N(T )) = 2), mas que os vetores(1,1,2) e (2,2,4) que geram a imagem são LD, e logo basta um deles para gerar o mesmoespaço (logo dim(Im(T )) = 1). Mas aí, novamente, não 
onseguiríamos satisfazer ao Teo.do Nú
leo e da Imagem. Logo não é possível existir tal TL.Problema 5. (a) [ −1 0
−2 −1

](b) T (x, y, z, w) = (2x + 2y + z + w, x + y − z + 2w, 4x + 4y + z + 3w). Solução:Uma base do nú
leo é (1, 0,−1,−1) e (0, 1,−1,−1). Podemos 
ompletar esta base, porexemplo, 
om (0, 0, 1, 0) e (0, 0, 0, 1). Podemos agora determinar 
ompletamente T por
T (1, 0,−1,−1) = T (0, 1,−1,−1) = 0, T (0, 0, 1, 0) = (1,−1, 1) e T (0, 0, 0, 1) = (1, 2, 3).(
) T (x, y, z) = (0, 0,−x− y + z,−x − y + z) Solução: O nú
leo é gerado por (1, 0, 1)e (0, 1, 1). A imagem é gerada por (0, 0, 1, 1). Portanto, T (1, 0, 1) = T (0, 1, 1) = 0.Como (0, 0, 1) 
ompleta a base do R3 (entre outras possibilidades), 
olo
amos T (0, 0, 1) =
(0, 0, 1, 1). Agora sabemos T em três vetores da base de uma base do R3. Portanto podemosdeterminar que T (x, y, z) = (0, 0,−x− y + z,−x − y + z).Problema 6. São lineares somente (a) e (
).Problema 7.Observe o seguinte: Caso 0 não fosse raíz de p, i.e., não houvesse a restrição
p(0) = 0 sobre os elementos de W , então o nú
leo da transformação linear derivada primeiraseria somente os polin�mios 
onstantes, da forma p(x) = a, 
om a ∈ R. Mas polin�miosdessa forma só satisfazem a restrição p(0) = 0 em W quando a = 0 (
aso 
ontrário teríamos
p(0) = a, 
om a 6= 0 e daí p não perten
eria a W ), donde 
on
luímos que o úni
o polin�miolevado no 0 pela TL derivada primeira é o polin�mio nulo. Logo D é injetiva.Problema 8. Funções do primeiro grau: f(x) = ax + b, ou seja P1.Problema 9. ((T ◦S)(f))(x) = (T (S(f)))(x) = (S(f))(2x+2) = f((2x+2)/2−1) = f(x).
∀x, ∀f . Isto impli
a que (T ◦ S)(f) = f , ∀f , o que impli
a que, T ◦ S = I.De forma análoga, mostra-se que S ◦ T = I.B.4.3 Desa�osDesa�o 1. (b) note que traço de AB é igual ao traço de BA. logo, traço de AB − BA ézero e traço de I é n.Desa�o 5.De�na T1, T2 : R2 → R por: T1(x, y) = x e T2(x, y) = y. Veri�que que sãoLIs. Dada T qualquer de�na a = T (e1), b = T (e2). Então T (x, y) = xT (e1) + yT (e2) =
aT1(x, y) + bT2(x, y). Logo T = aT1 + bT2. A dimensão deste espaço é 2.Desa�o 6.De�na T11, T12, T21, T22 : R2 → R por: T11(x, y) = (x, 0), T12(x, y) = (0, x),
T21(x, y) = (y, 0), T22(x, y) = (0, y). Veri�que que são LIs. Dada T qualquer de�na
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(a, b) = T (e1), (c, d) = T (e2). Então T (x, y) = xT (e1) + yT (e2) = x(a, b) + y(c, d) =
a(x, 0) + b(0, x) + c(y, 0)+ d(0, y) = aT11(x, y) + bT12(x, y) + cT21(x, y) + dT22(x, y). Logo
T = aT11 + bT12 + cT21 + dT22. A dimensão deste espaço é 4.Desa�o 7. (a) Como dimL(R2; R2) = 4, o 
onjunto {I, T, T 2, T 3, T 4}, que possui 5 ele-mentos, é LD. Portanto existe uma 
ombinação linear não-trivial deles que vale 0.(b) Generalizando o argumento anterior, 
omo dimL(Rn; Rn) = n2, o 
onjunto
{I, T, T 2, . . . , T n2}, que possui n2 + 1 elementos, é LD. Portanto existe uma 
ombinaçãolinear não-trivial deles que vale 0.Desa�o 9. Seja {u1,u2, . . . ,un} base de U e {v1,v2, . . . ,vm} base de V . Pelo Lema 11da página 82, para de�nir Tij ∈ L(U ; V ) basta de�nir valores nos elementos da base de U .Assim de�nimos Tij(uk) =

{
vj ; para i = k;
0; 
aso 
ontrário . Como T (uk) ∈ V e {v1,v2, . . . ,vm}é base de V , existem akj ∈ R tais que T (uk) =

m∑

j=1

akjvj. Agora de�na S ∈ L(U ; V )por S =
∑

i,j

ai,jTij . Agora, S(uk) =
∑

i,j

ai,jTij(uk) =
∑

j

akjvj = T (uk) para todo k.Como S e T são lineares e assumem mesmo valor nos elementos da base, S ≡ T . Logo
{Tij ; i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , m} gera o espaço L(U ; V ). Pode-se provar que Tij é LI noespaço das TLs. Como são nm T ′ijs, a dimensão é nm.Desa�o 10.Use o Teorema do Nú
leo-Imagem duas vezes.B.4.4 ExtrasExtra 1. (a) 7; (b) 7;Extra 2. (a) 4; (b) 5.Extra 3. (a) 3; (b') 0;Extra 4. 1

2
1







Extra 9.(a) T (0) = T (0 + (−1)0) = T (0) + (−1)T (0) = T (0) − T (0) = 0 (usamos somente alinearidade de T ).(
) Contém o 0, e está fe
hado pela soma e multipli
ação por es
alar: Considere v̄ e v̂em N(T ) (ou seja: T (v̄) = 0 e T (v̂) = 0), e α ∈ R. Então T (v̄ + αv̂) = T (v̄) + αT (v̂) =
0 + α0 = 0. Logo N(T ) é subespaço vetorial.(d) Vamos usar que, se T é injetiva, o úni
o elemento do nú
leo é o 0. Suponha, porexemplo, que T (vi) = λT (vj), 
om i 6= j. Então T (vi)− λT (vj) = 0. Usando a linearidadede T , temos que T (vi − λvj) = 0. Agora, usando a injetividade de T , 
on
luimos que
(vi − λvj) = 0, ou vi = λvj . Contradição, pois por hipótese os vi's eram LI.(d) (solução alternativa) Seja {v1, . . . ,vp} LI. Considere a sua imagem por T ,
{T (v1), · · · , T (vp)}. Para dis
utir a independên
ia linear deste 
onjunto, devemos veri�
arquando ∑p

i=1 αiT (vi) = 0. Mas, por linearidade, ∑p

i=1 αiT (vi) = T (
∑p

i=1 αivi) e T (0) =
0. Da injetividade de T , segue que ∑p

i=1 αivi = 0, o que, pela independên
ia dos vi's,impli
a em αi's todos nulos. Mas isto garante a independên
ia de {T (v1), · · · , T (vp)}.(e) Seja V de dimensão n e seja β = {v1, . . . ,vn} base de V . Então, pelo exer
í
ioanterior, T (β) = {T (v1), · · · , T (vn)} é um 
onjunto LI. Mas um 
onjunto de n vetores LIem um espaço de dimensão n é uma base.



226 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSExtra 10.Todas as operações são lineares.Extra 11.Como T (αp + q)(x) = x(αp(x) + q(x)) = αxp(x) + xq(x) = (αT (p) + T (q))(x),
on
luimos que é linear.Se T (p) = T (q) então T (p)(x) = xp(x) = T (q)(x) = xq(x) para todo x. Logo p(x) =
q(x) para todo x diferente de zero. Como polin�mios são funções 
ontínuas, p(x) = q(x)para todos x (in
luindo o zero) e portanto p = q. Con
luimos que é injetiva.Extra 12.É linear somente (a).Extra 13. (a) T não é, S é. (b) Nu
(S) = 0. S é sobrejetiva: de fato, dado h de�na
f(x) = h(x− 1) e S(f)(x) = h(x + 1− 1) = h(x).B.5 MatrizesB.5.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) e (
) somente.Exer
í
io 2.A2 + AB + BA + B2.Exer
í
io 3. Im(TA).Exer
í
io 4. (a) 0; (b) n.Exer
í
io 5. (a) [ 3 7

5 −4

]; (b) [ 0 1
−1 0

], (
) T (x, y) = (x, 3x); (d) T (x, y) = (−y, 8x+

3y).Exer
í
io 6. (a) 
olunas; (b) linhas;Exer
í
io 7. (a) das 
olunas de A; (b) das linhas de B; (
) linhas de A por 
olunas de B;Exer
í
io 8.n é dimensão do domínio e m do 
ontradomínio. (a) Falso. Por exemplo, tomeuma matriz m× n 
om todas as entradas iguais a 0; (b) verdadeiro pois se a dimensão dodomínio é maior do que a do 
ontra-domínio então dim(Nu
(A)) > 0.B.5.2 ProblemasNú
leo e Imagem e Inversa em RnProblema 1. (a) Nú
leo=0, 
om, dimensão 0, Imagem=〈(1, 2, 0,−1), (0, 0, 1,−2)〉, 
omdimensão 2.(b) Nú
leo=〈(2,−1, 1, 0), (0, 0, 0, 1)〉, 
om dimensão 2. Imagem=〈(1, 0,−1), (0, 1, 1)〉
om dimensão 2.(
) Nú
leo=〈(1,−1, 1)〉 
om dimensão 1, Imagem=〈(1, 0, 1, 0), (0, 2,−1, 1〉 
om dimen-são 2.(d) Nú
leo=〈(1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1)〉 
om dimensão 2, Imagem=〈(1, 0, 1), (0, 1, 1)〉 
omdimensão 2.Problema 2. (a) [ 0 −1
1 2

]; (b) 1
2




1 1 −2
−1 1 0

0 0 2


028.jul.2008 11h



B.5. MATRIZES 227Problema 3. [T ]ε =




1 0 1
1 0 −1
0 1 0


 ,

([T ]ε)
−1 = [T−1]ε =




1/2 1/2 0

0 0 1
1/2 −1/2 0



Problema 4. (a) A−1 =




1 0 0

−1/3 1/3 0
0 −1/5 1/5



(b) u =




1

−1/3
0



 v =




0

1/3
−1/5



 w =




0
0

1/5



Problema 5. (a) [ 0 I
I 0

]; (b) [ I −A
0 I

]Problema 6.S2 =

[
B 0
0 B

].Geometria e TLsProblema 7. (a) r; (b) 0; (
) PP = P ; (d) RR = I; (e) RP = P ; (f) PR = P ; (g)
P n = P e R2k = I; R2k+1 = R.Problema 8.Nú
leo: (0, 1, 0) e Imagem: (1, 0, 0), (0, 0, 1)Mudança de basesProblema 9. (a) [I]ε←α =

[
6 2

11 4

](b) [I]α←ε = [I]−1
ε←α.(
) Basta veri�
ar que [ 2 −1

−11/2 3

]
[I]ε←α = I.Problema 10. (a) [I]ε←β =




1 0 1
0 1 −1
0 −1 0


 
uja inversa é [I]β←ε =




1 1 1
0 0 −1
0 −1 −1


; (b)

[v]β =




1
0
−1


; (
) [w]ε =




4
−1
−2


; (d) [T ]β =




1 1 0
0 1 1
0 0 1


Problema 11. (a) A resposta não é úni
a. Por exemplo, u =

[
1
0

] e v =

[
1
−3

] (b) Umnão é múltiplo do outro, portanto são dois vetores LI em R2. (
) [ 2 0
0 −1

]Problema 12.Para ambos itens, a matriz identidade.Problema 13. [ 1 0
1 1/2

]Problema 14. 1 1 0
0 1 2
0 0 1






228 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSProblema 15. Se p = 1, S(p)(x) = xp(x) = x1 = x e [x]ε =




0
1
0


, se p = x, S(p)(x) =

xp(x) = xx = x2 e [x2]ε =




0
0
1



. Logo, [S]β2←β1
=




0 0
1 0
0 1



.B.5.3 Desa�osDesa�o 1.BA2 = (BA)A = I, logo A é invertível e A−1 = BA.Desa�o 5. (a) Note que T (I) = IB − BI = B − B = 0, independentemente de B. Logo,
I ∈ Nu
(T ). (b) 1a parte (se): suponha que B possui inversa. Seja A ∈ Nu
(S). Então
S(A) = BA = 0. Multipli
ando-se por B−1 dos dois lados, A = B−1BA = B−10 = 0.Logo Nu
(S) = {0}. 2a parte (somente se): suponha que B não possui inversa. Logo existe
0 6= v ∈ Rn tal que Bv = 0. Seja A = [v · · ·v]. Então S(A) = BA = 0 e 0 6= A ∈ Nu
(S).Desa�o 6. (a) Há in�nitas respostas. Por exemplo, B =

[
1 1
1 1

] e C =

[
2 0
0 2

]. (b)Neste 
aso AB = AC ⇒ A−1AB = A−1AC ⇒ B = C.Desa�o 7. (a) não; (b) θ 6= 0 e θ 6= π.Desa�o 8.An =

[
1 n
0 1

]

B.5.4 ExtrasNú
leo e Imagem e Inversa em RnExtra 1. (a) Nú
leo=〈(1,−1, 1)〉 
om dimensão 1, Imagem=〈(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0,−1)〉 
omdimensão 2.(b) Nú
leo é x + z = 0 e y + z = 0, 
uja dimensão é 1, gerado por (1, 1,−1), imagem é
〈(1, 0, 2, 3), (0, 1,−2,−2)〉, dimensão 2.(
) Nú
leo é o plano xw, y = z = 0, 
om dimensão 2. Imagem é 〈(1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)〉
om dimensão 2.Extra 2. (a) Ponha a matriz na forma es
alonada (não pre
isa ser reduzida). Para que oposto seja 1, pre
isamos de apenas 1 pivot. Logo 5− 2h = 0, ou h = 5

2
.(b) Ponha a matriz na forma es
alonada (não pre
isa ser reduzida). Para que o posto seja2, pre
isamos de 2 pivots. Logo 5− 2h 6= 0, ou h ∈ R, h 6= 5

2
.Extra 3. (a) [ 1/2 −1/2

1/2 1/2

];Extra 4. [T ]ε =




0 0 1
0 1 1
1 1 1


 ,

([T ]ε)
−1 = [T−1]ε =




0 −1 1
−1 1 0

1 0 0







B.5. MATRIZES 229Geometria e TLsExtra 5.Di
a: Qual a re�exão dos vetores da base 
an�ni
a 
om relação a esta reta? R:
T (x, y) = (−y,−x).Extra 7. (a) PQ = 0. (b) QP = 0. (
) QR = −Q; (d) RQ = −Q;MatrizesExtra 9. (a) sim;(b) sim;(
) sim.(d) De�na Aij a matriz que todas entradas são zero menos aij = 1.Para matriz 2×2: Base de triangular superior: A11, A12, A22. Base de diagonal: A11, A22.Base de simétri
a: A11, A12 + A21, A22. aij = 1.Para matriz 3 × 3: Base de triangular superior: A11, A12, A13, A22, A23, A33. Base dediagonal: A11, A22, A33. Base de simétri
a: A11, A12 + A21, A13 + A31, A22, A23 + A32, A33.Extra 11. (a) De�na A11 =

[
1 0 0
0 0 0

], A12 =

[
0 1 0
0 0 0

], A13 =

[
0 0 1
0 0 0

], A21 =
[

0 0 0
1 0 0

], A22 =

[
0 0 0
0 1 0

], A23 =

[
0 0 0
0 0 1

]. Então {A11, A12, A13A21, A22, A23} ébase (representação úni
a) pois
[

a11 a12 a13

a21 a22 a23

]
= a11A11 + a12A12 + a13A13 + a21A21 + a22A22 + a23A23.A dimensão é 6.(b) De�na Akl = (aij) uma matriz 
om zeros em todas as entradas menos akl = 1 (vejaitem (a)). O 
onjunto {Akl; 1 ≤ k ≤ m; 1 ≤ l ≤ n} é base deMm×n e a dimensão é mn.Extra 13. [ 1 0

1 1

]Extra 14. (a) Nu
(T ) = {0} e Im(T ) =Mn×n. (b) T é bijetiva (injetiva e sobrejetiva).Extra 16. [ 2 −2
−2 4

]Extra 17. (b) k = 3; (
) k = n + 1; (d) Basta fazer a 
onta (I −N)(I + N + N2 + N3 +
· · · + Nk−1) = I + N + N2 + N3 + · · · + Nk−1 −N(I + N + N2 + N3 + · · · + Nk) =
I +N +N2 +N3 + · · ·+Nk−1 −N −N2−N3−· · ·−Nn−Nk = I −Nk. Como Nk = 0,
(I −N)(I + N + N2 + N3 + · · ·+ Nk−1) = I.Mudança de basesExtra 18. [I]α←β =




1 1 1
0 1 0
1 1 −1



Extra 20.A base β são as 
olunas da matriz [I]ε←β = [I]ε←α[I]α←β. Como [I]ε←α =


1 −1 0
1 1 −1
1 1 1


 obtemos que β = {(−1, 3, 3), (1,−1,−1), (−1, 0, 2)}.Extra 21. [ 5/2
1

]



230 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSExtra 22. [I]β←α =

[
−1 4

1 −2

]Extra 23. 1 1 1
1 −1 0
0 0 1



Extra 24. (a) [ 0 1
−1 0

] (b) [ 1 0
0 2

] (
)  0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1


Extra 26. Se p = 1, T (p)(x) = p(x + 1) = 1 e [1]ε =




1
0
0



, se p = x, T (p) = p(x + 1) =

x + 1 e [x + 1]ε =




1
1
0


, se p = x2, T (p)(x) = p(x + 1) = (x + 1)2 = x2 + 2x + 1 e

[x2 + 2x + 1]ε =




1
2
1



. Logo [T ]ε =




1 1 1
0 1 2
0 0 1



.B.6 DeterminantesB.6.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) V: (b) F, pode ser uma múltipla da outra; (
) F, det(B) = − det(A).Exer
í
io 2. (a) −2; (b) −1/2; (
) −32.Exer
í
io 3. (a) pode ser = (se A = B = 0) ou 6= (se A = B = I); (b) =; (
)−30.Exer
í
io 4. (a) 0; (b) 4!.Exer
í
io 5. (a) 14; (b) 21; (
) −7; (d) 56.Exer
í
io 6. (a) uma úni
a solução; (b) uma úni
a solução; (
) nenhuma ou in�nitas soluções;(d) in�nitas soluções;Exer
í
io 7. (a) múltiplo de; (b) perten
e ao plano gerado por v e w; (
) LDs; (d) LDs.Exer
í
io 8. (a) 6= 0; (b) = 0; (
) 6= 0.Exer
í
io 9. (a) 6= 0; (b) = 0; (
) 4; (d) < 4.Exer
í
io 10.v é solução não-trivial de (A− λI)x = 0. Logo, det(A− λI) = 0.B.6.2 ProblemasProblema 1. (a) λn; (b) λn det(A).Problema 2. det(A)− (−4) = det(B) = −36. Logo, det(A) = 9.Problema 3. (a) −16; (b) 12.Problema 4. (a) −1 e 6; (b) usando matriz em blo
os, 1, 2, 3.Problema 5. 4π.Problema 6. 62.0Versão 28.julho.2008 06h



B.6. DETERMINANTES 231Problema 7.−1.Problema 8. (a) Troque l1 
om l4 e l2 
om l3. Agora a matriz resultante é diagonal e odeterminante é o mesmo que de M pois foram duas tro
as. Assim o determinante é o produtodos elementos da diagonal da nova matriz: abcd. (b) (−1)(n+1).Problema 9.O fator 1/(ad − bc) sai do determinante 
omo 1/(ad − bc)2 pois A é 2 × 2,obtendo o resultado 
orreto: det(A−1) = (ad− bc)/(ad− bc)2 = ad− bc.Problema 10. (a) (9− 8)(14− 1) = 13; (b) (9− 8)(−1) = −1.B.6.3 Desa�osDesa�o 1. (e) Seja v =
∑

viei, (u × v) · v =
∑

wivi =
∑

det
[

u v ei

]
vi = (pelalinearidade do determinante) det

[
u v

∑
viei

]
= det

[
u v v

]
= 0.Desa�o 3. (a) Subtraia a primeira linha das outras e reduza a determinante 2×2. Considere

v = (x, y) O determinante é zero se, e somente se, os vetores v1 − v e v2 − v são 
olineares.(b) Semelhante a letra (a), o determinante é zero se, e somente se, os vetores v1 − v, v2 − ve v3 − v são 
oplanares.Desa�o 4. (a) Subtraia linhas e reduza a determinante 2× 2;Desa�o 10.Apli
ando a algoritmo de 
ál
ulo 
om eliminação de Gauss, somente ra
ionaisentrarão em 
ada etapa, in
lusive na �nal, no produto de elementos da diagonal.Desa�o 11.Cada 
oluna é um vetor 
ujo máximo da norma é √k2 + · · ·+ k2 = k
√

n. Omáximo volume é o produto do 
omprimento de 
ada aresta.Desa�o 14.Adi
ione todas as 
olunas da primeira. Se a matriz é n × n, o determinante é
(x + (n− 1)a)(x− a)n−1.Desa�o 16. (a) Mostrar que 3 não é su�
iente é fá
il. Para mostrar que é 4 
oloque-os namesma linha ou 
oluna. (b) n.B.6.4 ExtrasExtra 1. (a) −3 · 2n; (b) −3 · 3n; (
) (−3)5/3n;Extra 2. (a) 2; (b) 2; (
) λ1 = λ2 = 0.Extra 3. (a) não possui; (b) nada podemos a�rmar.Extra 4.Não. Para preservar área, basta que det T = 1. Considere T (x, y) = (x/2, 2y). Em-bora det T = 1, 
omprimentos na direção x são reduzidos à metade, na direção y dupli
ados.Extra 6.T =




1 0 1
2 1 3
−1 0 1



. Como C é um 
ubo de aresta 3, vol(C) = 33 = 27. Logo,vol(T (C)) = det(T )vol(C) = (2)(27) = 54.Extra 7.T (x, y, z) = (ax, by, cz) e B = {(x, y, z) ∈ R3; x2 + y2 + z2 ≤ 1}. Logovol(E) = vol(T (B)) = det(T )vol(B) = (abc)(4/3π).Extra 9. (a) 2 e 5;Extra 10. Se x = det(A) então x2 = x; raízes são 0 ou 1.Extra 11.Cal
ulando o determinante dos dois lados 
on
luímos que A é invertível. Multipli-
ando os dois lados por A−1 
on
luimos que B = A−1. Dai segue o resultado.Extra 12. Se x = det(A) então xk = 1; raíz 1 se k par, 1 e −1 se k impar.



232 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOSExtra 13. (a) Como n = 3, det(−I) = −1 e det(A2) = det(−I) = −1 = det(A)2. Logo
det(A) = ±i, o que é impossível para uma matriz 
om entradas reais. (b) basta fazer a
onta.Extra 14. Se x = det(S) então x = (−1)nx; se n é impar obtemos x = −x, o que impli
a
x = 0.Extra 15. Se x = det(N) então xk = 0; raíz 0. Logo det(N) = 0, o que impli
a que N nãoé invertível.Extra 16. Se x = det(Q) então x2 = 1; raízes são 1 ou −1.Extra 19.Troque as linhas de 
ima 
om a debaixo. O determinante é o mesmo a menos desinal. Como todas são do mesmo tamanho, o sinal �nal é o mesmo. A matriz agora seráblo
o triangular da forma [ A 0

X I

], 
om determinante igual a det(A).Extra 20.Como det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).Extra 21. det(A) = det(P ) det(D) det(P−1) = det(D) pois det(P ) det(P−1) = det(PP−1) =
det(I) = 1. Como D é diagonal, det(D) = n! (produto dos elementos da diagonal). Como
det(Ak) = (det(A))k = (n!)k.Extra 22. (a) de forma geral não; (b) sim; (
) sim.Extra 23. Sim, pois se det(AB) = det(A) det(B) 6= 0 então det(A) 6= 0, o que impli
a que
A é invertível.Extra 24.Troque as linhas até resultar numa matriz diagonal. Dependendo se a matriz possuinúmero par ou impar de linhas, o determinante possuirá o mesmo sinal ou sinal tro
ado.Extra 25.Cada operação elementar altera o sinal (que 
ontinuará zero) ou multipli
ará por
onstante (que manterá determinante zero).B.7 Autovalores, Autovetores e DiagonalizaçãoB.7.1 Exer
í
ios de FixaçãoAutovalores e AutovetoresExer
í
io 1. (a) 2; (b) 3. (
) não é;Exer
í
io 2. (a) Falso pois para ser autovalor o autovetor tem que ser não-nulo; (b) Falsopois autovetor tem que ser não-nulo.Exer
í
io 3. (a) Falso, rotações em R2. (b) Verdadeiro, autovalor 0. (
) Verdadeiro, pois
omo 0 não é autovalor a matriz A é invertível.Exer
í
io 4. 9.Exer
í
io 5. (a) = 0; (b) = 0; (
) > 0;Exer
í
io 6. é.Exer
í
io 7. (a) talvez; (b) sim.Exer
í
io 8. (a) R, P ; (b) R; (
) P ; (d) U .Exer
í
io 9. (a) 0; (b) todos os vetores não-nulos.Exer
í
io 10. (a) 3; (b) 0; (
) 1.0Versão 28.jul.2008 19h



B.7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇ�O 233DiagonalizaçãoExer
í
io 11. (a) verdadeiro. (b) falso, pode ser diagonalizável; Um exemplo 
om somenteum autovalor é a matriz identidade, 
ujo úni
o autovalor é 1 e é diagonalizável.Exer
í
io 12. não é.Exer
í
io 13. (a) −1, 1, 2; (b) pode ser diagonalizada; distintos; formam uma base.B.7.2 ProblemasAutovalores e AutovetoresProblema 1. (a) sim; (b) não; (
) não; (d) sim;Problema 2. (a) Não; (b) Sim 
om autovalor 0 (zero).Problema 3.{[ −1
3

]} é uma base. [ −1
3

], [ 1
−3

] e [ 10
−30

], por exemplo, são auto-vetores distintos.Problema 4. (a) autovalor −5 
om autoespaço 〈(−1, 1)〉 e autovalor 9 
om autoespaço
〈(1, 1)〉. (b) autovalor 3 
om autoespaço 〈(1, 0, 0)〉, autovalor 2 
om autoespaço 〈(0,−2, 1)〉,e autovalor 1 
om autoespaço 〈(0,−1, 1)〉. (
) autovalor 1 
om autoespaço 〈(1, 0, 0,−1)〉 eautovalor 0 
om autoespaço 〈(0, 1, 0, 0)〉.Problema 5. (a) autovalor 3 
om autoespaço 〈(1, 0)〉; (b) autovalor −1 
om autoespaço
〈(1, 0, 0)〉, autovalor 1 
om autoespaço 〈(1, 0, 1), (0, 1,−1)〉.Problema 6.

[
A− 5I 0

]
=




0 −2 6 −1 0
0 −2 h 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 −4 0




∼




0 1 −3 0 0
0 0 h− 6 0 0
0 0 0 1 0





(se h = 6) ∼
[

0 1 −3 0 0
0 0 0 1 0

]

(se h 6= 6) ∼




0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


 .Autoespaço bidimensional ⇔ duas variáveis livres ⇔ h = 6.Problema 7.Autovetor v 
om autovalor: (a) λ2;(b) 1/λ; De fato, seja v 6= 0 autovetor asso
iado ao autovalor λ. Então Av = λv.Como A é invertível, podemos multipli
ar à esquerda por A−1 ambos os lados da equação,produzindo A−1Av = v = A−1λv = λA−1v. Como λ 6= 0 (pois a matriz é invertível),podemos dividir tudo por lambda e obter A−1v = λ−1v.(
) µλ;(d) aµ + bλ;Problema 8. (a) Como T (1,−2) = −1/2(1,−2) = (−1/2, 1) e T (0, 1) = 2(0, 1) = (0, 2).Como (1, 0) = (1,−2) + 2(0, 1), T (1, 0) = (−1/2, 5). Portanto, [T ]ε =

[
−1/2 0

5 2

].Logo T (x, y) = (−x/2, 5x + 2y)



234 APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS(b) T (1,−1, 1) = 3(1,−1, 1), T (1, 0, 1) = 3(1, 0, 1) e T (0, 1, 1) = 0. Desenvolvendoestes dados obtemos que T (x, y, z) = 3x, 3x + 3y − 3z, 3x).Problema 9. (a) 
omo o nú
leo é uma reta, 0 é autovalor também, resultando em trêsautovalores distintos, o que é impossível em dimensão 2;(b) pelo teorema do nú
leo-imagem T deve ser injetiva também, impli
ando que 0 nãopode ser autovalor;(
) 
omo (5, 7, 9) = (1, 2, 3) + (4, 5, 6), T (5, 7, 9) = T (1, 2, 3) + T (4, 5, 6) = (1, 2, 3) +
2(4, 5, 6) = (9, 12, 15) 6= 3(5, 7, 9) ;Problema 10. (a) 0 e 1; dimNu
(T ) = 1, dimNu
(T + I) = 0, dimNu
(T − I) = 2.(b) 1 e −1. dimNu
(T ) = 0, dimNu
(T + I) = 1, dimNu
(T − I) = 2.Problema 11. (a) (2, 4, 2); (b) 1 pois a imagem tem pelo menos dimensão 2, igual a dimensãodo autoespaço.Problema 12.O eixo será um autovetor asso
iado ao autovalor 1: (−1, 1,−1).Problema 13. (a) f(s) = exp(−9s); (b) f(s) = sen(3s) e f(s) = cos(3s).DiagonalizaçãoProblema 14.Os autovalores são as entradas de D, ou seja, 1 e 2.Uma base para o autoespaço asso
iado ao autovalor 1 é obtida tomando-se as 
olunas de
M asso
iadas ao autovalor 1:  −1

2
0






. Da mesma forma, uma base para o autoespaçoasso
iado ao autovalor 2 é obtida tomando-se as 
olunas de M asso
iadas ao autovalor 2:








1
1
1


 ,




2
0
1







Problema 15. (a) ∣∣∣∣ 1− λ 0
6 −1− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 1 = (λ− (−1))(λ− 1).O autoespaço asso
iado ao autovalor −1 é o 
onjunto-solução de
[

A− (−1)I 0
]

=

[
2 0 0
6 0 0

]
∼
[

1 0 0
]. Uma base é {[ 0

1

]}.O autoespaço asso
iado ao autovalor 1 é o 
onjunto-solução de
[

A− I 0
]

=

[
0 0 0
6 −2 0

]
∼
[

3 −1 0
]. Uma base é {[ 1

3

]}.Assim, [ 1 0
6 −1

]
=

=

[
0 1
1 3

] [
−1 0

0 1

] [
0 1
1 3

]−1

.(b) Autovalores: 0 e 1, 
om polin�mio 
ara
terísti
e λ(1 − λ)2. Asso
iado ao autovalor
0 o sistema { x = 0

y + z = 0
, 
om autoespaço gerado por (0, 1,−1); asso
iado ao autovalor

1 o sistema { x = 0
y = 0


om autoespaço gerado por (0, 0, 1). Portanto N�O existe base deautovetores (soma das dimensões dos autoespaços é 2 e não 3) e não é diagonalizável;(
) Autovalores: 2 e 4, 
om polin�mio 
ara
terísti
o (4 − λ)(2 − λ)2. Asso
iado aoautovalor 2 o sistema { x− y = 0
z = 0

, 
om autoespaço gerado por (1, 1, 0); asso
iado ao
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y = 0


om autoespaço gerado por (0, 0, 1). Portanto N�O existebase de autovetores (soma das dimensões dos autoespaços é 2 e não 3) e não é diagonalizável;(d) Autovalores: 1 e −1, 
om polin�mio 
ara
terísti
o (1−λ)3(1+λ). Asso
iado ao auto-valor 1 o sistema { y − z = 0 , 
om autoespaço gerado por (1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1);asso
iado ao autovalor −1 o sistema  x = 0
y + z = 0

z = 0

om autoespaço gerado por (0, 1,−1, 0).Portanto existe base de autovetores (soma das dimensões dos autoespaços é 4) e é diagonalizá-vel. Tome β = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 1,−1, 0)} e [T ]β =




1
1

1
1


−1.Problema 16.Asso
iado ao autovalor 0, (1,−1, 0), asso
iado ao autovalor 1 o espaçogerado por (1, 1, 0) e (0, 0, 1). (a) Logo β = {(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1,−1, 0)}. ou β =

{(0, 0, 1), (1, 1, 0), (1,−1, 0)}; (b) γ = {(1, 1, 0), (1,−1, 0), (0, 0, 1)}.Problema 17. (a) Não, A é ne
essariamente diagonalizável pois a soma das dimensões dosautoespaços é 4. (b) T não é diagonalizável pois a soma das dimensões dos autoespaços é 4que é menor que 5.Problema 18. (a) P =




↑
v1

↓

↑
· · ·
↓

↑
vn

↓



; (b) matriz diagonal  1 . . .
n


.Problema 19.A8 = PD8P−1 =[

5 7
2 3

] [
28 0
0 1

] [
5 7
2 3

]−1

=

[
5 7
2 3

] [
256 0
0 1

] [
3 −7
−2 5

]

=

[
3826 −8925
1530 −3569

]Problema 20. (a) (1, 1, 1), (0, 1, 1), (0,−5, 1). (b) Seja X =




1 1 1
0 1 1
0 −5 1



 e Y = D99 =




1 0 0
0 −299 0
0 0 499


, A99 = XY X−1Problema 21.Autovalor 1 
om autovetor (1, 1), autovalor 2 
om autovetor (0, 1). Assimtomando P =

[
1 0
1 1

], P−1 =

[
1 0
−1 1

]. A10 = P

[
1 0
0 210

]
P−1 =

[
1 0

−1023 1024

].Problema 22.A =

[
1/3 1/3
2/3 2/3

]Problema 23.Diagonalize A e determine B = P
√

DP−1.  3 2 0
2 4 2
0 2 5


.Problema 24. (a) autovalor 1/2 
om autovetor (−1, 1) e autovalor 1 
om autovetor (1, 3/2).De�nindo A =

[
0.7 0.2
0.3 0.8

], D =

[
1/2

1

] e P =

[
−1 1

1 3/2

], 
al
ulamos P−1 =
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1
5

[
−3 2

2 2

]. Logo, A = PDP−1.(b) Como [ r10

m10

]
= A10

[
1/2
1/2

], 
al
ulamos
A10 = P

[
1/210

1

]
P−1 =

1

5 · 210

[
2051 2046
3069 3074

]
.Logo r10 = 4097/10240 ≈ 40%.(
) Como limk→∞Ak = P

[
0

1

]
P−1 =

[
0.4 0.4
0.6 0.6

]. Logo, se ini
ialmente são r0republi
anos e m0 monarquistas, serão 0.4(r0+m0) republi
anos e 0.6(r0+m0) monarquistas,isto é, 40% republi
anos e 60% monarquistas independente do valor de r0 e m0.B.7.3 Desa�osAutovalores e AutovetoresDesa�o 1.Autovalores são a + b e a− c.Desa�o 2. 0 e traço de A.Desa�o 3. Indução.Desa�o 4. (b) Fatore (utilizando o Teorema Fundamental da Álgebra) o polin�mio 
ara
te-rísti
o em (λ1 − λ) · · · (λn − λ) e 
oloque λ = 0.Desa�o 5. (b) uma rotação de 90◦ no plano.Desa�o 11. 1 
om autoespaço gerado por:[
1 0
0 0

], [ 0 0
0 1

] e [ 0 1
1 0

].Desa�o 12.Se tivesse, Tf = λf , derivando os dois lados, λf ′ = f e portante f seria uma exponen
ialmas 
omo (Tf)(0) =
∫ 0

0
f(s) ds = 0, f ≡ 0.DiagonalizaçãoDesa�o 13. (a) autovalor 1/2(1+

√
5) 
om autovetor 1/2(1+

√
5, 1) autovalor 1/2(1−

√
5)
om autovetor 1/2(1 −

√
5, 1). De�nindo A =

[
1 1
1 0

], D = 1
2

[
1 +
√

5

1−
√

5

] e
P = 1

2

[
1 +
√

5 1−
√

5
1 1

], 
al
ulamos P−1 =
√

5
5

[
1
√

5− 1

−1
√

5 + 1

]. Logo, A = PDP−1.(b) 
omo 1/2(1−
√

5) ≈ −0.61, limk→∞(1/2(1 −
√

5))k = 0. Assim, de forma aproxi-mada, D50 = 1
250

[
(1 +

√
5)50

0

]. De�nindo φ = 1 +
√

5, 
olo
ando φ50 em evidên
ia, eefetuando obtemos
A50

[
1
1

]
= PD50P−1

[
1
1

]
≈
√

5φ50

10 · 250

[
φ 1−

√
5

1 1

] [
1

0

] [
1
√

5− 1
−1 φ

]
.Efetuando obtemos,

A50

[
1
1

]
≈
√

5φ50

10 · 250

[
φ
√

5√
5

]
=

φ50

251

[
φ
1

]
.
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) do item anterior, xk+1 ≈ (φ/2)k.Desa�o 14. (a) O úni
o autovalor possível é 0 senão Nkv = λkv 6= 0. (b) Portanto D = 0e teriamos que ter, se fosse diagonalizável, N = PDP−1 = 0.Desa�o 18.Es
reva A =

[
a b
b d

] e faça 
ontas.Desa�o 21. (b) [ 3− 2e 6− 6e
e− 1 3e− 2

]. (
) [ 1 e
1 1

] 


1 e 1
1 1 e
1 1 1



.B.7.4 ExtrasAutovalores e AutovetoresExtra 1. (a) 2± i; (b) 0, (0, 0, 1), 1, (1, 0, 0) e −1, (1, 1, 1).Extra 4. (a) λ = 0 
om 
om (1, 0); (b) não possui autovalores reais; (
) λ = 2, (1, 0, 0);Extra 5.Como p(λ) = det(A− λI), det(A− 0I) = det(A) = p(0) = 4.Extra 7. (a) (1,−1, 1, 0) = −(0, 1,−1, 1)+(1, 0, 0, 1) e portanto perten
e ao nú
leo também;não pode estar asso
iado ao autovalor −3;(b) 
omo (1, 0, 1) perten
e ao plano x− y + z = 0, T (1, 0, 1) = −(1, 0, 1) 6= (0, 1, 0).Extra 8. (a) autovalor 0 na direção (1, 2,−1, 1) e autovalor 1 no hiperplano perpendi
ular a
(1, 2,−1, 1).(b) autovalor 1 na direção (1, 1,−1).Extra 9. (a) 0 e 1. dimNu
(T ) = 1, dimNu
(T + I) = 0, dimNu
(T − I) = 1.(b) 1 e −1. dimNu
(T ) = 0, dimNu
(T + I) = 2, dimNu
(T − I) = 1.Extra 10. (a) det(PBP−1) = det(B) det(P ) det(P−1) = det(B);(b) A3 = PB(P−1P )B(P−1P )BP−1 = PB(I)B(I)BP−1 = PBBBP−1. (
) o polin�mio
ara
terísti
o é o mesmo pois det(B−λI) = det(PAP−1−λI) = det(PAP−1−λPP−1) =
det(P (A − λI)P−1) = det(P ) det(A − λI) det(P−1) = det(A − λI). (d) w = P−1v. (e)segue do fato de possuirem o mesmo polin�mio 
ara
terísti
o.Extra 12. (b) T (au + bv) = aTu + bTv = aλuu + bλvv= λu(au + bvλv/λu)Extra 13. (a) ex e e−x; (b) sen(x) e cos(x).Extra 14. 1 
om autoespaço gerado por x e x2 + 1.Extra 15.Autovalores reais somente podem ser 1, −1 e 0.Extra 16. (a) Seguindo a sugestão, � ∑n

j=1 aij = s, i = 1, 2, . . . , n� equivale a



a11 · · · a1n... . . . ...
an1 · · · ann







1...
1


 =




s...
s


 = s




1...
1


 .Portanto s é autovalor.(b) 0 autovalor pois a matriz é singular. 6 é autovalor pelo item anterior.
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[
1 −1
1 1

] e Y =

[
2 0
0 −3

]. Outra opção é (A não é úni
a) tomar
X =

[
1 −1
1 1

] e Y =

[
−3 0

0 2

].Extra 19. (a) [ 0 ⋆
0 1

], onde ⋆ ∈ R. (b) [ 1
0 1

], onde 0 6= ∈ R.Extra 20. 5 5 5
5 5 5
5 5 5


 =

=




1 1 1
−1 0 1

0 −1 1






0 0 0
0 0 0
0 0 15






1 1 1
−1 0 1

0 −1 1



−1Extra 22.Autovalores são 1 (duplo) e 2. A 
ondição é a = 0.Extra 23. (a) autovalores 
omplexos dados por (3− λ)2 + 4 = 0, portanto não existe basede autovetoroes e,portanto, não é diagonalizável;(b) Não é diagonalizável.(
)  −1 4 −2

−3 4 0
−3 1 3


 =

=




1 2 1
3 3 1
4 3 1






3 0 0
0 2 0
0 0 1






1 2 1
3 3 1
4 3 1



−1.(d)  2 2 −1

1 3 −1
−1 −2 2


 =

=



−1 2 1
−1 −1 0

1 0 1






5 0 0
0 1 0
0 0 1





−1 2 1
−1 −1 0

1 0 1



−1.Extra 27. Se A = PDP−1 então A = (λP )D(1/λP−1) = QDQ−1.B.8 Produto InternoB.8.1 Exer
í
ios de FixaçãoExer
í
io 1. (a) √5; (b) 1; (
) 0.Exer
í
io 2. (A) 〈·, ·〉 : V × V → R.Exer
í
io 3. (a) Falso, pois os vetores podem não ser unitários; (b) verdadeiro, basta dividirpela norma; (
) verdadeiro; (d) verdadiro; (e) falso, ‖λv‖ = |λ|‖v‖.Exer
í
io 4. (a) H⊥; (b) H ; (
) I.Exer
í
io 5. (a) T = 0; (b) T = I; (
) T = −I.Exer
í
io 6. (a) T 2 = T ; (b) T 2 = I.Exer
í
io 7. 9.002.jun.2008 22h



B.8. PRODUTO INTERNO 239Exer
í
io 8. (a) y = 0; (b) y = −x; (
) plano xz; (d) eixo x.Exer
í
io 9. (E).Exer
í
io 10. (a) P (x, y, z) = (0, y, 0); (b) P (x, y, z) = (x, y, 0); (
) P (x, y, z) =
(x, −y, z);B.8.2 ProblemasProblema 1. (a) Não. (b) Sim.Problema 2. ∥∥∥∥∥∥ 4

3
−3


−



−3
−1

2




∥∥∥∥∥∥
= 3
√

10Problema 3. [v]β =




5/2
−3/2

2



Problema 4. (a) (2, 3); (b) (1, −1, 1); (
) Resolvendo o sistema en
ontramos que S⊥ =
〈(5, 1, −8)〉 (d) De�nindo-se

A =




0 0 0
−2 1 2
−2 1 2

1 0 −3
−1 2 −5




,temos Im(A) = H e portanto H⊥ = (Im(A))⊥ = Nu
(AT ). Uma base para este espaço é








1
0
0
0
0




,




0
−1

1
0
0




,




0
−2

0
−3

1









.

Problema 5. (a) 1/4; (b) 1/6; (
) √3/3.Problema 6. (a) P (x, y, z, w) = (x− z)/2(1, 0, −1, 0) = (x− z, 0, z− x, 0)/2. (b) porser projeção, P 100 = P .Problema 7. (a) [ 4/5 −2/5
−2/5 1/5

].(b) T (x, y, z) = ((x + z)/2, y, (x + z)/2). Sol: Como o plano é gerado por (1, 0, 1)e (0, 1, 0) e a direção (1, 0,−1) é perpendi
ular ao plano, podemos dizer que T (1, 0, 1) =
(1, 0, 1) e T (0, 1, 0) = (0, 1, 0). Também T (1, 0,−1) = 0. Como sabemos T em três vetoresLIs, podemos 
al
ular T .Problema 8.Como (0, 1, 0) é perpendi
ular a (1, 0, 1), o eixo de rotação, basta 
al
ular oângulo entre (0, 1, 0) e (−1/

√
2, 0,−1/

√
2). Como o produto es
alar é igual a zero, a rotaçãoé de 90◦.Problema 9.Não pre
isa 
al
ular expli
itamente as TLs.(a) o vetor (3,−2, 1) é perpendi
ular ao plano de re�exão. Logo é autovetor asso
iadoao autovalor −1. Por outro lado, podemos obter base do plano (1, 0,−3) e (0, 1, 2), quesão autovetores asso
iados ao autovalor 1. (b) Como é projeção em reta, toda direção
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ular ao vetor (1,−1, 0) é levado em zero. Portanto os vetores (x, y, z) satisfazendo
x−y = 0 são levados no zero. Assim (x, x, z), (1, 1, 0) e (0, 0, 1) são levados em zero. Assimautovalor 0; autovetores (1, 1, 0), (0, 0, 1) e autovalor 1, autovetor (1,−1, 0).Problema 10.Da equação obtemos que (1,−2,−1) é ortogonal ao plano de projeção. Re-solvendo a equação obtemos (1, 1,−1) e (1, 0, 1). Como é projeção 
ada uma destas direçõesé um autovetor e forma base do R3.Problema 11.Re�exão em torno do plano x + y = 0. Solução: A
hando os autovalores eautovetores, obtemos equação 
ara
terísti
a (1−λ)2(1+λ) = 0. Para o autovalor 1 obtemoso autoespaço x + y = 0 (de dimensão 2); para autovalor −1 obtemos 
omo autoespaço asolução do sistema { x− y = 0//z = 0 , 
ujo espaço é gerado por (1, 1, 0). Note que estadireção é perpendi
ular ao plano do autoespaço do autovalor 1.Os vetores do plano x + y = 0 não são alterados pela trans�rmação (plano de re�exão)e os da direção (1, 1, 0) são multipli
ados por −1. Logo TL é re�exão em torno do plano
x + y = 0.Problema 12.Vamos determinar m do sistema:





8m = 4
16m = 9
24m = 13
32m = 17
40m = 20Projetando no subespaço linear obtemos:

〈(4, 9, 13, 17, 20), (8, 16, 24, 32, 40)〉
〈(8, 16, 24, 32, 40), (8, 16, 24, 32, 40)〉 · (8, 16, 24, 32, 40)

=
1832

3520
· (8, 16, 24, 32, 40)e m ≈ 0.52.
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Problema 13. 4
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
Problema 14.
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


2
−1
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
−
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3




1
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−1


 =
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
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Problema 15. (a)  5
−3

0



+ t




−1

1
1



 , t ∈ R




; (b)  2
2
5
5






B.8. PRODUTO INTERNO 241B.8.3 Desa�osDesa�o 1. 〈Au,v〉 = λ 〈u,v〉 =
〈
u, ATv

〉
= µ 〈u,v〉 Como λ 6= µ, 〈u,v〉 = 0.Desa�o 8. (a) produto dos autovalores; (b) 1; (
) 1; (d) −1; (e) −1; (f) 0;Desa�o 10.Queremos minimizar a distân
ia d(p, 0). Logo p(x) ≡ 0.B.8.4 ExtrasExtra 1. (d) o plano 2x− y + 3z = 0;Extra 3. (a) [ 4/5 2/5

2/5 1/5

]; (b) [ 0 0
0 1

]; (
) [ 3/5 4/5
4/5 −3/5

]; (d) 1
5

[
−4 3

3 4

] (e) aprojeçãoé 1
2

[
1 1
1 1

], a rotação é √2
2

[
1 −1
1 1

], 
ompondo obtemos √2
2

[
0 0
1 1

]. (f) 1
2




1 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 1


(g) O plano perpendi
ular ao eixo de rotação é x + y + z = 0. Tomamos uma baseortonormal deste plano: {1/√2(1, 0, −1), 1/

√
6(1, −2, 1)} Completamos esta base 
om

1/
√

3(1, 1, 1) para obter base ortonormal de R3. De�nimos β = {{1/
√

2(1, 0, −1),
1/
√

6(1, −2, 1), 1/
√

3(1, 1, 1)} Nesta base a rotação será:
[T ]β =




√
2/2 −

√
2/2 0√

2/2
√

2/2 0
0 0 1


.A matriz [I]ε←β é igual as 
olo
ar os vetores de β em 
olunas. A inversa desta matrizé [T ]β←ε, que pode ser obtida transpondo a matriz anterior pois ela é ortogonal. Com istopodemos 
al
ular [T ]ǫ = [I]ε←β[T ]β←β[I]β←ε. Deixe somente indi
ado.Extra 4. Se u ∈ H e v ∈ H⊥, então 〈u,v〉 = 0. Se w ∈ H ∩H⊥, então w ∈ H e w ∈ H⊥,de forma que 〈w,w〉 = ‖w‖2 = 0.Extra 7.Cal
ulamos resolvendo o sistema x + y − z = 0, x + z = 0 que w = (1,−2,−1).Como são autovetores LIs, β = {(1, 1,−1)/

√
3, (1, 0, 1)/

√
2, (1,−2,−1)/

√
6}Extra 8. (a) Eixo: (1,−1, 1) 
om ângulo 120◦. Solução: Para determinar eixo pre
isamos
al
ular a direção asso
iada ao autovalor 1. Vamos obter o sistema  −y = x

−z = y
x = z

. Resolvendoobtemos (1,−1, 1) 
omo direção do eixo. Para determinar o plano de rotação resolvemoso sistema { x− y + z = 0 , que é gerado por u = (1, 0,−1) e v = (0, 1, 1). Cal
ulando
Tu = (0, 1, 1) e Tv = (−1,−1, 0). Determinamos o ângulo fazendo o produto interno:
cos θ = 〈u, Tu〉 /(‖u‖‖Tu‖) = −1/2 cos φ = 〈v, Tv〉 /(‖v‖‖Tv‖) = −1/2. Logo o ângulo
θ = φ = 120◦. Segue que T é rotação.(e) Cal
ulando autovetor asso
iado ao 1 determinamos o eixo (1, 0,−1). Com isto de-terminamos o plano de rotação, que é perpendi
ular a este eixo: são os (x, y, z) tais que
x− z = 0. O plano é 〈(1, 0, 1), (0, 1, 0)〉. Apli
ando matriz num destes vetores (por exemploem (1, 0, 1)) 
al
ulamos o ângulo, que é 90◦.Extra 9. (a) (−3, 5); (b) (3, 5); (
) 〈(3, 5)〉; (d) 0;
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Extra 12. (a) y = 4

10
x + 9

10
(b) 1 2 3

1

2

9
10

13
10

17
10

21
10

(
)  9
10
13
10
17
10
21
10


Extra 13. a = 0, 960 e b = 0, 100.Extra 14. y = 19/20x + 67/40.
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