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APRESENTACAO

Caro(a) aluno(a)

Seja bem-vindo ao nosso curso de Algebra Linear! Esta disciplina ocupa uma posicéo central
na Matematica de hoje, uma vez que as ideias formuladas nela fornecem formas de analisar
e resolver problemas em muitas dreas aplicadas. A Algebra Linear abrange trés aspectos: o
geométrico, o algébrico e 0 numérico (ou computacional), tornando-se uma ferramenta valiosa
para a modelagem de problemas da vida real. Ela € indispensavel nao apenas para matematicos,
mas também para fisicos, engenheiros e cientistas das areas exatas.

Procuramos construir 0 Nosso texto de maneira gradativa, relacionando novos conceitos com
conceitos vistos anteriormente em uma linguagem simples e objetiva, porém sem perder o rigor
necessario para alcancarmos o nivel de conhecimento que desejamos. Nosso principal objetivo
€ que vocé possa dominar bem os conceitos a fim de utiliza-los convenientemente na solucao
de problemas.

Devemos enfatizar que, em Algebra Linear, mais importante do que a parte computacional é o
entendimento de como as ideias discutidas na disciplina se inter-relacionam. Muitas vezes, a

chave para resolver um problema usando a Algebra Linear é “ataca-lo” do ponto de vista correto.

Dominando a Algebra Linear, vocé terd as ferramentas para se apropriar de muitos outros
conhecimentos importantes.

A sua participacao nas atividades e em cada aula sera essencial para que vocé possa tirar o
maior proveito da disciplina. Estaremos a disposicao para maiores esclarecimentos.

Agradeceremos quaisquer contribuicdes no sentido de melhorar o Nosso texto.
Desejamos um bom curso a todos!

Gévane Cunha e Janio Kléo.
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AU L A 'l Espacos vetoriais:
primeiras Nogoes

Olal Esta é a nossa primeira aula. Nela, iniciaremos nossos estudos sobre os

espacos vetoriais. Compreender bem a nocao de Espaco Vetorial é essencial
nao apenas para todo o restante desta disciplina, ela é extremamente importante
também para outras partes da Matematica.

Além da definicdo de espaco vetorial, apresentaremos diversos exemplos que
nos ajudarao a reconhecé-los. Introduziremos também alguns outros conceitos e
mostraremos certos resultados associados importantes.

A disciplina de Algebra Linear ocupa uma posicdo central na Matemética de hoje,
pois fornece formas de analisar e resolver problemas em muitas areas aplicadas.
A Algebra Linear abrange trés aspectos: geométrico, algébrico e numérico (ou
computacional). Como ocorre com tantas disciplinas da Matematica, o assunto
envolve conceitos, teoremas, provas, formulas e calculos de varios tipos.
Entretanto, em Algebra Linear, mais importante do que a parte computacional,
€ o entendimento de como as ideias discutidas na disciplina se inter-relacionam.
Muitas vezes, a chave para resolver um problema usando a Algebra Linear é
“atacar” o problema do ponto de vista correto. Dominando esta matéria, vocé tera
as ferramentas para se apropriar de muitos outros conhecimentos importantes.

Objetivos

e Estabelecer a importancia da Algebra Linear

e Reconhecer espacos vetoriais

e Realizar operacdes com vetores

e Conhecer propriedades das operacdes com vetores

Algebra Linear




= Reconhecendo
espacos vetoriais

estrutura matematica unificadora

. Conceituar espagos vetoriais

este topico, introduziremos o conceito de espago vetorial que
sera usado no decorrer de toda disciplina.

Na disciplina de Fundamentos de Algebra, vocé teve a
oportunidade de trabalhar com vetores no plano (R*) e no espago (R’), ou seja,
vetores dos espagos bi e tridimensionais, com uma boa énfase no ponto de vista
geométrico. L4, além da nogao de vetores, foram apresentadas algumas operagdes
bésicas e examinadas algumas das propriedades dessas operagdes geometricamente.
Do ponto de vista algébrico, os vetores foram representados algebricamente e isso
permitiu uma ampliagdo dos conceitos relacionados a vetores para ambientes mais
amplos do que o plano e o espago. Mais precisamente, foram estudados vetores no
espago n-dimensional ou R" com n>1.

Neste topico, ampliaremos ainda mais o conceito de vetor. Precisamente,
enunciaremos certos axiomas que, uma vez satisfeitos por conjunto de objetos,
permite que tais objetos sejam chamados de vetores. Para se ter uma ideia de quao
significativa serd essa nova generalizagdo dos vetores, vale dizer que poderao ser
vistos como estes vetores generalizados objetos como matrizes e fungdes, dentre
outros.

Uma vez que os axiomas que introduzirdo os novos tipos de vetores serao
baseados nas propriedades de operagdes com vetores no R* e no R’, a visio
geométrica possivel nesses espacos pode ser usada como apoio para a resolugao de

problemas em espagos mais amplos em normalmente uma intuigdo geométrica nao

AULA1

. Compreender a importancia dos espagos vetoriais como
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existiria. Assim, ao resolvermos um problema

4

envolvendo vetores em um espago generalizado

SAIBA MAIS!

(por exemplo, matrizes ou fungdes), podemos
nos apoiar em uma visualizagdo do problema

Revise o assunto de matrizes na aula 5 da

2 3
disciplina de Fundamentos de Algebra. Correspondente em R° e R (ANTON ¢

RORRES, 2001).
=, Grosso modo, um espago vetorial ¢ uma
estrutura matematica constituida por um conjunto e duas operagdes que satisfazem
certas condigdes. Esperamos, com esta aula, que vocé possa reconhecer quando
uma estrutura matemadtica ¢ um espago vetorial. Essa é uma habilidade que vocé
devera demonstrar em diversas situagdes na Matematica.

Antes de apresentarmos a definicdo formal de espago vetorial, consideremos
dois objetos matematicos bem conhecidos que servirdo de motivagao:

O espago n-dimensional ou R".

Vocé teve a oportunidade de trabalhar com o espago n-dimensional
na disciplina de Fundamentos de Algebra. Os elementos do R", as n-uplas
x =(#,,%,,...,%,) de numeros reais x,, foram vistos como ponto generalizado ou
vetor generalizado. Vocé deve lembrar ainda que foram definidas certas operagdes
em R”, dentre elas a adigdo de vetores que, dados dois vetores V= (v,,v,,...,1,)
e w=(w,w,,...,w,) do R", produz o vetor v+Ww, soma de v e w, fazendo
v+w=(y, +w,v, +w,,...,v, +w,) o qual também é um vetor do R", e a
multiplicagdo de vetores por escalares que, dado um vetor v e um escalar (ntiimero)
kc€R, produz o vetor kv, dado por kv= (kv kv,,...,kv,) que também é um
vetor do R”.

As operagdes de adig¢do de vetores em R” e de multiplicagdo de um vetor
do R" por um escalar em R gozam das seguintes propriedades. Se u, v e w sao
vetores em R" e se a e b sdo escalares em R, entdo:

l.u+v=v+u

cut(vHw)=(u+v)+w
.u+0=u, onde 0 ¢ o vetor nulo do R”

2
3
4. u+(—u)=0, onde —u é o vetor —u=(—u,~U,,...,~U,)
5. a(u+v)=au+av

6

. (@a+bju=au+bu

10 ‘ Algebra Linear




7. a(bu) = (ab)u

8. lu=u

* O conjunto das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais que
denotaremos por M, .

O  trabalho com  matrizes também  foi  desenvolvido na
disciplina de Fundamentos de Algebra. Por isso vocé deve lembrar
que, em M,, somamos duas matrizes A=(a;),., € B=(b).,,
fazendo A +B = (ai]_ —|-bi],)
A =(a;)
de M, .

que é uma matriz de M, e multiplicamos uma matriz

nxn

n Peloescalar k € R, colocando kA = (ka,),,, que também € uma matriz

As operagdes de adi¢do de matrizes em M, e de multiplicagdo de uma matriz
de M, por um escalar em R, gozam das seguintes propriedades. Se A, B e C sdo
matrizesem M, eseae b sdo escalares em R, entdo:

1. A+B=B+A

2. A+(B+C)=(A+B)+C

3. A+0=A, onde 0 ¢ a matriz nula de M,

4. A+(-A)=0, onde —A ¢amatriz —A=(—q,;),,,
5. a(A+B)=aA +aB

6. (a+b)A =aA + DA

7. a(bA)=(ab)A

8. 1A=A

Vocé deve ter percebido que os dois conjuntos acima, R" e M,, com as
estruturas de adi¢do de seus elementos e multiplicacdo de seus elementos por
escalares reais, apresentam propriedades algébricas comuns. Na verdade, muitos
outros conjuntos munidos de operagdes apropriadas apresentam propriedades
semelhantes as oito listadas acima.

Portanto é razoavel que, em vez de estudarmos cada um desses conjuntos
munidos de adigdo e multiplicagdo por escalares adequadas separadamente,
adotemos um procedimento unificado. Por isso, estudaremos um conjunto genérico
e nao vazio V, sobre o qual suporemos estarem definidas duas operagdes: a adigao
e a multiplicagdo por escalares (ntimeros reais) e que, além disto, verifiquem oito
regras (axiomas). A este tipo de estrutura matematica ¢ o que chamaremos de espago

vetorial real. Mais precisamente, temos:

AULA 1 ‘TOP|001‘ 11




Definigdo 1 (espago vetorial): um espago vetorial real (ou espago linear real)
consiste no seqguinte:
1. O corpo R dos niimeros reais (conjunto de escalares)
2. Um conjunto V de objetos, chamados vetores
3. Uma operagdo, chamada adi¢do de vetores (adi¢do vetorial), que associa
a cada par de vetoresu e vem V um vetor u+v em V, chamado a soma de
u e v, que verifica as sequintes propriedades:
(@) u+v=v+4u para quaisqueruevem V
(b) u+(v+w)=(u+v)+w para quaisqueru, vewem V
(c) Existe um vetor 0 em V , chamado vetor nulo ou vetor zero, tal que
u-+0=u para todouem V
(d) Para cada vetor u em V, existe um vetor —u em V , chamado
vetor simétrico de u (ou vetor oposto de u ou vetor negativo de u), tal que
u+(—u)=0
4. Uma operagdo, chamada multiplicagdo de vetores por escalares (multi-
plicagdo vetorial por escalar), que associa a cada escalar k em R e cada vetor
uem V um vetor ku em V , chamado o produto de k e u, que verifica as se-
guintes propriedades:
(e) k(u+v)=ku+kv para quaisquerkem R eue v em V
(f) (k+Du=ku+lu para quaisquer kelem R euem V
(g) A( (klyu para quaisquer kelem R euem V
(

h) lu=u para cada vetoru em V

Os itens (3) e (4) dizem que as operagdes de adigdo vetorial e de multiplicagao
vetorial por escalar sdo fechadas em V. Isso significa que adi¢do de vetores de
V é um vetor de V e que a multiplicagdo de
um vetor de V por um escalar real é também
um vetor de V. As propriedades (a) e (b) dizem,
GUARDE BEM |SSU' respectivamente, que a adigéo de vetores é

comutativa e associativa. As propriedades (e) e

Observe que, conforme estabelecido na definigao

1, um espago vetorial nao é apenas um conjunto (f) sdo chamadas distributivas.

de vetores. Ele é um objeto composto que consiste Na defini¢do acima, o conjunto de escalares

de um corpo de escalares, um conjunto de vetores foi tomado como o corpo dos numeros reais, R.
e duas operagdes com certas propriedades Entretanto, devemos destacar que uma definigao
especiais. mais geral poderia ser dada.

Algebra Linear




De acordo com Anton e Busby (2006, p. 538)

O matematico italiano Giuseppe Peano foi a primeira pessoa a enunciar

formalmente os axiomas de espago vetorial. Esses axiomas, que aparecem num

livro intitulado Calculo Geométrico, publicado em 1888, nao foram valorizados

por muitos de seus contemporaneos, mas no fim provaram ser uma realizagao

fundamental impressionante. Nesse livro, Peano também definiu formalmente

o conceito de dimensao para espagos vetoriais arbitrarios.

Por questdes de simplificagao, e desde que
nao haja risco de confusao, podemos nos referir
a um espago vetorial como V . Por outro lado, se
desejarmos especificar o corpo de escalares R
(ou F, em um caso mais geral), diremos que V ¢
um espaco vetorial sobre o corpo R (F).

E necessério que esteja bem claro para
vocé que, na definigdo de espago vetorial, nao
ha qualquer especificagdo sobre a natureza dos
vetores ou das operagdes. De acordo com R’
Anton e Rorres (2001, p. 158) “qualquer tipo
de objeto pode ser um vetor e as operagdes de
adicdo e multiplicagdo por escalar podem nao
guardar semelhanca ou nao ter relagdo alguma
com as operagdes usuais em R""”.

Nesse topico, introduzimos o conceito de
umaimportante estruturamatematica, adeespago
vetorial. Ela permite que objetos matematicos
de natureza distinta sejam trabalhados de
forma unificada. No proximo, veremos alguns
exemplos importantes de espagos vetoriais que
deixardo vocé mais familiarizado com esse novo

conceito.

VOCE SABIA?

E possivel substituir na definigio de espago
vetorial o conjunto de escalares do corpo R
dos numeros reais por outro corpo qualquer F,
como o corpo € dos ntimeros complexos, caso
em que diriamos espago vetorial complexo. Em
nossa disciplina, trataremos apenas de espagos
vetoriais reais, chamados simplesmente de

espacos vetoriais.

ATENCAO!

-

Vocé terd a oportunidade de conhecer e
trabalhar com corpos, uma importante estrutura
matematica, bem como com outras estruturas
na disciplina de Estruturas Algébricas do sexto

semestre.

TOPICO 1
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TOPICO 2 58902099, i

OBJETIVOS
e Explorar espagos vetoriais fundamentais
*  Operar com vetores de diversas naturezas

. Demonstrar propriedades das operagdes com

vetores

ara que vocé possa fixar melhor a definicdo de espago vetorial,

vejamos alguns exemplos:

Exemrro 1

O ESPACO VETORIAL N-DIMENSIONAL

O conjunto R" com as operagdes usuais de adigao e multiplicagao por escalar,
conforme visto na motivagdo, ¢ um espago vetorial. Os axiomas (a) a (h) seguem
das defini¢oes das operagdes e podem ser encontradas na aula 2 da disciplina de
Fundamentos de Algebra. Para n=1, 2 ou 3, temos os casos especiais R, R* e R’
que correspondem, respectivamente, a reta, ao plano e ao espago. Observe que os
vetores de R s3o numeros reais, os de R? sio pares ordenados de nimeros reais, e

3 ~ , .
os de R” s3o ternas ordenadas de nimeros reais.

Algebra Linear




Antes de prosseguirmos com mais exemplos, vamos, como forma de exercicio,
. 2 . . .
mostrar que o caso particular R é de fato um espago vetorial, evidenciando que

as exigéncias da definigdo 1 sdo satisfeitas.

EXERCICIO RESOLVIDO 1
2 , .
Mostre que V=R*= {(x,,%,) | x,,x, € R} ¢ um espago vetorial com as
operagdes usuais de adi¢do de vetores e de multiplicagdo de vetores por escalares
reais definidas em R?, ou seja, com as operagdes de adigdo vetorial e multiplicagao

vetorial por escalares reais definidas por

(x,%,) (0 22) = +20%, + 3,)
k(x,,x,) = (kxy, kx;,)

SoLucAo:

Sejam u=(u,,u,), v=(v,v,) € w=(w,w,) vetores quaisquer do R’
e k e [ escalares quaisquer em R . Temos, pelas defini¢des das operagdes, que
u+v=(u,u,)+(v,v,)=u +v,u+v,)ER* e ku=k(u,u,)=(ku, ku,)ER?,
ou seja, R? ¢é fechado para as operagdes de adigao de vetores e de multiplicagdo de
vetores por escalares em R . Devemos mostrar que os axiomas (a) a (h) da definigao
1 sdo satisfeitos. De fato:

(a) Comutativa da adigdo:

u+v=(u,u)+(v,v,)= (4 +v,,u+v,)=( +u,v, +u,)=(v,v,)+(4,u,)
=v-+u

(b) Associativa da adigdo:

u+(v+w)=(u,u,)+(v,,v,)+(w,w,)) = (4, u,)+ (v, +w,v, +w,)

(u, + (v, +w))u, + (v, +w,))=((4, +v,)+w,(u, +v,)+w,)

(u, +v,,u, +v,)+ (w,,w,) = (4, u,) +(v,,v,)) + (w,, w,)

(ut+v)+w

(c) Elemento neutro da adigao:

Devemos encontrar um vetor 0 em R? tal que u+0=u. Para tanto, basta
tomar 0=(0,0). Desse modo, teremos

u+0=(u,u,)+(0,0)=(u, +0,u, +0)=(u,,u,)=u.

(d) Elemento simétrico da adigao:

Devemos mostrar que cada vetor u em R? tem um simétrico —u tal que
u+(—u)=0. Para isso, basta definir —u =(—u,,—u,). Assim, teremos,

u+(—u)=(u,u,)+(—u,—u,)=(u +(—u)u, +(-u,))=(0,0)=0.

AULA 1 ‘TOPICOZ‘ 15




(e) k(u+v)=k((u,u,)+ (v, v,)) = k(u, +v,,u, +v,) = (k(v, +v,), k(u, +v,))
= (ku, + kv, ku, + kv,) = (ku,, ku,) + (kv,, kv,) = k(u,,u,) + k(v,,v,)
=kv+ku

() (k+Du=(k+D)(u,u,)=((k+Du,(k+Du,) = (ku, + lu,, ku, +lu,)
= (kuy, ku,) + (luy, lu,) = k(u,,u,) +1(u,, u,)
=ku+lu

(8) k(tw) = k((u,,u,)) = k(luy, lu,) = (k(luy), k(Iu,)) = (KD, (KD, ) = (K1) (u, )
= (kl)u

(h) Tu=1u,,u,) = (1w, 1u,) = (4, u,) =u

Isso conclui a prova de que a estrutura matematica dada é um espago vetorial
real.

Vamos continuar apresentando mais alguns exemplos de espagos vetoriais
reais. Deixaremos a prova formal de que os axiomas da defini¢do 1 sdo satisfeitos

em cada caso como exercicio para vocé.
ExempLo 2

O ESPACO VETORIAL DAS MATRIZES 2 X 3

O conjunto V de todas as matrizes 2X 3 com entradas reais que denotaremos
por M, , com a adigdo vetorial e a multiplicagdo vetorial por escalar definidas,
respectivamente, como a adigdo matricial e a multiplicagao matricial por escalar
usuais (aquelas vistas na aula 6 de Fundamentos de Algebra) é um espago vetorial

real. Lembre que se X € M, , entdo X é representada por

X3

'xll le xl3

X =
le xZZ x23
a, a a b, b, b
. 11 12 13 11 12 13
Dadas duas matrizes A = e B= em M, , eum
aZl aZZ a23 bZl 22 23
escalar real k, temos
all alZ a13 blI blZ b13 all + bll alZ + blZ al3 + b13
A+B= - = eM,,
aZl a22 a23 bZI 22 b23 a21 + bZl a22 + b22 a23 + b23
all alZ al3 kall kalZ kal3
kA =k = eEM,,,.
aZl a22 a23 kall ka22 ka23

16 ‘ Algebra Linear




Os axiomas (a) a (h) da definigdo 1 seguem das defini¢cdes das operagdes
e das propriedades da soma e multiplicagdo usuais de numeros reais. Vejamos a

demonstragao do axioma (a):

all alZ al} bll blZ b13 all + bll alZ + blZ a13 + bl3
A+B= =

aZl aZZ aZ} bZl bZZ b23 a21 + b21 a22 + bZZ aZ} + b23

bll + all blZ + a12 b13 + al} bll blZ b13 all a12 a13

b21 + aZl b22 + a22 b23 + a23 bZl b22 b23 a21 a22 a23

Os demais axiomas (b) a (h) podem ser demonstrados de forma similar.

Observe que o elemento neutro da adigao vetorial ¢ a matriz nula 0 2x3 dada por

0 0 O N , . —apy T4 —dp
= e que a matriz simétrica de A é a matriz —A = .
0O 0 O =4y Oy T4y
ExempLro 3

O ESPACO VETORIAL DAS MATRIZES M X1l

O conjunto V detodasas matrizes m Xn com entradasreais que denotaremos
por M __ junto com as operagdes de adigdo matricial e a multiplicagdo matricial
por escalar é um espago vetorial real. O exemplo 2 é um caso particular desse espago
vetorial mais geral e as argumentagdes apresentadas ali podem ser adaptadas para
mostrar que as exigéncias da definigdo 1 sdo satisfeitas para o espaco das matrizes
mxn . Note que o vetor nulo 0 ¢ a matriz nula m xXn e que, se o vetor u ¢ a matriz
A =(a;),,, , entdo o vetor —u negativo de u é a matriz —A =(—4;),,,, -

Observe que o exemplo 2 é um caso particular desse espago vetorial quando
m=2 e n=3. Note também que o espago M, das matrizes quadradas de ordem
n com entradas reais, apresentado na motivagao, munido das operagdes usuais
de adigao matricial e de multiplicagdo matricial por escalar, é também um caso
particular quando m=n.

Até aqui, mantivemos a notagdo utilizada na disciplina de Fundamentos de
Algebra, denotando vetores com destaque em negrito. Doravante, tendo em vista
que vocé ja esta bastante familiarizado com vetores, usaremos também denotar

vetores sem o destaque em negrito.
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ExemrLo 4

O ESPACO VETORIAL DAS FUNCOES REAIS DEFINIDAS EM UM CONJUNTO NAO-VAZIO

Seja A um conjunto ndo-vazio qualquer e seja V=F(A,R) o conjunto de
todas as fungdes f:A — R (fungdes reais definidas em A). Se f,g€ F(AR) e
k€ R, vamos definir a adigdo de fe g e a multiplicagdo da fungio f pelo escalar k
para serem, respectivamente, as fungdes f +g:A— R e kf : A— R dadas por

(f +8)x)=f(x)+g(x).

(kf)x) = kf (x)

Assim, o valor da soma f+ ¢ no ponto x€ A ¢é obtido somando-se os
valores de f'e g no ponto x, e o valor de kf no ponto x € A ¢é k vezes o valor de
fno ponto x. E possivel mostrar que V =F(A,R) munido dessas operagdes é um
espago vetorial real. Da forma como foram definidas, a adigao de fungdes V e a
multiplica¢do de fungdes de V por escalares em R sdo fechadas em V. O vetor
nulo ¢ a fun¢ao identicamente nula que associa a cada elemento de A o escalar 0
em R e, paracada fem V, o negativo de f¢é a fun¢do —f : A— R dada por

(=f)x)=—f(x).

Para demonstrar todos os axiomas da defini¢do 1, é necessario estabelecer
ainda que se f'e g sdo dois vetoresem V, f = g equivale a termos f(x)= g(x) para
todo x € A . Verifique vocé mesmo que os axiomas (a) a (h) sdo satisfeitos.

Como casos particulares do espago V=%(A,R) acima, temos aquele das
fungdes reais definidas para todos os valores reais (fung¢des da reta na reta) com as
mesmas operagdes definidas em V que denotaremos por F(—00,00) e os espagos
das fungdes reais definidas em algum intervalo fechado [a,b] ou aberto (a,b),
também com as mesmas operagdes definidas em V' que denotaremos por F[a,b] €
F(a,b).

Em geral, espagos vetoriais que envolvem fungdes reais desempenham um
papel importante na Matemadtica. Outros exemplos de tais espagos sdo o espago
das fungdes continuas definidas em um intervalo I CR (denotado por C) ou das
func¢des com derivadas continuas até ordem k€ R, com k fixo, definidas em um
intervalo aberto I CR (denotado por D), ambos munidos das operagdes de adigdo
e multiplicagdo usuais (como aquelas definidas em V).

Os espagos vetoriais que tratamos até aqui envolvem operagdes com as quais
ja estamos familiarizados. Nos proximos exemplos, apresentamos espagos vetoriais

um pouco mais sofisticados do que os anteriores.
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ExEmpPLO 5

UM ESPACO VETORIAL INCOMUM

Seja V =(0,00), o semi-eixo positivo da reta real. Este conjunto, quando
munido das operagdes usuais de soma e multiplicagao, ndo ¢ um espago vetorial. De
fato, basta notar que ndo existe elemento neutro para a adig¢do. Entretanto, se
modificarmos as operagdes de adigdo de vetores de V e de multiplicagdo de vetores
de V por escalares em R, definindo a soma de dois vetores quaisquer x, y €V
(representada por x® y) e o produto de um vetor qualquer x €V pelo escalar
k€ R (representada por k ® x ), respectivamente por rOy=x ,

k©x=x"

ou seja, a adigdo vetorial de x com y é o produto usual de x e y, e o produto vetorial
de x pelo escalar k ¢é a poténcia de x com expoente k. Com essas operagdes, V se
torna um espago vetorial. De fato, uma vez que o produto usual de dois niimeros
reais positivos (vetores de V) é um numero real positivo (vetor de V) e que a
poténcia de um numero real positivo (vetor de V') com expoente um numero real é
um numero real positivo (vetor de V'), as operagdes de adigao vetorial e de produto
vetorial por escalares reais sdo fechadas em V. Resta-nos verificar que os oito
axiomas da defini¢ao sdo satisfeitos.

(@) uSv=uv=vu=v@Ou para quaisquer ue vem V

(b) uWOdw)=u®(vw)=u(vw)=(uww=(udv)w=(udv)Ow para
quaisquer u, ve wem V

(c) Como 1€V e 1®u=1lu=u, para qualquer u em V, I é o elemento
neutro da adigao vetorial em V

(d) Dado u €V, temos que u>0.Logo, u €V e u®u ' =uu"' =1 que
¢ o elemento neutro da adigdo vetorial em V . Portanto cada vetor u em V possui
um vetor simétrico em V, o vetor u” .

(e) kO udv)=kOuv)=(w) =uv*" =(k®u)®(k ®v) para quaisquer k
em ReuevemV;

) (k+H)eu=u"=v"v' =v" ®u' =(kOu)D( Ou) para quaisquer k e /
em R euem V;

(2) kO(ou)=kou =) =u* =u" =(kI)Ou para quaisquer k e [ em
Reuem V;

(h) 1Gu=u' =u para qualquer uem V.
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Finalizamos este t6pico como dois exemplos de conjuntos que nao sao
espagos vetoriais. O primeiro corresponde ao exemplo 5 de Poole (2006, p. 390), e

o segundo ao exemplo 5 de Anton e Rorres (2001, p. 159).
ExEmMPLO 6

UM CONJUNTO QUE NAO ESPACO VETORIAL

O conjunto Z dos inteiros com as operagdes usuais nao ¢ um espago vetorial
real. Para demonstrar esse fato, devemos verificar que alguma das condigdes na
definigdo 1 ndo ¢ satisfeita. Para tanto, ¢ suficiente apresentarmos algum contra-
exemplo, ou seja, algum exemplo especifico que mostra que a condi¢do nio é
satisfeita. Aqui, podemos verificar que a operagao de multiplicagdo por escalar ndo

¢ fechada em Z. De fato, o multiplo do numero inteiro 2 pelo escalar —, por
3
, 2 ~ , . . . ~ ,
exemplo, é =, que ndo é um numero inteiro. Assim, nao ¢ verdade que kx estd em

Z, quaisquer que sejam o escalar k em R eovetorxem V.
ExEmprLo 7

OUTRO CONJUNTO QUE NAO ESPACO VETORIAL
Seja V=R? com as operagdes de adigdo e multiplicagdo por escalar dadas
por: Se u=(u,,u,) e v=(v,,v,) sdo vetores em R’ e, se k é um escalar em R,

entao
u+v:(“1 +V1'u2 +U2)

ku = (ku, ,0) '

Assim, por exemplo, se u=(—2,3), v=(L,4) e k=5, entdo

utv=(-273)+(4)=(—2+13+4)=(-17)
ku =5(—2,3) = (5(—2),0) = (—10,0)

Aqui a adigdo ¢ a adigdo usual em R*, mas a multiplicagio por escalar nio é a
usual. Observe que, se u = (u,,u,) é um vetor qualquer do R” tal que u, = 0, entdo

lu=1u,,u,)=(1u,,0)=(u,,0)=u .

Logo o axioma (h) nao ¢ satisfeito e R* nido é um espago vetorial com as
operagdes dadas.

No proximo tépico, apresentamos algumas propriedades bastante tteis dos

espagos vetoriais.
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y 4
Definicdes e propriedades
T PI relacionadas a espacos vetoriais

OBJETIVOS
. Conhecer propriedades uteis dos espagos vetoriais
. Definir combinagdo linear de vetores

este topico, apresentamos algumas propriedades bem simples,
mas bastante tteis dos espagos vetoriais. Ademais, introduzimos
a definicdo de combinagdo linear de vetores, uma forma de
produzir novos vetores a partir de vetores dados. Comecemos estabelecendo a

unicidade do vetor nulo e do simétrico.

Teorema 1 (unicidade dos vetores nulo e simétrico): Seja V um espago
vetorial, entao:
a) O vetor nulo de V (que existe) é tnico.

b) O vetor negativo (que existe) de cada vetor u de V é tnico.

DEMONSTRACAO:
Prova de (a): o axioma (c) garante a existéncia de um vetor nulo (denotado por

0) de V. Suponha que exista um outro vetor 0' satisfazendo u+0'=u, qualquer
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que seja o vetor u em V. Fazendo u=0, temos 0+ 0'=0 . Por outro lado, uma vez
que 0 é um elemento neutro da adigao, pelos axiomas (a) e (c), segue que

0=0+4+0'=0'+0=0".

Portanto o elemento neutro da adi¢ao em V ¢ tnico.

Prova de (b): dado um vetor u em V, suponha que existam dois vetores v e
v' tais que u+v=0 e u+v'=0. Dessas igualdades e dos axiomas (a), (b) e (c),
segue que

v=v+0=v+(u+v)=(vtu)+v'=(u+v)+v'=0+v'=v",

Logo v=v' e o negativo de u em V ¢ tinico. Este ¢ denotado por —u.

O teorema seguinte generaliza para
espagos vetoriais gerais propriedades que foram
enunciadas para o espago vetorial R" na aula 2

GUARDE BEM ISSO! de Fundamentos de Algebra. Essas importantes

propriedades podem ser usadas para simplificar

O negativo de u (que existe e é tnico) ¢ usado

. « os calculos com vetores e decorrem dos axiomas
para definir a subtragdo de vetores em termos da

L , L L de espagco vetorial e de propriedades das
adigdo. Essa ¢ a mesma ideia usada na aritmética pag prop

comum de numeros quando escrevemos Ope€rag¢oes com Nnumeros reais. Vale ressaltar que,

b—a=b+(—a), que expressa a subtragio em uma vez que as propriedades no teorema sao
termos da adicio. para um espacgo vetorial geral, elas sdo validas

para todo espago vetorial especifico.
|

Definicdo 2 (subtragdo de vetores): Sejam V um espago vetorial, e u e v
vetores em V , entdo a diferenca de u com v é o vetor v - u, definido por

v—u=v+(—u).

DEMONSTRACAO:
Prova de (a): pelo fechamento da multiplicagdo por escalar, Ou ¢ um vetor de

V que, pelo axioma (d), tem um negativo —Ou em V. Assim:
Ou=0u-+0=0u+[0u+(—0u)]=(0u+Ou)+(—0u) = (0 +0)u +(—0u) = O0u +(—0u) =0

A quatro primeiras igualdades acima seguem, respectivamente, dos axiomas
(c), (d), (b) e (f). A quinta igualdade ¢ uma propriedade da adigao de ntimeros reais.

Finalmente, a sexta igualdade segue do axioma (d).
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Prova de (b): esta prova ¢ similar a do item (a). Pelo axioma (c) 0 é um vetor
de V. Desse modo, pelo fechamento da multiplicagdo por escalar, k0 é um vetor de

V que, pelo axioma (d), tem um negativo —O0u em V. Assim:
k0= k0 + 0 =k0+[k0 + (—k0)] = (kO + k0) + (—k0) = k(0 + 0) + (—k0) = kO + (—k0) =0

A seis igualdades acima seguem, respectivamente, dos axiomas (c), (d), (b),
(6) (9) e (d).

Prova de (c): devemos mostrar que (—1ju é o negativo —u de u. Para tanto,
precisamos mostrar que u +(—1j)u=0. De fato, temos que

u+(—lu=lu+(—lHu=[1+(-1)u=0u=0.

A duas primeiras igualdades acima seguem, respectivamente, dos axiomas
(h) e (f). A terceira igualdade é uma propriedade da adigao de numeros reais.
Finalmente, a quarta igualdade corresponde ao item (a) deste teorema.

Prova de (d): suponha que ku=0. Devemos mostrar que k=0 ou u=0.
Se k=0, nossa prova esta completa (ndo ha nada a provar). Vamos agora supor que
k= 0. Nesse caso, de propriedades da multiplicagdo de numeros reais, o inverso

NP | . . 5
multiplicativo — de k esta definido. Temos entao

1 1 1
u=lu=(—kju=—(ku)=—0=0"
(R = (k) =

queconcluiaprova. A primeiraeterceiraigualdadesacimaseguem, respectivamente,
dos axiomas (h) e (g). A segunda igualdade é uma propriedade da multiplicagao
de ntimeros reais. A quarta igualdade ¢ a nossa hipétese. Finalmente, a quinta

igualdade corresponde ao item (b) deste teorema.

O teorema 3 a seguir estabelece mais algumas propriedades interessantes dos

espagos vetoriais. Deixamos sua demonstragdo como exercicio para voceé.

Teorema 3 (propriedades das operagdes com vetores): Sejam V um espago
vetorial e u, ve w vetores quaisquer em V, entdo:

a) Para qualquer vetoruem V, —(—u)=u

b) Se u+w=v+w, entdo u=v para quaisquer vetores u, ve wem V

c) Se u e v sdo vetores quaisquer em V, entdo existe um tnico vetor w em V

tal que u+w=v
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SAIBA MAIS!

Vocé pode aprofundar seus conhecimentos
consultando as referéncias que citamos e/ou
visitando péaginas da internet. Abaixo listamos
algumas paginas interessantes que podem ajuda-
lo nessa pesquisa:
http://www.dcc.ufrj.br/~rincon/Disciplinas/
Algebra%20Linear/Aula_002.pdf
https://www.ime.usp.br/~laurichi/verao/aulas.

pdf
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Nessa aula, iniciamos nosso estudo dos
espacos vetoriais, uma importante estrutura
matematica que engloba diversos objetos
matematicos conhecidos. Na préxima aula,
daremos continuidade a este estudo apresentando
mais conceitos e resultados relacionados.
Introduziremos o conceito de subespago vetorial,
um subconjunto de um espago vetorial que € ele

proprio um espago vetorial.



Espacos vetoriais:
AU I_ A 2 combinacoes lineares, vetores

LD e LI e subespacos

Caro(a) aluno(a),

Nesta segunda aula continuaremos estudando os espacos vetoriais, apresentando
mais conceitos e resultados relacionados. Aprenderemos o que € uma combinagao
linear de vetores, o que significam vetores linearmente independentes e linearmente
dependentes e introduziremos o conceito de subespaco vetorial, um subconjunto
de um espaco vetorial que € ele proprio um espacgo vetorial.

Objetivos

e Combinar vetores

e |dentificar vetores LD e vetores LI
e Reconhecer subespacos vetoriais
e Caracterizar subespacos vetoriais
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A Dependéncia e
independéncia linear

. Combinar vetores

. Identificar vetores LD e vetores LI

este topico, veremos que o0s
vetores de um espago vetorial
podem ser combinados
e estabeleceremos as condigdes para que
um conjunto de vetores sejam linearmente

VOCE SABIA? { dependentes ou linearmente independentes.

Iniciamos apresentando uma caracteristica

A propriedade comutativa e a associativa daadi¢ao

bastante interessante e muito importante dos
de vetores implicam que a soma envolvendo mais o

espagos vetoriais: a de obter novos vetores a
que dois vetores ¢ independente da forma como ) )

partir de vetores dados. Antes de prosseguirmos,
esses vetores sao combinados e associados. Assim,

leia com atengdo a observagao em destaque.
se v, U,, U; e U, sdo vetores em um espago ~ o S

As operagdes de adi¢do e multiplicagdo

vetorial V, entdo

v, +v,)+ v, +v,) =

(v, +v)+vsl+v, =
v, +Iv, + 0, +v,)l. exemplo, se v,, v, e v, sdo vetores dados em

por escalar sdo usadas, frequentemente, em

combinagdo para formar novos vetores. Por

um espago vetorial V, entao os vetores
Portanto podemos escrever, sem risco de
x=3v, +v,—2v, e y=4v, —5v, +6v,
confusao, tal soma como N ) )
v 4v,+v,+uv, sdo obtidos dessa maneira. De um modo geral,

definimos
— ]
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Definigao 1 (combinagao linear de vetores): Seja V um espago vetorial real. Um vetor x
em V ¢ uma combinacao linear dos vetores v, v,, ..., U, emV se existirem escalares

c, Cyy --oy C, €M R, tais que x pode ser expresso na forma
n
x=cqv, +cuv,+...+cuv, = E v,
i=1

Os escalares ¢, ¢,, ..., ¢, sdo denominados coeficientes da combinagdo linear.

No caso em que n=1, a expressdo da defini¢do acima se torna x =c,.
Desse modo, dizer que x é uma combinagao linear de v, ¢ o mesmo que dizer que

x é um multiplo escalar de v,. Vejamos alguns exemplos:

Exemrro 1

O vetor x=(2,5,—6) ¢ uma combinacdo linear dos vetores v, =(2,—1,0) e
v,=(4,1,—3) do R’.

De fato, note que (2,5 —6)=-—3(2,—1,0)+2(4,1,—3). Nesse caso, o0s

coeficientes da combinacao linear sdo os escalares reais —3 e 2.

ExempLro 2

O vetor x =(2,5,—6) ndo ¢ uma combinagao linear dos vetores v, =(1,—1,0)
e v,=(1,0,—1) do R’.

De fato, para que o vetor x fosse combinagdo linear de v, e v,, deveriam
existir escalares reais ¢, e ¢, tais que x =cyv, +c,v,, ou seja, tais que a equagao
vetorial

(2,5,—6)=¢,(1,—1,0) +¢,(1,0,—1)
seja satisfeita. Esta equagdo é equivalente ao

sistema linear

¢ + ¢, = 2
—, = 5 GUARDE BEM ISSO!
-, = —6
Uma  combinagao  linear dos  vetores
A segunda e terceira equagdes deste v, Uy, ..., U,, é simplesmente uma soma de
sistema nos dio que ¢ =-5 e ¢, =6. multiplos escalares de v,, v,, ..., U,.

Entretanto a primeira equagdo ndo ¢ satisfeita

por esses valores. Logo, o sistema ndo possui
solugao. Assim, ndo existem escalares reais ¢, e ¢, tais que
x=cqv, +cv,.

Portanto, x nao é uma combinagao linear dos vetores v, e U, .
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Exemrro 3

Em @,(R), espago vetorial formado pelo polindmio nulo e por todos os
polindmios de uma varidvel real com coeficientes reais e de grau menor ou igual
a n, o polindmio p(t)=3—t* é uma combinagio linear dos polinémios p,(t)=1,
p(t)=t e p,(t)="".

De fato, note que p(t) =3p,(t) +0p,(t) + (—1)p;(t) . Nesse caso, os coeficientes
da combinacio linear sio os escalares reais 3, 0 e —1.

Como pode ser visto no texto abaixo, uma aplicagdo interessante de

combinagdes lineares se d4 em modelos de cor computadorizada.

As cores nas telas dos monitores de computadores sdo geralmente baseadas
no que se chama o modelo de cores RGB. As cores neste sistema sdo criadas
juntando percentagens de trés cores primadrias, a saber, o vermelho (com a
inicial R do inglés red), o verde (com a inicial G do inglés green) e o azul (com
a inicial B do inglés blue). Uma maneira de fazer isto ¢ identificar as cores
primarias com os vetores

r=(1,0,0) (vermelho puro), g=(0,1,0) (verde puro), b=(0,0,1) (azul
puro) de R’ e criar todas as outras cores formando combinacgoes lineares de r,
g e b usando coeficientes entre O e 1, inclusive; estes coeficientes representam
a percentagem de cada cor pura na mistura. O conjunto de todas estas cores é o
espago RGB ou, melhor, o cubo de cores RGB. Assim, cada vetor de cor c neste

cubo pode ser expresso como uma combinagao linear da forma
c=cr+c,g+c,b=¢/(1,0,0)+c,(0,1,0)+¢,(0,0,1)=(c,,c,,c,)

onde. Como indicamos na figura, os vértices do cubo representam as cores
primadrias puras junto com as cores preto, branco, magenta, ciano e amarelo.

Os vetores ao longo da diagonal entre preto e branco representam tonalidades

de cinza.
Ciano
sIaEnis, £ Branco
-
-
; "
: .
; -~
; -
~ : 7
/"J . P

Preto i Verde
r“

Vermelho g & Amarelo

Figura 1 - Cubo de cores RGB
Fonte: (Extraido de ANTON e BUSBY, 2006, p. 33)
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Em Algebra Linear, torna-se muito importante saber se um dado vetor v de

um determinado espago vetorial V é combinagdo linear de outros vetores desse

€spago, ou seja, se v pode ser obtido a partir de outros vetores. Neste caso, o

vetor v pode ser considerado “supérfluo”. De um modo geral, dados os vetores

vy, Uy ..., U, de um ‘espago vetorial V, é importante, de acordo com Boldrini (1980,

p- 114) “saber se nao existem vetores “supérfluos”, isto ¢, se algum desses vetores

ndo é uma combinagdo linear dos outros”. Para tanto, introduzimos os conceitos de

dependéncia e independéncia linear.

Definicao 2 (dependéncia e independéncia linear): Sejam V um espago vetorial real.
Dizemos que um subconjunto nao-vazio S de vetores de V é linearmente dependente

(ou simplesmente, dependente), se existirem vetores distintos v,, v,,

que a equagao vetorial

..., U, emS§, tais

xv, +xv,+...+x,v, =0

admite solugao nao-trivial (solu¢do nao-nula), ou seja, se o vetor nulo de V pode ser escrito

como combinagao linear de vetores v,, v,,

..., U, de S com algum dos escalares sendo

nao-nulo. Se o conjunto S nao ¢ linearmente depende, dizemos que ele ¢ linearmente

independente (ou simplesmente, independente).

No caso de S conter uma quantidade finita de vetores v,, U,,

também que os vetores v, v,,
dizer que S ¢ dependente (ou independente).
Vejamos alguns primeiros exemplos para

melhor fixar esses novos e importantes conceitos.

ExempLO 1 - UM CONJUNTO DE VETORES LD

Se v,=(4,-20-1), v,=(-1238) ¢
v, =(11,—4,3,5) ,entdooconjunto S = {v,,v,,v,}
de vetores do espago vetorial real R* ¢ LD. De
fato, note que 3v, +v,—v,=0. Portanto, a
equagao vetorial xv, +x,v,+...+xv, =0
admite solugdo com algum x; =0 (solugdo nao-

trivial).

ExEmMPLO 2 - UM CONJUNTO DE VETORES LI

Os vetores v, =(1,L1), v,=(1,—1,0) e
v, =(L0,—1) do espaco vetorial real R’ sio
LI. Para verificar isso, precisamos saber quais as

possiveis solugdes da equagdo vetorial

.eo, U,, dizemos

..., v, sdo dependentes (ou independentes) para

ATENCAD!

conjunto

Dado um nao-vazio
S={v,, v,, ..., U} de vetores de um espago
vetorial V, é facil notar que a equagao vetorial
xv, +xv,+...+xv =0 admite pelo
menos uma solugdo. De fato, ¥, =0, x, =0, ..,
x, = 0 ¢ solugao (a solugdo trivial). Quando esta
¢ a unica solugdo, S ¢ linearmente independente
(abreviadamente, LI). Quando a equagao acima
admite solucio com algum x;, =0 (solugao
linearmente

nao-trivial), S ¢ dependente

(abreviadamente, LD).
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xv, +x,v, +x0,=0,
que ¢ dada por,
x,(1,1L,1)+x,(1,—1,0)+ x,(1,0,—1)=(0,0,0) .

Esta equagdo equivale ao sistema linear

x + ox, +ox

®
|
R
I
o

Por sua vez, o sistema acima ¢ equivalente ao sistema linear escalonado

x + x, + Xy

- 2x, —  x, = 0/

queétriangular superior eadmite como uinicasolugao (obtida por retrossubstituigao),
x, =x, =x, =0 (a solugdo trivial). Logo, os vetores v,, v, e v, sdo LI

Antes de continuar com mais alguns
exemplos, vamos a um exercicio para verificar se

determinados vetores sio LD ou LI.

AD!

ATEN GAU - ExERrcicio RESOLVIDO 1

, . . 1 0 0 1
Reveja a aula 4 de Fundamentos de Algebra para Ver1ﬁque se as matrizes , €

0 0 1 0

relembrar o algoritmo que reduz um sistema 11
linear a um sistema linear escalonado equivalente [1 sdo vetores LD ou LI no espago vetorial
e como obter a solugdes por retrossubstituigio. M, das matrizes quadradas de ordem 2

|
com entradas reais.

SoLucAo:

Precisamos saber quais as possiveis solugdes da equagao vetorial

1 0 0 1 11 0 0
X +x, + x, = ’
0 o 1 0 10 0 0

ou, equivalentemente, da equagdo matricial

x +x, ox,+x 0 0
x,+x, 0 | (0 o)
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Esta equagdo equivale ao sistema linear

X, + x, =
x, + x =
x, + x =

que, por sua vez, equivale ao sistema linear

X, + x, = 0
x, + x, = 0

que admite como solugao as triplas do tipo (—«,—«, ), onde « ¢é qualquer nimero
real. Para o =1, por exemplo, temos a solugdo x, =—1, x, =—1 e x, =1. Logo, as
matrizes dadas sdo LD.

Vejamos, agora, mais alguns exemplos interessantes. Algumas das verificagoes

sdo deixadas como forma de exercicio para vocé.

ExempLo 3 - CoNJUNTOS DE VETORES LI EMm R”
Os vetores e, =(1,0) e e, =(0,1) do espaco

vetorial real R? sdo LI. De fato, a equagao vetorial

xe +x,e,=0

VOCE SABIA?

¢ dada por
e
% (1,0) +x,(0,1) = (0,0)
1. Um conjunto formado por um unico vetor v,
ou, equivalentemente, por

nao-nulo (v, #= 0) de um espago vetorial V é LI.
x,x,)=1(0,0).
(,%,) =(0.0) De fato, se x,v, =0, entao x, =0 ou v, =0.

Mas, isto implica que ¥, =0 e %, =0, de
Mas, desde que v; = 0, temos x, = 0. Portanto,

modo que o conjunto S = {e,,e,} ¢ LI Raciocinando , .
{v,} éLI qualquer que seja o vetor v; = 0.

de modo similar, ¢ possivel mostrar que os vetores
e, =(1,0,0,...,0,0), e, =(0,1,0,..,0,0), ...,

e, =(0,0,0,...,0,1),

2. Um conjunto finito {v,, v,, ..., v,} de
vetores de um espago vetorial V que contenha o

vetor nulo é LD. De fato, se {v,, v,, ..., U,} é

formam um conjunto de n vetores LLem R". Note i
tal que v ;= 0, para algum j, entao

que o vetor ¢, =(0,...,0,1,0,...,0) é aquele vetor 0V, +... 400, +1v, +0v,,, +

n « s . ;.
do R" em que o i-ésimo componente ¢ igual a e 0v =0

1 e os demais componentes sao todos iguais a 0. )
3. Qualquer conjunto de vetores de um espago

Esses sdo os chamados vetores candnicos do R”. ) i )
vetorial V que contenha um subconjunto LD é

Em particular, os vetores canénicos do R’ sio
e, =(L,0,0), e,=(0,1,0) e ¢,=(0,0,1) .

LD.

4. Qualquer subconjunto de um conjunto LI de

vetores de um espago vetorial V é LI
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ExempLo 4 - UM conNyUNTO DE VETORES LD EM @, (R)
Os polinémios p,(t)=1, p,(t)=¢t, ps(t)= £ e p.(t)=2— #* sio LI em
P,

2(R) (espago vetorial real constituido do conjunto formado pelo polinémio nulo

e por todos os polindmios de uma varidvel real com coeficientes reais e de grau

menor ou igual a n). Para verificar isto, devemos mostrar que a equagao vetorial
x,py(8) +x,p,(¢) + 2, ps () + 2, p,(£) =0

tem solu¢do com algum x;, =0. Note que 2p,(¢)+0p,(¢)+ p;(t)— p,(t)=0. De

fato, temos

2p,(t)+0p,(t)+ py(t) — p,(t) =2-14+0-t +£* —(2—¢*) =0,

paratodotem R.

Logo, os polinémios dados sao LI.

Vamos agora destacar alguns fatos gerais interessantes que servirdo para
aumentar a nossa lista de exemplos. Justifique, vocé mesmo, os dois tltimos.

A expressao “linearmente dependente” sugere que os vetores dependem uns
dos outros de alguma maneira. Isto é o que mostra o teorema seguinte, conforme

visto em (ANTON e RORRES, 2001, p. 170).

Teorema 1 (caracterizagdo de vetores LD/LI): Um conjunto finito S de dois
ou mais vetores de um espago vetorial V é:

a) linearmente dependente se, e somente se, pelo menos um dos vetores de S
pode ser escrito como combinagdo linear dos outros vetores de S.

b) linearmente independente se, e somente se, nenhum vetor em S pode ser

escrito como combinagao linear dos outros vetores de S.

DEMONSTRACAO:

Vamos provar o item (a) e deixar o item (b) como exercicio para vocé.

Prova de (a): Seja S={v, v,, ..., v,} um conjunto com dois ou mais
vetores de V. Vamos dividir a prova em duas partes. Inicialmente, suponha que S é
linearmente dependente. Temos, entdo, que a equagao vetorial

xv, +xv,+...+xv, =0
admite solugdo ndo-trivial, ou seja, com os escalares ndo todos nulos (x; =0, para

algumj, j €{L,2,...,n}). Multiplicando a equagao acima por L e rearranjando, temos

) Xi1 Xin X
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Portanto, o vetor v; ¢ combinacdo linear dos outros vetores de S. Vamos
agora mostrar a reciproca. Suponha que pelo menos um dos vetores de S, digamos
v; para algum j, j€{1,2,...,n}, é combinagdo linear dos outros. Assim, existem

escalares Crrevns€iysCipsen -, C, tais que

v, =ou e v 0, ey,

Rearranjando esta equagao temos

vyt v +(=ly, +c v+ Fcv, =0

Assim, a equagdo vetorial

xv, +xv,+...+xv, =0

é satisfeita com

X=C, X =C, X, ==Ly, =, e, X, =C

ou seja, admite solug¢do ndo-trivial (com algum escalar ndo-nulo). Portanto, S é
linearmente dependente. Isto conclui a prova do item (a).

Como consequéncias do teorema 1 temos os seguintes resultados:

1. Um conjunto de dois vetores é LD se, e somente se, um deles é um multiplo
escalar do outro. Em particular, em R* eem R’ isto significa que dois vetores v, e

v, sdo LD se, e somente se, eles estao sobre uma mesma reta passando pela origem.

Veja a figura 2 abaixo.

Vs

Figura 2 - Dois vetores LD em R3
2. Um conjunto de trés vetores € LD se, e somente se, um deles for uma soma
de multiplos escalares dos outros dois. Em particular, em R’ isto significa que
trés vetores v,, U, e V; sdo LD se, e somente se, eles estdo sobre um mesmo plano

passando pela origem. Veja a figura 3 abaixo.
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Vi

Figura 3 - Trés vetores LD em ]R3 .
Neste tépico, vimos que vetores de um espago vetorial podem ser
combinados para a obtenc¢ao de novos vetores e identificamos quando um conjunto
de vetores ¢ linearmente dependente ou linearmente independente. No préximo,

introduziremos o conceito de subespago vetorial.

Algebra Linear




TO PI cu 2 Subespacos vetoriais

OBJETIVOS
. Reconhecer subespagos vetoriais
. Caracterizar subespagos vetoriais

este topico, introduziremos o conceito de subespago vetorial,

um subconjunto de um espago vetorial que ¢é ele préprio um

espago vetorial. Veremos também como os subespagos vetoriais

podem ser caracterizados e realizaremos algumas operagdes importantes com estes
subconjuntos.

O conceito de subespago vetorial se torna importante, pois muitas vezes

necessitamos determinar quando subconjuntos de um espago vetorial sdo espagos

vetoriais “menores” .

AULA?2
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Considere, por exemplo, o caso de V =R* ={(x,,)|x,,x, € R} que é um
espago vetorial com as operagdes usuais de adigao de vetores e de multiplicacdo de
vetores por escalares reais. Uma reta R de V passando pela origem é um subconjunto
de V que funciona como um espago vetorial (figura 4). De fato, ao somarmos dois
vetores de vetores de R, obtemos um vetor também em R e, ao multiplicarmos um
vetor de R por um escalar real, obtemos também um vetor de R. Assim, R é fechado

em relagdo a adicdo de vetores ¢ a multiplicagdo de vetores por escalares reais.

Y

Yyt ¥y

2
Figura 4 - Uma reta R de R passando pela origem.

Formalmente, temos a seguinte definigao:

ATENG[\U! Definicao 3 (subespaco vetorial): Seja

V um espago vetorial real (sobre R). Um

Por questdes de simplificagdo, muitas vezes nos

subespaco de V é um subconjunto W de V

referimos a um espago vetorial W de um espago , , . .
que ¢é ele proprio um espago vetorial sobre

vetorial V, dizendo apenas que W é um subespaco . .
P d pas R com as operagdes de adigdo vetorial

de V. T .
e de multiplicagdo vetorial por escalar

| definidas em V.

Pensando na definicdo de espago vetorial dada na aula 1, para mostrar
que um conjunto W é um espago vetorial real com relagdo a uma adigao e a uma
multiplicagdo por escalar dadas, deveriamos mostrar que todas as condigdes
daquela definigdo sao satisfeitas, ou seja, que o conjunto W é fechado com relagao
as operagdes de adigdo vetorial e de multiplicagdo vetorial por escalares reais e que
0s oito axiomas sdo verificados. Entretanto, de acordo com Anton e Rorres (2001,

p- 162)
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.. se W ¢ parte de um conjunto maior \

V que ja é sabido ser um espago

vetorial, entao alguns axiomas nao

VOCE SABIA?

precisam ser conferidos para W pois

K
eles sdo “herdados” de V. Por exemplo, >

ndo ha necessidade de conferir que E comum escrever (V'+") para indicar um

u+v=v+u (.) para W pois isto espago vetorial sobre um determinado corpo
vale para todos os vetores de V e K . Seguindo essa notagdo, podemos escrever
consequentemente para todos os vetores
de W.

(W,+,) para indicar um subespago vetorial do

espago vetorial (V,+,-).

Do mesmo modo que o axioma (a) (a I ——

propriedade comutativa da adigdo vetorial) ¢é

herdado por W de V, também sao herdados por W de V os axiomas (b), (e), (), (g)
e (h). Por conseguinte, estas propriedades nao necessitam ser verificadas. A seguir,
apresentamos um resultado que da uma caracterizagao para subespagos vetoriais.
Ele estabelece que os axiomas (c) e (d) podem ter suas verificagdes também omitidas,
restando apenas a necessidade de verificar a validade do fechamento de W com

relagdo as operagoes.

Teorema 2 (caracterizagao de subespaco vetorial): Se W ¢ um subconjunto
ndo vazio de um espago vetorial real V, entdio W ¢ um subespago de V se, e
somente se, as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

i)Se u e v sdo vetores quaisquer em W, entdo u+v é um vetor em W.

ii) Se 1 ¢ um escalar real qualquer e u é um vetor qualquer em W, entdo [u ¢é

um vetor em W.

DEMONSTRACAO:

A prova ¢ constituida de duas partes. Inicialmente, devemos mostrar que se
W ¢é um subespago de V, entdo as condigdes (i) e (ii) sao satisfeitas.

Este fato segue das defini¢des de espago vetorial (definigao 1 da aula 1) e
de subespago vetorial (defini¢do 3 acima). Se W ¢é subespaco de V, entdo W é um
espago vetorial (sobre R ) com relagdo as operagdes em V. Logo as condigdes (i) e
(ii) do teorema 2 acima que correspondem aos itens (3) e (4) da defini¢do de espagos
vetoriais sdo satisfeitas.

Resta-nos provar a reciproca, ou seja, que se as condigdes (i) e (ii) sdo

satisfeitas, entdo W é um subespago de V.
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Para tanto, devemos mostrar que W ¢ um
espago vetorial com as operagdes definidas em

V, ou seja, que todas as condigdes da defini¢ao

GUARDE BEM 1SS0!

de espago vetorial sdo satisfeitas. Os itens (3) e

O teorema de caracterizacio de subespagos (4) dessa definig¢ao correspondem exatamente as
vetoriais estabelece que W é um subespaco de condigdes (i) e (ii) do teorema, sendo satisfeitas
V se, e somente se, W € ndo vazio e é fechado por hipétese. Resta verificar que os oito axiomas

com relagao as operagdes de adigao vetorial e de (a)-(h) sdo também satisfeitos. Os axiomas (a),

multiplicagao vetorial por escalares definidas em (b), (¢), (f), (g) € (h) sio naturalmente satisfeitos

v pelos vetores em W, pois eles sdo satisfeitos

EEEssssssssssnnn  Delos vetores em Ve W CV . Para completar
a prova, devemos verificar que os axiomas (c) e (d) (existéncia do vetor nulo e
existéncia do simétrico, respectivamente) sao satisfeitos pelos vetores em W. Seja u
um vetor qualquer em W, a condigdo (ii) com /=0 da que Ou estd em W. Mas, de
propriedades vista na aula 1 (teorema 3), temos que Ou = 0. Portanto, o vetor nulo
0 estd em W. Um argumento similar com /=—1 e o fato que (—1ju=—u da que
—u esta em W, qualquer que seja o vetor u em W.

Vamos fixar melhor a defini¢do de subespagos vetoriais apresentando alguns

exemplos.

ExemPLO 5 - UM suBEspPACO DE R

Considere o subconjunto W = {(x,—x)|x € R} de R*, ou seja, o conjunto
constituido de todos os pares ordenados que tém a segunda coordenada igual ao
oposto da primeira. Uma vez que o vetor (1,—1) estda em W, ele é ndo-vazio. Além
disso, dados dois vetores quaisquer 4 =(a,—a), a€R e v=(b,—b), bER em W
e um escalar real qualquer 1, temos:

i. utv=(a,—a)+(b,—b)=(a+b,—(a+b)) que é um vetor de W, pois a
segunda coordenada ¢é igual ao oposto da primeira.

ii. lu=1I(a,—a)=(la,—la) que é um vetor de W, pois a segunda coordenada
¢ igual ao oposto da primeira.

Portanto, as condigdes do teorema 2 sio satisfeitas e W ¢ subespago do R*.

EXEMPLO 6 - UM SUBCONJUNTO DE R®> QUE NAO E SUBESPACO
Considere o subconjunto W de R?, constituido de todos os pares ordenados
(x,y) tais x >0, ou seja, dos pontos que estdo no primeiro ou no quarto quadrante.

W ¢ ndo-vazio, pois o ponto (0,0)€ W . Podemos notar que W ¢é fechado para
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a adigdo usual de vetores, mas ele ndo ¢é fechado para a multiplicagdo vetorial
por escalares reais. De fato, o vetor v=(2,—1) esta em W, mas seu simétrico
—v =(—1)y =(—2,1) ndo esta em W (o primeiro componente de —v é —2 que nao
é >0). Assim, W ndo é subespago do R*. Veja este exemplo ilustrado na figura

5 abaixo.

2
Figura 5 - Um subconjunto de R que nao ¢ subespaco

EXEMPLO 7 - SUBESPACOS DE MATRIZES
Seja V.= M, o espaco vetorial real de todas as matrizes nXn com entradas
reais, com as operagdes de adigdo matricial e multiplicagdo matricial por escalar.

Considere o subconjunto W de V das matrizes

S

a matriz nula nxn ¢é triangular superior. Uma SAIBA MAIS!

triangulares superiores. W ¢ ndo-vazio, pois

vez que a soma de duas matrizes triangulares )
1. Todo subespago W de um espago vetorial V
superiores ¢ uma matriz triangular superior e que ’
contém o vetor nulo de V. Para ver este fato, basta
o produto de uma matriz triangular superior por ) )
tomar um vetor u qualquer em W (que existe pois

um escalar real é também uma matriz triangular .. . o -
W é ndo-vazio) e usar a condigdo (i) com [ =0.

superior, W € um subespago de V. Sdo também Issonos da que Ou = 0 estaem W. Outraforma de

subespagos de V, os subconjuntos formados mostrar que 0 estd em W, seria usando a condigdo

pelas matrizes de cada um dos tipos abaixo: (i) com I=—1, junto com a condigio (i). Isso

e triangulares inferiores; resultaria em u+(—lJu=u+(—u)=0 que

* diagonais; esta em W, pois U e —u estdo em W.

* simétricas; 2. Todo espago vetorial contém pelo menos dois

* antissimétricas. subespagos: o conjunto formado pelo vetor nulo

Antes de prosseguirmos com mais e o proprio espago vetorial. Estes sao chamados
exemplos, vamos a alguns fatos basicos. subespagos triviais.
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Agora que sabemos que todo subespago W de um espago vetorial V contém o
vetor nulo de V podemos substituir na caracterizagao vista no teorema 2 a condigao
W =& por 0€W . Alids, um bom comego para testar se um subconjunto W de
um espago vetorial V ¢é ou nao um subespago de V ¢ verificar se o vetor nulo 0 estd
ou nio em W. Caso 0 ¢ W podemos garantir que W nio ¢ subespaco. Caso 0 € W
precisamos verificar ainda que W ¢é fechado para as operagdes definidas em V.

Vejamos mais alguns exemplos de subespagos vetoriais.

EXEMPLO 8 - SUBESPACOS DAS SOLUCOES DE UM SISTEMA HOMOGENEO DE EQUACOES
LINEARES
Em certas situagdes usuais importantes surgem exemplos de subespacos

vetoriais. Considere, por exemplo, o sistema linear homogéneo

x — 2y + 3z =0
St2x + 4y + z = 0,
3x + 7y — 4z = 0

que escrito na forma matricial ¢é

I =2 3||x| |0
S:2 4 1| y|=|0]-
3 7 —4||z 0
0
Sabemos que o vetor nulo |g| pertencente a M, ¢é solugdo do sistema linear
0

x, x,
S (a solugao trivial). Note também que se |),| e |y,| sdo vetores solugao de S,

zZ, z,

X X

1 2

¥, |+|y,| ainda é um vetor solugdo de S, pois

z z

1 2

I =2 3||x X, I =2 3jx I -2 3j«x 0
2 4 iy +|y|=2 4 Liy|+12 4 1i|y,|=(0|+|0|=]|0
3 7 —4|||z 3 7 —4| z 3 7 —4|z, 0

2

z

1 2
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X1

e que |y, também ¢ um vetor solugdo de S, qualquer que seja o escalar [,

Zl
pois 1 -2 3 [« 2 4 1][x]) Jo
2 4 1yll=1 1 2 |yl|l=1]o=
3 7 4 |z 1 3 —1jz 0
Assim, o conjunto-solu¢do do sistema \

linear S ¢ subespaco vetorial de M, .

VOCE SABIA?

De um modo geral, o conjunto-solugao

. . N N
de um sistema linear homogéneo qualquer de ) )
Se um sistema linear S de n equagdes nao for

n equagdes ¢ um subespago do espago vetorial . )
homogéneo, 0 que acontece com seu conjunto

M, . Demonstre este fato como exercicio. ~
solugao? Uma vez que a soma de vetores-

Nessa aula aprendemos o que ¢é uma ~ ; ~
solugao de S nem sempre ¢ um vetor-solugao,

combinagdo linear de vetores, o que sdo vetores o conjunto-solugio de S ndo é um subespago

linearmente independentes e linearmente de M, . Verifique este fato como exercicio.
dependentes e exploramos o importante Alternativamente, vocé pode concluir que
conceito de subespago vetorial, apresentando o conjunto-solugio do sistema S nio é um
diversos exemplos. Na proxima aula veremos subespago de M, , verificando que o vetor
como podemos realizar certas operagdes com nulo 0, , pertencente a M, ndo ¢ solugdo do
subespagos vetoriais para produzir novos sistema linear §.

subespagos e introduziremos os conceitos de

base e dimensio de espagos vetoriais.

[

L N\ A
SAIBA MAIS!

Amplie seus conhecimentos consultando as referéncias que citamos e/ou visitando paginas da internet.
Algumas péginas interessantes que podem ajuda-lo sao:
http://www.uel.br/projetos/matessencial /superior/alinear/espvetor.htm

http://www.lac.usp.br/~paulo/capl.pdf
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Espacos vetoriais: espagos
AU I.A 3 gerados, operacoes com

subespacos e bases

Ola! Nesta aula, finalizaremos nossos estudos dos espagos vetoriais. Nela
aprenderemos a gerar subespacos de certo espaco vetorial V de duas formas
diferentes: a partir de um conjunto de vetores de V ou combinando outros
subespacos de V por meio de algumas operacgoes. Veremos, também, conceitos
fundamentais como os de base e dimensao de um espaco vetorial e como fazer
a mudanca de uma para outra base.

Objetivos

e |dentificar espacos gerados

e Reconhecer conjuntos geradores

e QOperar com subespacos vetoriais

e (Obter bases de espacos vetoriais

e Determinar dimenséo e coordenadas
e Fazer mudancas de bases
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TGPICU-l Espacos gerados

OBJETIVOS

. Identificar espagos gerados
. Reconhecer conjuntos geradores

. Operar com subespagos vetoriais

este topico, veremos como \

obter um subespago de V e

VOCE SABIA?

apresentaremos o conceito

de espaco gerado a partir de certos vetores de

. , Se v, v,, ..., U, sdo vetores de um espago

um espago vetorial V. Aprenderemos também
vetorial V, entdo pode ocorrer que alguns vetores

algumas operagdes que podem ser feitas com

de V sejam combinagdes lineares dos vetores

subespagos vetoriais e que servirdo para a

Ul’ UZ’ coop Y enquanto que outros vetores

w7
obtencido de novos subespacos a partir de . .
s pag p de V podem nao ser combinagdes lineares desses

subespagos dados. Veremos, ainda, alguns
vetores.

exemplos que ilustrardo esses conceitos.
. . ~ I
Iniciemos com a seguinte observagao:

O exemplo seguinte ilustra essa observagao.

ExempLro 1

Considere os vetores v, =(1,—1,0) e v, =(1,0,—1) do espago vetorial
V=R’. Uma vez que (1,2,—3)=-2(1,—1,0)+3(1,0,—1), temos que o vetor
(1,2,—3) de V é uma combinacdo linear dos vetores v, e v, (os coeficientes da
combinagdo linear sdo os escalares reais —2 e 3). Por outro lado, o vetor (2,5,—6) de
V ndo é uma combinagao linear dos vetores v,ev,, conforme pode ser conferido
no exemplo 2 da aula 2.

Uma vez fixados v,, v,, ..., v, vetores em um espago vetorial V, vamos

considerar o conjunto W consistindo de todos os vetores que podem ser dados
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como combinagdes lineares destes vetores. O teorema seguinte assegura que W ¢
um subespago vetorial de V. Sua demonstracdo ndo ¢ dificil e pode ser encontrada
em diversos livros de Algebra Linear (veja, por exemplo, Anton e Rorres, 2001).
Fazemos tal demonstra¢ao aqui apenas com o intuito de que nosso texto esteja mais
completo e para que vocé possa recordar os passos para demonstrar que um certo

conjunto W ¢é subespa¢o de um espago vetorial V.

Teorema 1 (subespago das combinacgdes lineares): Se v,, v,, ..., v, sdo ve-
tores de um espago vetorial real V, entdo:

a) O conjunto W de todas as combinagdes lineares dos vetores v,, v,, ..., v, €
um subespago de V.

b) W ¢é o menor subespago de V que contém os vetores v,, v,, ..., V,, 0 que
significa que qualquer outro subespago W' de V que contenha os vetores

v, Uy, ..., U, também contém W.

DEMONSTRACAO:

Para a comprovagao do item (a), devemos mostrar que W é ndo vazio e ¢
fechado com relagdo as operagdes de adigao vetorial e de multiplicagao vetorial por
escalares definidas em V. Inicialmente, note que o vetor nulo de V estd em W, pois
O0v, +0v, +...+0v, =0. Portanto, W ¢ ndo vazio. Agora se u e v sdo vetores em
W, entdo eles sdo uma combinagao linear dos vetores v,, V,, ..., V,, ou seja, temos

u=kv, +kyv,+...+kv, ev=ILv +Lv,+...+1v,,
onde k, k,, ..., k, e l, 1, ..., I sdo escalares reais. Portanto, temos que

utv=(k +0)o, +(k +L)v, ..+ (K, +1)y,
e, para qualquer escalar real &,

ku = (kk))v, +(kk,)v, +...+(kk,)v, .

Isso mostra que u-+v e ku sdo combinagdes lineares dos vetores
v, Uy, ..., U, € portanto, estdo em W. Logo, W ¢é fechado com relagdo a adigao
vetorial e a multiplicagdo vetorial por escalares definidas em V. Isso atesta que W
¢ de fato um subespago de V.

Vamos agora explicar o item (b). Note inicialmente que cada vetor v,,
i=1,2,...,n, ¢ uma combinagio linear dos vetores v,, v,, ..., v,, pois temos

v,=0v, +0v, +...+0v_, +1v, +0v,,, +0v,, +...+0v,.

Assim, o subespago W contém cada um dos vetores v, v,, ..., v,.Seja agora

W’ um subespago qualquer de V que contenha os vetores v,, v,, ..., v,. Uma vez
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que W’ ¢é fechado com relagdo a adigdo vetorial e a multiplicagdo vetorial por
escalares definidas em V, ele deve conter também todas as combinagdes lineares
dos vetores v,, v,, ..., v,. Assim, W’ contém cada um dos vetores de W. Isto
conclui a prova.

O subespago W das combinagdes lineares dos vetores v,, v,, ..., v, recebe

um nome especial e uma notagao particular apresentados na definigao seguinte:

Definicao 1 (subespago gerado): Se v,, v,, ..., v, sdo vetores de um espago

vetorial real V, o subespago W de V consistindo de todas as combinagdes lineares

dos vetores v, v,, ..., v, é chamado subespago gerado por v, v,, ..., v,

e, dizemos também que os vetores v,, v,, ..., v, geram W. Usamos a notagao
W=lv, v,, ..., v,]

para indicar que W ¢é o subespago gerado por v,, v,, ..., v,.

Simbolicamente, podemos escrever
W=|[v, v,, ... v,|={veV|v=cv, +cv,+...+¢c,v,}.

Mais geralmente, se S é um subconjunto (finito ou infinito) ndo vazio de um
espaco vetorial V, o conjunto de todas as combinagdes lineares de elementos de S
¢ um subespaco vetorial de V, denominado subespago gerado por S e denotado por
[S]. Dizemos, também, que o conjunto S gera o subespago [S]. Alguns autores
utilizam as notagoes

ger(S) e span(S)
para indicar o subespago gerado por S, realgando as iniciais da palavra gerado e

spanned (do inglés). Vamos a alguns exemplos para melhor fixar os conceitos.

Exempro 2
O subespago de V =R’ gerado pelo vetor v=(1,—2) é
W =[(1,-2)]={c(l,—2)[c€ R}
={(c,—2¢c)|ceR}
={(x )|y =2}
ou seja, a reta que contém o vetor v =(1,—2) (passa pela origem de R* e possui a

dire¢do do vetor v ={(1,—2)).
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XV

-

[(1,-2)]

Figura 1 - Subespago do R? gerado pelo vetor v = (1, —2)

ExemprLro 3
O subespago de V = R’® gerado pelo vetor v, v=0 ¢
[v]={cv|ceR},

que ¢ a reta passando pela origem determinada pelo vetor v.

y

Figura 2 - Subespago do R’ gerado pelo vetor v.

ExemrLo 4

O subespago de V=R’ gerado pelo conjunto S={v,,v,}, com v, =kv,,
paratodo k€R ¢

[UI’UZ] = {Clvl +C2U2 ’C1'C2 € R} !

que ¢ o plano passando pela origem determinada pelos vetores v, e v, .

"

[

V2

e 4

Vi

Figura 4 - Subespago do R’ gerado pelos vetores v, e U, .
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Exempro 5
O subespago de V=R’ gerado pelos vetores v, =(1,0,0), v, =(0,1,0) e
=(0,0,1) é o proprio R’, ou seja, [v,,v,,v,]=R’
De fato, dado um vetor v = (x, y,z) qualquer do R’, temos
(x,y,2)=x(1,0,0)+ y(0,1,0)+2(0,0,1),
ou seja,
v=uxv, + yv, + zv,
Assim, v €[v,,v,,v,], 0 que significa que todo vetor do R’ estd em [v,,v,,v,]
ou que R’ C[v,,v,,v,]. Uma vez que [v,,v,,v,] é subespaco do R’ (e, portanto,

[v,,v,,v,] CR?), concluimos que [v,,v,,v,] é o préprio R’.

ExEmprLO 6

O subespago de V = M, (das matrizes quadradas de ordem 2) gerado pelos

1 0 0o 1 0 0
vetores v, = ;v = e v, = é:
0 2 1 0 0 1
[v,v,,05]= {av1 +bv, +cv,
1 0 0 1 00
=1a +b +c a,b,ceR}-
0 0 1 0 0 1
a b
= ab,ceR
b ¢

ou seja, o subespago das matrizes quadradas de ordem que sdo simétricas.

Vejamos agora algumas propriedades tteis de conjuntos geradores /

subespagos gerados. Suas demonstragdes sao deixadas como exercicio.

Teorema 2 (propriedades de conjuntos geradores / subespacos gerados):

Sejam S e S' subconjuntos nio vazios de um espago vetorial real V, entao:
a) SCJS].

b) S =[S] se, e somente se, S ¢ um subespago vetorial de V.

o) [[SNI=IS]-

d) Se SCS' entao [S]C[S'].
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O teorema seguinte estabelece as condigdes para que dois subespagos gerados

sejam iguais.

Teorema 3 (igualdade subespacos gerados): Se S={v,, v,, ..., v,} e
S'={w,, w,, ..., w,} sdo dois conjuntos de vetores em um espago vetorial
real V, entdo

[vi, vy oo v =Wy, w,y, ..., w,]
se, e somente se, cada vetor em S é uma combinagio linear dos vetores de S' e

cada vetor em S' é uma combinacio linear dos vetores de S.

O teorema 3 deixa claro que os conjuntos geradores nao sao unicos. Por
exemplo, qualquer vetor ndo-nulo da reta no exemplo 3 gera aquela reta e quaisquer
dois vetores nao-colineares do plano no exemplo 4 gera aquele plano.

Agora vamos perceber que é possivel combinar subespagos de um espago
vetorial V para obter novos subespagos de V, por meio de certas operagoes.
Apresentaremos as operagdes de adigdo, intersecao e reunido de conjuntos.
Comecemos com um teorema que estabelece que a interse¢ao de subespagos de um

espaco vetorial V ainda é um subespago de V.

Teorema 4 (intersecdo de subespacos): Se S, e S, sdo subespagos de um
espago vetorial real V, entdo a intersecao S, NS, dada por
S,NS,={v|ves eves,}

¢ também um subespago de V.

DEMONSTRACAO:

Se S, e S, sdo subespagos do espago vetorial V, temos que:

i) O vetor nulo (0) de V esta também em S, e S, e, consequentemente,
temos que

oes nNs,

Assim, S, NS, é nao vazio.

ii) Se u e v sdo vetores quaisquer em S, MNS,, entdo u e v pertencema S, , e
tambéma S,. Assim, u+v €S, e u+vES,. Portanto,

ut+ves NS,.
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iii) Se / ¢ um escalar real e u ¢ um vetor qualquer em S, NS, , entdo u pertence
a S ,etambéma S,. Assim, lu€ S, e lu€S,. Portanto,
lues Ns,.
Assim, S, NS, ¢é ndo vazio e é fechado com relagdo as operagdes de adigao
vetorial e de multiplicagdo vetorial por escalares definidas em V e, portanto, ¢ um

subespago de V.

Exempro 7
Seja V=R’ e S, e S, planos distintos de V que passam pela origem, entéo

S, NS, éareta (passando pela origem) comum aos dois planos (figura 5) .

$nNS,

Figura 5 - Subespago intersegio S, (S, dos espagos S, e S, do R’

O teorema 4 pode ser generalizado
para a interse¢cdo de uma colegdo qualquer de

subespagos de V, como descrito na observagao

%S, VOCE SABIA?

seguinte. N\

Por outro lado, a reunido S, US, de dois Seja V um espago vetorial real. A intersegao de
subespagos S, e S, de um espago vetorial V, uma colegdo qualquer de subespacos de V é um
dada por subespago de V.

S,US, ={v|ves, ouves,}, ]
ndo é necessariamente um subespago de V.
Deixamos a verificagao dessa afirmagao como exercicio para vocé.

A seguir, apresentamos a defini¢do de soma de subconjuntos de um espago

vetorial.
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Defini¢do 2 (soma de subconjuntos de um espago vetorial): Sejam S, e S,
subconjuntos de um espago vetorial real V, o conjunto de todas as somas

v, +v,
de vetores tais que v, €S, e v, €S, é chamado a soma dos subconjuntos S,
e S, e é denotado por

S, +S,.

E facil mostrar que a soma de subespagos de um espago vetorial V é também

um subespago de V que contém cada um dos subespagos parcela.

Teorema 5 (soma de subespacos): Se S, e S, sdo subespagos de um espago

vetorial real V, entdo a soma S, + S, é também um subespaco de V.

DEMONSTRACAO:

Se S, e S, sdo subespagos do espago vetorial V, temos que:

i) O vetor nulo (0) de V estd também em S, e S, e, consequentemente,
temos que

0=0+0€S, +5,.

Assim, S, + S, ¢é ndo vazio.

ii) Se u e v sdo vetores quaisquer em S, +S,, entdo u=u, +u,, com u, €S,
eu,€S, ev=y +v,, comuv €S e v,ES,, etemos que

utv=(~u +u,)+ v, +v,)=(u +v)+u+v,)ES +S,,

pois u, +v, €S, e u, +v, €S,.

iii) Se / ¢ um escalar real e u é um vetor qualquer em S, +S,, entdo u =u, +u,,
com u, €S8, e u, €S,, e temos que

lu=1Il(u, +u,)=1Iu +lu, €S, +S,,

pois lu, €S, e lu, €5, .

Assim, S, + S, é ndo vazio e ¢ fechado com relagdo as operagdes de adigao
vetorial e de multiplicacdo vetorial por escalares definidas em Ve, portanto, é um

subespago de V.

Exemrro 8
Seja V=R’ e S, e S, retas distintas de V que passam pela origem, entdo

S, +S, é o plano que contém as retas S, e S, (figura 6) .
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Figura 6 - Subespago soma Sl +Sz dos espagos Sl e Sz do R’

Exempro 9

Sejam V=R’, S, o subespago de V gerado pelos vetores v, =(1,1,0) e
v, =(0,0,1), ou seja, S, =[v,,v,] é o plano (passando pela origem) que contém
os vetores v, e v, e S, o subespago de V gerado pelo vetor v, =(1,1,1), ou seja,
S, =[v,] € a reta (passando pela origem) que contém o vetor v,. Uma vez que
v,=v,+v,, v;ES, e areta S esta contida no plano S, (S, CS,). Portanto,

S, +S,=S5, (figura 6).

Figura 7 - Subespago soma Sl +Sz dos espagos Sl e SZ do R’

Exemrpro 10

Se V=M, (espago das matrizes quadradas de ordem 2) e S, e S, sdo
os subespagos das matrizes quadradas de ordem 2 triangulares superiores e
triangulares inferiores, respectivamente. Ou seja,

a b
S, =
0 ¢

ab,ceR
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0
VOCE SABIA? <
entao
1. E natural estender a definicio de soma de
subconjuntos de um espago vetorial real V para S=S+S,= l b ab,c,deR=M,.
c

uma quantidade finita de parcelas e, é possivel
mostrar que a soma de uma quantidade finita de Finalizamos este topico apresentando um

subespagos de V ainda & um subespaco de V. tipo especial de soma de subespagos, denominada

2. A intersegao, areuniao e asoma de subconjuntos .
soma direta.

de V estao relacionadas por

S,NS,CS,US,CS, +85,

Definicdo 3 (soma direta de subespacgos vetoriais): Sejam S, e S, subespagos
de um espago vetorial real V. Dizemos que S, + S, ¢ asoma diretade S, e S, se
S, Ns,={0}.

Nesse caso, usamos também a notagao S, @ S, para denotar a soma S, + S, .

A definicao 3 estabelece que uma soma de subespagos é soma direta se, e
somente se, a interse¢ao dos subespagos parcelas contém apenas o vetor nulo. O
teorema 6 a seguir dd a condigdo necessaria e suficiente para que um espago vetorial

seja a soma direta de dois seus subespagos. A demonstra¢ao do teorema 6 pode ser

encontrada na literatura especifica.

Teorema 6 (soma de subespacos): Sejam S, e S, subespacos de um espago
vetorial real V. Entdo, V=S5, @S, se, e somente se, para cada v €V existirem

um Unico u, €S, e um Unico u, €S, tais que v=u, +u,.

Exempro 11

As somas nos exemplos 8 e 10 sdo diretas, uma vez que nos dois casos temos
S, NS, ={0}. No exemplo 10, temos ainda V=S5, @S, . Por outro lado, desde que
S, NS, =S5, = {0} noexemplo 9, aquela soma nao ¢é direta.

Neste topico, vimos como obter subespagos vetoriais a partir de um conjunto
de vetores ou combinando subespagos dados. Finalizaremos nossa aula com o tépico

seguinte onde aprenderemos mais alguns conceitos uteis.
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= Bases, coordenadas
T PI e dimensao

OBJETIVOS

. Obter bases de espagos vetoriais

. Determinar dimensio e coordenadas
. Fazer mudangas de bases

este topico, introduziremos conceitos fundamentais como os de
base e dimensao de um espago vetorial. Aprenderemos, também,
a determinar as coordenadas de um vetor qualquer em certa base

e veremos como fazer a mudanga de uma para outra base de um espago vetorial.
Em geral, um espago vetorial contém uma infinidade de vetores. O tnico
espago vetorial com um numero finito de elementos é o espago trivial contendo
unicamente o vetor nulo. Apesar de conterem uma infinidade de vetores, muitos
espagos vetoriais sao gerados por conjuntos finitos de vetores. Para estes espagos
e também para os casos em que o espago vetorial ndo é gerado por um conjunto
finito de vetores, a ideia de base de um espago vetorial é bastante util. Essa nogado
¢ apresentada na defini¢do seguinte e os exemplos que seguem servirdo para que

ela seja melhor fixada.

Definic¢do 4 (base de um espago vetorial): Uma base para um espaco vetorial
V € conjunto linearmente independente de vetores de V que gera o espago V.
Dizemos também que o espago é de dimensao-finita se ele tem uma base finita.
Caso um espago V nao tenha uma base finita, dizemos que ele é de dimensao-

infinita. O espago vetorial nulo é considerado de dimensao finita.
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Exempro 12

Consideremos trés vetores quaisquer v,, v, € v, no espago vetorial R’
(plano) tais que nenhum deles seja multiplo escalar do outro (figura 8). Qualquer um
desses vetores, digamos v, , é ele mesmo LI, mas ndo gera o R? (mais precisamente,
o subespago de R’ gerado por v, é a reta que contém v,, ou seja, a reta que
passa pela origem de R’ e possui a diregio do vetor v,). Os trés vetores v,, v,
e v, certamente geram R?, mas ndo sdo LI (na verdade, qualquer subconjunto
do R® com mais de dois vetores é LD — deixamos esse fato como exercicio para
vocé). Por outro lado, quaisquer dois desses vetores, digamos v, e v,, tém as
duas propriedades, ou seja, eles geram e sdo LI e, portanto, formam uma base do
R*. A independéncia linear de v, e v, segue como uma das consequéncias do
teorema 1 da aula 2, pelo do fato de eles ndo serem multiplos escalar um do outro.
Para mostrar que v, e v, geram o R’?, devemos mostrar que um vetor qualquer
v=(a,b) do R? pode ser escrito como combinagio linear dos vetores v, e v,, ou
seja, que a equagao vetorial

v=uxv, + yv,

tem solugdo. Supondo que,

v = (Ull 'vlz)

’

UZ = (UZI 4 UZZ)
em termos de componentes, a equagdo vetorial acima é equivalente a

x(vy,,v,) + Y(Va V) = (a, D).

Igualando os componentes, temos o sistema linear
Ullx + v21y =a ,
v,X+v,y=>b
cuja matriz dos coeficientes é
Ull UZI
UIZ U22

Uma vez que v, e v, nao sdo multiplos escalar um do outro, o determinante
dessa matriz é diferente de 0 (veja a comprovagao deste fato na observagao abaixo)

e, o sistema tem solugao (Unica).
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v, U
11 21 ,
=0, terlamos v,,V,, = V},V,; . Olhando para os

12 U22

Observacgao: Caso
v
componentes de v, , temos trés possibilidades:

v, =0 e v,, #0, que implicaria em, dividindo a igualdade por v, v,,,
v v . 1
—- =L =k Nesse caso, v,, =kv,, v, =kv,,, donde v, e v, seriam multiplos.

v, =0 e v, =0, que implicaria em v, =0. Desse modo, v, e v,
pertenceriam ambos ao eixo dos x, sendo multiplos um do outro.

v, =0 € v, =0, que implicaria em wv,=0. Nesse caso, v, e v,
pertenceriam ambos ao eixo dos Yy, sendo multiplos um do outro.

O caso, v,, =v,, =0 ndo se aplica pois, se v, e v, ndo sao multiplos escalar

um do outro, nenhum deles pode ser o vetor nulo.

YA

Vi

X v

Vs

Figura 8 - Subconjuntos geradores e bases do R?

O argumento usado para mostrar que v, e v, geram o R’ serve também
para mostrar que v, e v, sao LI De fato, fazendo v=0 teriamos que a Unica
solugdo da equagao vetorial seria x = y =0, ou seja, uma combinagao linear de
v, e v, dando o vetor nulo, resulta que os coeficientes da combinagdo sao todos
iguais a zero.

Ele serve também para mostrar que os trés vetores v,, v, e v, geram R?,
conforme afirmado acima. De fato, uma vez que v, € R® pode ser escrito como
combinacao linear dos vetores v, e v,, o teorema 3 garante a afirmagao.

O exemplo 12 deixa claro que um espago vetorial ndo tem uma base unica.
Quaisquer dois vetores do R? que nao sio multiplos um do outro, por exemplo,
constituem uma base do R?. No exemplo seguinte, conheceremos uma base

particular importante do R?.
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Exempro 13
No espago vetorial n-dimensional R" considere o subconjunto dos vetores

e, e, ..., e definido por

e, =(1,0,0,...,0,0)
e, =(0,1,0,...,0,0)

e, =(0,0,0,...,0,1)

onde e, é o vetor do R" cujo i—ésima componente ¢ igual a 1 e os demais
componentes sao iguais a 0. Uma vez que a equagao vetorial

xe +xe,+...+xe =0,
tem como unica solugdo, x, =x, =---=x, =0, os vetores e, e,, ..., e, sdo LI. Por
outro lado, dado um vetor x = (x,,%,,...,%,) qualquer do R", temos

x=uxe +xe,+...+xe,,

que mostra que os vetores e, e,, ...,e, geram o R". Assim, o conjunto

n

B={e, e,, ..., e,} éumabasedo R".Esta base particular é chamada base candnica

do R".

ExemrpLo 14

Seja @, (R) o espago vetorial formado pelo polinémio nulo e por todos os
polindmios de uma varidvel real com coeficientes reais e de grau menor ou igual a
n. O subconjunto

B={Lt,t*,....t"}
de ®,(R) constituido dos monémios p,(t)=t‘ de grau menor ou igual a n é uma
base de @, (R). De fato, um polinémio qualquer p(¢t)=a, +at+a,t’ +...+a,t"
de ®@(R) é uma combinagio linear dos polindmios em B (os coeficientes
da combinagdo sdo os coeficientes do polindomio, a saber os escalares
a,, a,, 4,, ..., a,). Assim, B gera (Pn(]R) Por outro lado, B é LI. De fato, uma
combinagio linear a, +at+a,t*+...4+at" dos polindmios em P,(R) dando o
polinémio nulo (vetor nulo em @, (R)), isto &,
a, tat+at’ +...+at"=0,VieR,

implica que a,=a,=a,=---=a,=0. Assim, B é um conjunto LI que gera

®,(R) e, portanto, uma base de ®,(R).
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Exempro 15
Considere o espago vetorial P(R) de todos os polinémios de uma varidvel
real com coeficientes reais. O subconjunto
B={Lt*,...t",..},
de todos os mondmios é uma base de P(R). Esta base contém uma infinidade de
vetores. Ndo existe uma base finita em P(R)!
Apesar de todo espago vetorial, inclusive
os de dimensdo-infinita, ter uma base, nos
limitaremos aos espagos vetoriais de dimensao-

finita, ou seja, aqueles que sdo gerados por

conjuntos finitos de vetores. A definigao 4 estabelece que uma base para um

Essas duas propriedades $ao espago vetorial ¢ um conjunto de vetores tendo

extremamente fundamentais para a 4lgebra duas propriedades:
linear. Conjuntamente, elas dizem que todo 1) £ linearmente independente
vetor do espago ¢ uma combinagdo linear dos 2) Gera o espago.
vetores da base (pois eles geram 0 €SPago) € QU "
a combinagao ¢ Unica.

Para verificar esta ultima afirmagao, suponha que B={v,,v,,...,v,} seja uma
base de um espago vetorial V' e que um determinado vetor v de V possa ser escrito
como v=au, +a,v,+...4+ay, e também como v=bv +byv,+...+byv,.
Subtraindo, membro a membro, estas igualdades, temos

O:(al _bl)vl +(a2 _bz)vz +"'+(an _bn)vn :

Agora, a independéncia linear dos vetores assegura que cada coeficiente
a, — b, da combinagdo ¢ igual a zero. Portanto, a, = b, para todo i, e segue que ha
um, e apenas um, modo de escrever v como combinagao dos vetores da base. Isso

formalmente demonstra o seguinte teorema:

Teorema 7 (unicidade darepresentacio em umabase): Se B={v,,v,,...,v,}
¢ uma base de um espago vetorial V', entdo cada vetor em V pode ser escrito
da forma

v=au, +a,v,+...+au,

de uma maneira tnica.

A unicidade da representagao nos permite entender o conceito de base como

uma generalizagdo para espagos vetoriais arbitrarios dos conceitos de sistemas
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de coordenadas no plano (espago bidimensional ou R?) e no espago (espago

tridimensional ou R? ). Formalmente, temos a seguinte definicao.

Definicdo 5 (coordenadas em relacdo a uma base): Se B={v,,v,,...,v,} é
uma base de um espago vetorial V e se

v=aqu +au,+...+auv,
¢ a expressao de um vetor v de V em termos da base B, entdo os escalares
a,, a,, ..., a, sao chamados as coordenadas de v em relagdo a base B.
O vetor (a,, a,, ..., a,) em R" constituido destas coordenadas é chamado

vetor de coordenadas de v em relacdo a B e ¢ denotado por

[vl; =(a,, a,, ..., a,).

Muitas vezes (e em particular quando estudamos mudanga de base) é mais
conveniente escrever o vetor de coordenadas de v em relagao a base B como vetor
coluna (matriz nx1). Nesse caso, dizemos também a matriz de coordenadas de v

em relagido a base B e temos

Fagamos agora um exercicio.

ExERrcicio RESOLVIDO 1
Sejam v, = L1y, v,=(1,-1,-1) e v, =(1,0,—1). Mostre que o conjunto
B={v,,v,,v,} é uma base de R’ e encontre o vetor de coordenadas do vetor

v=(—3,1,5) em relagdo a base B.

SoLucAo:
Para mostrar que B gera R’ , devemos mostrar que um vetor a = (ay,,,q;)
qualquer do R’ pode ser escrito como uma combinagio linear
Q= xv, + X,U, + X0,
dos vetores de B. Em termos de componentes, a equacgdo vetorial acima ¢

equivalente a

% (LLY) 4 x,(L,—1,—1)+x,(1,0,— 1) = (o, q,, ;) .
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Igualando os componentes correspondentes, temos o sistema linear

x + ox, + x = o
X — X, = q,.
X - X — X = «

Assim, para mostrar que B gera R’, devemos mostrar que o sistema acima
tem solugdo para qualquer escolha de o= (¢, ¢, ;).
Por outro lado, para mostrar que B ¢é LI, devemos mostrar que a Unica
solugdo de
x v, +x,v, +x,v, =0
¢ x, = x, = x, = 0. Novamente, expressando em termos de componentes, a verificacdo

da independéncia linear reduz-se a mostrar que o sistema linear homogéneo

x + x, + x, = 0
X = X, = 0
X = X, — X 0

tem solugdo trivial. Note que os dois sistemas acima tém a mesma matriz dos
coeficientes, que é quadrada. Desse modo, usando o teorema 5 (regra de Cramer)
da aula 9 de fundamentos de dlgebra, podemos provar simultaneamente que B ¢

3 .
LI e que gera R”, demonstrando que a matriz comum

1 1 1
A=|1 -1 0
1 -1 -1

dos coeficientes dos dois sistemas tem determinante diferente de zero. Temos
det(A) =2 (verifique isto) e, portanto, B ¢ uma base do R’.
Finalmente, para obter as coordenadas do vetor v=(—3,1,5) em relagdo a

base B, devemos resolver o sistema

x + x, + x, = -3
X = X, = 1.
X o= X, — X, = 5

Escalonando este sistema (deixamos os detalhes para vocé), temos

x + x + x, = -3
- 2x, - x, = ,
- % =
cuja solugdo (obtida por retrosubstituicao) é x, =1, x, =0 e x, = —4 . Portanto, o

vetor de coordenadas de v =(—3,1,5) em relagdo a base B ¢

[v], =[(~3,1,5)], =(1,0,~4).
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ATENCAO!

Vale ressaltar que a ordem dos elementos de
uma base também influi nas coordenadas de
um vetor em relagao a esta base. Desse modo,
ao considerarmos uma base, estaremos sempre
subentendendo que ela seja ordenada, ou seja,
que os vetores estao ordenados na ordem em que

aparecem.

alguns resultados uteis.

No exemplo 12, afirmamos

Evidentemente, as coordenadas de um

vetor dependem da base, geralmente mudando de

" uma para outra base. O vetor de coordenadas do

vetor v=(—3,1,5), do exercicio resolvido 1, na
base canénica B'={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R’
seriam [v], =[(—3,1,5)], =(—3,1,5), diferente
daquele na base B especificada no exercicio.
Apesar de conterem uma infinidade de
vetores, muitos espagos vetoriais sdo gerados
por conjuntos finitos de vetores. Para um espago

desse tipo, podemos definir dimensao. Antes de

formalizar esta defini¢do, devemos apresentar

que qualquer subconjunto do R® com mais de

dois vetores é LD. Esse fato segue de um resultado mais geral que enunciamos

no proximo teorema e cuja demonstragdao que pode ser encontrada em livros de

algebra linear é deixada como exercicio.

Teorema 8: Seja V um espaco vetorial que é gerado por um conjunto finito de

vetores v,, v,, ..., U,. Entdo qualquer conjunto LI de vetores em V ¢ finito e

contém nao mais que n vetores.

Uma importante consequéncia do teorema 8 é o corolario seguinte que

permite definir dimensao.

Corolario 1: Se V é um espago vetorial de dimensao-finita, entdo quaisquer

duas bases de V tem o mesmo numero (finito) de vetores.

DEMONSTRACAO:

Uma vez que V ¢é de dimensdo-finita, ele tem uma base finita {v,,v

Agora, pelo teorema 8 toda base de

e Uy}

V ¢ finita e contém ndo mais que n vetores. Entao,

se {u,,U,,...,u, } éoutra base de V, r <n. Pelo mesmo argumento, n <r . Portanto,

r=n.

A luz do corolério 1, o exemplo 13 que apresenta a base canénica do R”

tendo n vetores, permite concluir que todas as bases do R" tém exatamente
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n vetores. Assim, todas as bases do R’ (espago ou espago tridimensional) tém
exatamente 3 vetores, todas as bases do R? (plano ou espago bidimensional) tém
exatamente 2 vetores e todas as bases de R (reta ou espago unidimensional) tém
exatamente 1 vetor. Assim, para os espagos com os quais somos familiarizados, o
numero de vetores de uma base é o mesmo que a dimensao, sugerindo a seguinte

definigio.

Definigao 6 (dimensao): A dimensao de um espago vetorial V de dimensao-
finita é numero de vetores em uma base para V e serd denotado por dim(V).

Dizemos também que o espago vetorial nulo tem dimensao zero.

Finalizaremos nossa aula mostrando como estao relacionadas as coordenadas
de um vetor em duas bases distintas de um espago vetorial. Mais precisamente,
veremos como ¢é possivel encontrar as coordenadas de um vetor com relagdo auma
base sabendo-se suas coordenadas com relagdo a outra base. Nosso problema ¢é
entdo:

Problema da mudancga de base: Seja V um espago vetorial de dimensao-
finita e sejam B e B' bases de V. Se mudarmos da base B para a base B', qual a
relagdo entre as coordenadas de um vetor v €V em relagdo a essas bases, ou seja,
qual a relagao entre o vetor [v], de coordenadas de v em relagdo a base B (base
velha) e o vetor [v], de coordenadas de v em relagao a base B' (base nova)?

Para simplificar o nosso trabalho, trataremos do caso bidimensional (dim(V)=2). O
caso n-dimensional (dim(V)=n) ¢ feito de modo similar. Suponha que B={u,,u,}
e B'={v,,v,} bases de V. Como relacionar as coordenadas [v], e [V]; de um
vetor vE€V em relagido a essas bases? Inicialmente, vamos obter os vetores de
coordenadas dos vetores da base nova em relagdo a base velha (por que isto ¢

possivel?). Suponhamos que eles sejam

a c
[l =,| e bl =| |-
Assim,
v, au, + bu,
v, = cu +du, ‘
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Agora, se o vetor de coordenadas de um vetor qualquer v nanova base B' ¢
X
1

[U]B' = x, !

entdo
v=xv, +x,0,.

Podemos obter o vetor de coordenadas do vetor v na velha base B,
substituindo as expressdes de v, e v, na base B na ultima igualdade. Isto nos da
v=ux,(au, +bu,)+ x,(cu, +du,)

ou seja,
v =(xa+x,c)u, +(x,b+x,d)u, .

Logo, o vetor de coordenadas de v na velha base B ¢

x,a+ x,c
x,b+ x,d

’

[v], =

que, usando produto de matrizes, pode ser escrito como

a c
b d

X

’

[v], =

Xy

ou ainda, usando o vetor de coordenadas de v na nova base B',

a ¢

p gVl

[v]; =

Esta tltima igualdade mostra que o velho vetor de coordenadas [v], ¢ obtido

multiplicando o novo vetor [v], a esquerda pela matriz

a ¢

P=
b d

’

cujas colunas sao os vetores de coordenadas dos vetores da base nova em relagao a

base velha.
De um modo mais geral, temos o seguinte teorema.
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Teorema 9 (mudanca de base): Seja V um espago vetorial real
n-dimensional (dim(V)=n) e sejam B={u,,u,,...,u,} ¢ B'={v,v,,...,v,}
duas bases (ordenadas) de V. Entdo, existe uma Unica, e necessariamente
invertivel, matriz P de ordem n com entradas reais tal que

i) [v], = P[],

ii) [v], =P '[v],

para todo vetor v em V. As colunas de P sdo os vetores de coordenadas
dos vetores de B' em relagao a base B, ou seja, sao dadas por

sz[vj]B , j=L2,..,n.

O teorema 9 nos mostra como fazer a mudanca de uma para outra base. A
matriz P ¢ denominada matriz de mudanga de base de B' para B ou matriz de
transigio de B' para B. O teorema mostra ainda que a matriz P~', inversa de
P faz a transi¢do de B para B'. A demonstragdo formal do teorema 9 pode ser
encontrada nos livros cldssicos de Algebra Linear (citamos, por exemplo, Anton e
Rorres (2001)).

Nesta aula, vimos como gerar subespagos a

partir de um conjunto de vetores e que € possivel SAIBA MAIS!
combinar subespagos por meio de algumas

Vocé pode aprofundar seus conhecimentos

operagdes. Aprendemos, também, a determinar

. consultando as referéncias que citamos e/ou
bases de um espago vetorial e como fazer a

) ) visitando pdginas da internet. Abaixo listamos
transicdo de uma para outra base. Além desses,
algumas paginas interessantes que podem ajuda-
conhecemos alguns conceitos fundamentais,
lo nessa pesquisa:

como o de dimensdo de espagos vetoriais de o
1. http://academic.ieee.org/docs/85

dimens3o-finita. Entretanto, devemos dizer . . .
2. https://www.ime.unicamp.br/~marcia/

que ha ainda muito que se estudar sobre os AlgebraLinear/

espagos vetoriais, destacando alguns resultados

|
interessantes a respeito dos conceitos que vimos.
Na proxima aula, veremos que ¢é possivel fazer transformagdes de espagos vetoriais

em outros.
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Transformacoes
AU I_A 4 Lineares - Parte |

Ola aluno(a),

Uma vez estabelecidos os conjuntos com uma propriedade interessante (N0 Nosso
caso, 0S espacos vetoriais, que sdo fechados para soma e para multiplicagéo
por constante, dentre outras caracteristicas), um caminho natural na Matematica
€ estudar as funcdes entre conjuntos desse tipo que preservam a propriedade
interessante, de uma forma especifica. Tais fungcdes ganham, dessa forma,
relevancia e fornecem a continuacao da teoria.

Em nossa quarta aula de Algebra Linear, estudaremos as transformacdes lineares,
detalhando e justificando suas principais propriedades.

Objetivos

e Definir as transformacdes lineares e suas principais propriedades
e Analisar subespacos relacionados a transformacdes lineares
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) Definicao e
TO PI CU 1 exemplos iniciais

OBJETIVO

. Definir transformacao linear e analisar exemplos

ara bem comegar o nosso estudo, temos a seguinte definigao:

Dados os espagos vetoriais E e F, dizemos que a fungdo T:E— F ¢ uma
transformacao linear (ou aplicagdo linear) de E em F quando as seguintes duas
propriedades forem satisfeitas para quaisquer u,v € E e para qualquer k € R :
() T(u+v)=Tw)+T(v).
(ii) T(kv)=k.T(v).

Assim, uma fungao entre dois espagos vetoriais ¢ dita linear quando comuta
com as operagdes de soma e de multiplicagao por escalar.

Destaca-se que as operagdes a esquerda da igualdade sdo as do espago E,
enquanto as da direita sao as do espago F.

Uma vez que uma transformacgdo linear ¢, antes de tudo, uma fungao,
podemos usar a mesma terminologia do estudo das fung¢des, de modo que, se
tivermos T:E — F, o conjunto E ¢é chamado de dominio da transformacao,

enquanto F ¢ o contradominio.
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Exemrro 1

Sabemos que R? e R sio espagos vetoriais. Considere, entdo, a fungdo
f:R* >R dada por f(x,y)=x+y, de modo que f transforma cada par
ordenado no numero real que é a soma das coordenadas originais. Por exemplo,
f(3,5)=3+5=8.Atransformacgio f seralinear se forem satisfeitas as condigdes (i)
e (ii) descritas acima. Para a primeira verificagdo, devemos considerar dois elementos
quaisquer do dominio — digamos (a,b) e (c,d) — que sdo maneiras genéricas de
representar pares ordenados e comprovar que f((a,b)+(c,d))= f(a,b)+ f(c,d).
Para tanto, podemos comegar desenvolvendo o primeiro membro da igualdade para
tentar escrevé-lo de modo a ficar igual ao segundo membro. Acompanhe:
f((@b)+(cd)=fla+c,b+d)=a+c+b+d=a+b+c+d=f(ab)+ f(cd).

Aqui usamos as propriedades de espago vetorial destacadas nas ultimas
aulas e, é claro, a lei de formagdo da fungdo f . Assim, provamos que f satisfaz a
propriedade (i).

Outra maneira de proceder é desenvolver os dois membros separadamente e
constatar que eles resultam em expressodes iguais. Vejamos:

f((a,b)+(c,d)=f(a+tc,b+d)y=a+c+b+d;

fla,b)+ f(c,d)y=a+b+c+d.

Como os resultados sdo iguais, comprovamos, com mesma forca, que
f((a,b)+(c,d))= f(a,b)+ f(c,d) e a propriedade (i) ¢ satisfeita para f . A primeira
maneira é mais sucinta, mas ha situagdes nas quais nao é evidente uma maneira de
agrupar os termos de modo a obter explicitamente o que se quer. Assim, em alguns
casos, a segunda maneira, embora mais extensa, pode ser mais simples.

Nao devemos esquecer, porém, da segunda condigdo de linearidade, a qual,
em geral, de imediata verificagdo. Considere, entdo, um elemento qualquer (a,b)
do dominio e um numero real k qualquer. Vale que:

f(k.(a,b))= f(k.a,k.b)=k.a+k.b=k.(a+Db)=k.f(a,b).

Feitas as duas verificagdes, podemos afirmar que a fungdo f dada é uma

transformagao linear.

ExempLO 2A
Para quaisquer espagos vetoriais E e F, a transformagdo Z:E — F dada

por Z(v)=0,,VvE€E ¢ linear. Tal aplicagao ¢ chamada de identicamente nula.
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ExEmMPLO 2B

Para qualquer espago vetorial E,
a transformagdo Id:E—E dada por
Id(v)=v,YvE€E ¢ linear. Tal aplicagio ¢

chamada de identidade.

ExempLo 3

Afungio g: R — R dadapor g(x) =" nio
¢élinear, poistemos g(3) =9 e g(4) =16,enquanto
gB3+4)=4(7)=49=25=9+16= g(3)+ g(4).

Exempro 4

Usando as propriedades que conhecemos
a respeito da transposi¢do de matrizes, podemos
verificar diretamente que a transformacao
@:M,— M, dada por @(X)=X" ¢ linear,
pois, dadas
¢(A+B)=(A+B) = A"+ B' = p(A) +¢(B)
e AeM,,

as matrizes A,B€ M,, temos

Além disso, para k€eR
p(k.A)=(k.A) =k.A" =k.p(A).

temos

Ao estudarmos subespacos vetoriais,
exigiamos que, além de serem fechados para
a soma e para o produto por escalar, eles
fossem ndo vazios ou, equivalentemente, que
contivessem o elemento neutro para a soma. Uma
vez que as transformacgdes lineares sdo fungdes
entre espagos vetoriais, é simples verificar que
elas levam o elemento neutro do dominio no
elemento neutro do contradominio. Acompanhe

a proposicao a seguir:

wr ATENGAD!
E sensato verificar, antes de tudo, se a funcgao esta
bem definida. Por exemplo, g: R> - R’ tem
como dominio o conjunto de pares ordenados
de numeros reais e tem como contradominio
o conjunto de triplas ordenadas de numeros
reais, de modo que nao pode ser definida por
8%, y)=(—y,x+y), pois, neste caso,
temos como resultado um par ordenado, que
nao faz parte do contradominio. Igualmente

definir h: M

nio podemos s — R por

h(X) = tr(X), uma vez que o trago somente é

definido para matrizes quadradas.

GUARDE BEM 1SS0!

Denotaremos, por simplicidade, o conjunto de
todas as transformagdes lineares de E em F por
L(E,F), de modo que f &€ L(A,B) significa
que f:A— B ¢linear.

VOCE SABIA?

N’

Quando, em uma transformacao linear, um
espago vetorial ¢, simultaneamente, dominio e
contradominio, damos-lhe o nome de operador
linear, ou seja, T' é um operador linear sobre E
se, e somente se, T € L(E,E). Assim, podemos
dizer que a aplicagio ¥ do exemplo 4 é um

operador linear sobre M, .
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Proposigao: Se T € L(E,F), entdo T(0,)=0,.
Demonstracao: Podemos escrever 0, =v+(—v) para
qualquer elemento v&€E. Assim, pela linearidade, teremos

T(0,)=T(v+(—v)=T(v)+T(—v)=T(v)—T(v) =0, , como desejado.

Podemos usar a proposi¢ao acima para
rapidamente obter um contraexemplo que

ateste que certas fungdes ndo sdo lineares.

VOCE SABIA?

Considere, por exemplo, f:R— R dada por
Quando o contradominio de uma transformagao f(x)=2x+5. Como f(0)=5=0, temos,
linear ¢ R, o conjunto dos numeros reais, usando a contrapositiva da proposi¢ao acima,

damos-lhe o nome de funcional linear, ou seja, que f nio ¢é linear.

T é um operador linear sobre E se, € somente . - .
P Uma vez que combinagdes lineares de

T € L(E,R). Assim, i . ~ .
se, TEL(E,R). Assim, podemos dizer que elementos de um espago vetorial sdo obtidas a

a aplicagido f:R?> - R do exemplo 1 é um . T
plicagao - . partir de multiplicagdes por escalares e somas

. . 2
funcional linear sobre R*. N )
entre elementos, as transformacdes lineares

] ;

podem ser caracterizadas como aquelas
que preservam combinagdes lineares. Mais
exatamente, se v,,v,,...,v, €E e T:E— F ¢é uma transformacdo linear, para

qualquer combinagao linear av, +a,v, +...+a,v, vale
T(ayv, +a,v, +..+a,v,)=T(av,)+T(a,v,)+...+T(a,v,)=aT(v,)+a,T(v,)+...+a,T(v,)

Assim, se soubermos como uma transformagao linear age em uma base (ou
simplesmente em um conjunto de geradores) do dominio, poderemos, escrevendo-
se cada elemento como combinagao linear dos elementos dados, encontrar qualquer

imagem pedida.

\

ExempLo 4
A transformagio linear f:R*—R* ¢

VOCE SABIA? *§ tal que f(1,0)=(2,5) e f(0,1)=(l,—2). Nessas

-

) DA SR condicoes, encontre f(3,4).
A reciproca da proposi¢do acima ndo ¢ valida, coes, f3.4)
pois ha fungdes que levam zero em zero e nao sao
) SoLrucAo:
lineares, como a do exemplo 3.
Ja que sabemos como a transformacgao age

] .
nos elementos de uma base, especificamente a

68 ‘ Algebra Linear




candnica, de R?, podemos escrever (3,4) como combinagao linear de (1,0) e 0,1)
e, em seguida, usando a linearidade, determinar sua imagem. Uma vez que vale a
igualdade (3,4)=3.(1,0)+4.(0,1), podemos fazer:
f(3,4) = f(3.(L0)+4.(0,1)
=3.f(1,0)+4.f(0,1) =
=3.(25)+4.(1,—-2)=
=(6,15)+(4,—8)=(10,7).

Uma maneira alternativa de resolver o problema seria escrever de forma
genérica um elemento do dominio como combinagdo linear dos elementos
apresentados e usar a linearidade para achar a expressao da fungao, substituindo o
par dado apenas no final do processo.

Como (x,y)=x.(1,0)+ y.(0,1), podemos repetir as contas, agora de forma

geral:
flxy) =f(x(10)+y(0,1)) =
=x.f(LO)+ y.f(0,1)=
=x.(2,5)+ y.(1L,—2)=
= (2x,5%) 4+ (y,—2y) = (2x + y,5x — 2).

Assim, f(x,y) =(2x+ y,5x—2y) e, por substitui¢do direta, obtemos o

mesmo resultado.

ExempLo 5
Se T:P,— P, ¢ a transformagdo linear tal que T(x*—4)=3x—1 e

T(x—2)= x* 41, encontre T(x2 —7x+10).

SoLucAo:

Lembremos que P, é o espago vetorial formado pelos polinémios de
coeficientes reais e grau menor ou igual a dois, juntamente com o polinomio
identicamente nulo. A dimensdo de P, é 3 e, portanto, uma base sua deve conter
obrigatoriamente trés elementos, de forma que o problema parece incompleto.
Observe, porém, que nao se deseja saber a expressao geral da fungao, nem como ela
age em muitos elementos do dominio, e sim em um polinémio bem particular. Se
p(¥)=x" —7x+10 puder ser escrito como combinagdo linear dos polindmios
dados, o problema pode ser resolvido. Tentemos, entdo, encontrar numeros reais a

e b para os quais se tenha x* —7x +10 = a.(x* —4)+ b.(x —2), que ¢ equivalente
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a=1
a x> —7x+10=ax’ + bx —4a — 2b e gera o sistema b=-7 ,queépossivel

—4a—-2b=10

e determinado. Sua solugio é a=1 e p=-7, ou seja, escrevendo
x*—7x+10=1.(x"—4)+(=7).(x—2) e usando a linearidade da aplicagio,

podemos encontrar:

T(x* —7x+10) =T(L.(x* —4)+(=7).(x—2)) =
=1.T(x" —4)—7.T(x—2)=
=1.03x—1)—7(x* +1)=
=—7x" +3x—8.

Obviamente, apenas com o que foi fornecido, ndo podemos encontrar T(p(x))
para um polinémio p(¥) que nao estd no espago gerado por x° —4 e x—2.

Assim, uma aplicagdo linear entre dois espagos vetoriais ¢ uma funcgao
compativel com as operagdes definidas no espago e, se soubermos como ela age
nos elementos de uma base do dominio, saberemos como encontrar a imagem de

qualquer elemento.
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TGPICU 2 NUcleo e injetividade

OBJETIVO

. Verificar a injetividade de uma transformagao linear a

partir de um subespaco especifico a ela relacionado

s transformagdes lineares sio fungdes e, portanto, podemos
investigar-lhes algumas propriedades referentes a fungdes
em geral, como injetividade e sobrejetividade. Neste topico,
estudaremos um conjunto especial, ao qual daremos um nome especial, e que servira

para, de maneira objetiva, determinar se uma transformacio linear é injetiva.

Defini¢do: Chamamos de Nucleo de uma transformagao linear o conjunto
dos elementos do dominio que tém como imagem o zero do contradominio. Tal
conjunto pode ser interpretado como o conjunto de raizes da transformacao.
Mais precisamente, dada a transformacao linear T: E — F,onucleode T éo

conjunto N(T)={v € E;T(v)=0}.

Exemprro 1

Para a transformagio linear T:R* — R?

dada por T(x,y)=(x—y,2x—2y), obtemos, VUCE SABIA?

A d

P elo calculo direto, que T(3’ 3) = (O’O) , de onde Em alguns textos de Algebra Linear, o nucleo de

podemos escrever (3,3)€N(T). Além disso, uma transformacio linear ¢ chamado de Kerrnel, e
comoT(5,1) =(4,8), vale (5,1)¢ N(T). representado por Ker(T) .
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Da teoria desenvolvida nas ultimas aulas, vimos a importancia do elemento
neutro em varias propriedades dos espagos vetoriais. Por isso, quando trabalhamos
com transformagdes lineares, o conjunto dos elementos do dominio que tém esse
elemento neutro como imagem ¢, também, importante. Como veremos adiante,
o nucleo tem vdrias caracteristicas relevantes, dentre as quais ser ele mesmo um

subespago vetorial do dominio.

Proposic¢ao: O ntcleo da transformagdo linear T : E — F é um subespago de

E.

Demonstragao: Para que fique provado que um subconjunto de um espago vetorial
¢ um subespaco vetorial, devemos verificar que ele ndo ¢é vazio, que ¢ fechado paraa
soma e que ¢é fechado para a multiplicagao por escalares. Inicialmente, como provado
no tépico anterior, T(0) = 0 para qualquer transformagao linear, assim, garantimos

que pelo menos 0 € N(T), ouseja, N(T) = & . Vejamos as outras condigdes:

(i) se u,v€N(T), vale, pela definicado, que T(u)=0 e T(v)=0. Usando
a linearidade de T, podemos fazer T(u-+v)=T(u)+T(v)=0+0=0, assim
u+veN(T).

(ii) semelhantemente, com v € N(T'), vale que T(v) = 0. Para qualquer real
k,temos T(k.v)=k.T(v)=k.0=0 e, assim, k.v € N(T).

Verificada a proposicdo acima, tem sentido falarmos de combinagio linear
dos elementos do ntcleo, sabendo que o resultado fard parte do nucleo. Além
disso, podemos falar da dimensao do ntcleo, que nao pode, naturalmente, exceder
a dimensado do dominio.

Relembremos que uma fungao f : A — B ¢ injetiva (ou injetora) se elementos
diferentes do dominio sempre tiverem imagens diferentes no contradominio, ou de
forma equivalente, dois elementos s6 possuem a mesma imagem se forem iguais, ou
seja: f ¢€injetivase f(x)=f(y)=x=y.

Para transformagdes lineares, a injetividade pode ser verificar através de

uma analise do ntcleo, como explicado a seguir:
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Proposicao: A transformagao linear T:E — F € injetiva se, e somente se,

N(T)= {0}, caso em que dizemos que possui nucleo trivial.

Demonstracdo: Suponhamos, inicialmente, que T seja injetiva e
veEN(T), isto é, T(v)=0. Uma vez que, para qualquer transformacao linear
vale T(0)=0, podemos colocar T(v)=T(0) e, pela injetividade, obtemos
v=0, de forma que, assim, 0 é o Unico elemento do nucleo. Reciprocamente,
suponha que N(T)={0}. Temos T(u)=T(v)=T(u)—T(v)=0=T(u—v)=0.
Por hipétese, o nucleo ¢ trivial, logo 4 —v =0 e, dessa forma, u =v, o que prova
a injetividade da transformacao.

Assim, quando o ntcleo nao for trivial, a transformagdo nao sera
injetiva. A fungio T:R®*— R’ dada por
T(x,y)=(x—y,2x—2y), como no exemplo 1,

ndo € injetiva.

GUARDE BEM ISS0!

Exempro 2
) ) ) Deve-se ter bem claramente que a proposi¢do
Verifique se a transformagdo h:R* — R
acima descreve uma propriedade das fungdes
dada por Ah(x, y)=(x +3y,2x — y) é injetiva.
lineares, nao podendo ser usada para outros
. tipos de fungdes. Por exemplo, para a fungao
SorucAo:
real de varidvel real f(x)=x", temos
Poderiamos usar a definicdo de
f(0)=0=x=0, entretanto, ela nio ¢
injetividade, mas isso demandaria muito gasto o
) injetiva.
de tempo (e de incognitas!). E simples verificar

4 i ]
que h ¢ linear, de onde podemos usar a
proposi¢do acima para testar se ela ¢ injetiva.
Para tanto, basta que concluamos que o Unico elemento do ntcleo é o zero. Seja,

entdo (x,y)€N(h), isto é, h(x,y)=(0,0). Para tal, devemos ter a igualdade
x+3y=0

, que ¢ linear e homogéneo.
2x—y=0

(x+3y,2x — y)=(0,0), que gera o sistema {

Resolvendo-o, obtemos apenas a solugao x = y =0, de modo que, nesses termos,

o nucleo de h é trivial e, assim, h é injetiva.
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Exempro 3

Considere a funcao G:P,— R dada por G(p(x))= p(3), que transforma
polinémios nos valores numéricos correspondentes quando a varidvel ¢
substituida por 3, por exemplo, G(x*+8)=17 e G(x* —x—1)=5. Nao ¢
complicado verificar que G ¢ linear. Passemos ao estudo do nucleo. Seja, entao
N(G)={p(x) € P,;G(p(x)) =0} . A condigao G(p(x))=0 ¢ equivalente a p(3)=0,
de forma que N(G) é formado por todos os polindmios de P, que tém o numero 3
como raiz. Uma vez que x” —9 é um tal polindmio, temos que o nicleo nio ¢é trivial
e, portanto, a aplicagdo dada nao ¢ injetiva. Além disso, temos aqui uma maneira
alternativa de provar que H = {p € P,; p(3) =0} é um subespago vetorial de P,.

Mais geralmente, fixado x, € R, podemos considerar a aplicagdo G: P, — R
dada por G(p(x))= p(x,) erepetir os mesmos passos para mostrar que os polindmios
de P, que tém x, como raiz formam um subespago vetorial de P,.

Uma propriedade relevante das transformagdes linear e injetiva é que
elas levam conjuntos linearmente independentes em conjuntos linearmente

independentes. Mais especificamente, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema: Se T: E — F ¢ uma funcdo linear injetiva e {v,v,,...,v,} CE é um
conjuntolinearmenteindependente, entiooconjunto {T'(v,), T(v,),...,T(v,)} C F

também ¢ linearmente independente.

DEMONSTRACAO:

Para verificarmos que um conjunto ¢ linearmente independente, devemos
fazer uma combinagdo linear de todos os seus elementos resultando em zero e
concluir que todos os coeficientes devem ser nulos. Comecemos, entao por

a,.Tv)+a,T(v,)+...+a,T(v,)=0.

Como T ¢ linear, preserva combinagdes lineares, de onde podemos concluir

que
T(a,.v, +a,v,+..+a,v,)=0.

Sendo T injetiva, seuntcleo é trivial, assim o elemento dentro dos parénteses

da expressdo acima deve ser 0, ou seja:
auv t+a,v,+..+a,v,=0.

Mas, como o conjunto {UI’UZ""’UVL} ¢ linearmente independente, os coeficientes

dessa combinagao devem ser todos nulos. Assim g, =d, =...=a, =0, o que conclui a

demonstragao.
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Corolario: Seatransformagdolinear T: E — F €injetiva, entdo dimE <dimF.

Demonstracdo: Considere n=dimE e m =dimF . Pela definicao de dimensio,
ha um conjunto linearmente independente de E com n elementos, digamos
{v,,v,,...,v,}. Pelo teorema anterior, usando a injetividade da transformagao,
sabemos que {T(v,),T(v,),...,T(v,)} ¢ também, linearmente independente e,
como a quantidade maxima de elementos de F que podem formar um conjunto

linearmente independente ¢ m , concluimos que n<m.

Exemrro 4
Uma aplicagdo linear T:R*— P, ndo pode ser injetiva, pois

dimR*=4>3=dimP,.

O resultado acima nao garante a injetividade no caso de a dimensao do
dominio ser menor ou igual ao do contradominio, caso em que alguma andlise mais
aprofundada deve ser feita. Assim, por exemplo, uma aplicagdo linear f: R? - R?
pode ser injetiva, mas nenhuma conclusdo a respeito desse fato deve ser tirada

apenas pela comparagao entre as dimensoes.
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TGPI cu 3 Imagem e Sobrejetividade

OBJETIVO
. Verificar a sobrejetividade de uma transformacao linear

através de um subespaco especifico a ela relacionado

ssim como podemos avaliar se uma transformacao linear, como
funcio, é injetiva, podemos falar de sobrejetividade. Para tanto,
estudaremos o subconjunto do contradominio formado pelas

imagens dos elementos do dominio pela aplicagao.

Definigao: Chamamos de Imagem de uma transformagao linear o subconjunto
do contradominio formado pelos elementos aos quais a transformagao associa
um elemento do dominio. Mais precisamente, dada a transformacgao linear

T:E— F,aimagem de T ¢ o conjunto Im(T)={v € F;dw € E,T(w)=v}.

A defini¢do acima é apenas uma revisitagao do conceito ja estudado na teoria
geral de fungdes. Para o nosso estudo de transformagdes lineares, a imagem vai
desempenhar papel relevante, porque, dentre outras coisas, é um subespago vetorial

do contradominio, como provado a seguir.

Exemrro 1A
Para a transformagcao linear f:M(2,2)— R dada por f(X)=tr(X), todos os

numeros reais fazem parte da imagem, pois, dado ¥ €R, temos pelo menos

x
A=
0

0
0 € M(2,2) com f(A)=x.Assim, escrevemos Im(f)=1R.
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Exempro 1B

Para a transformacao linear g:R*> — R* dada por g(x, y)=(x+ y,x+y),

observa-se, por exemplo, que g(2,3)=(5,5), logo (5,5)€Im(g). Se tentarmos

encontrar um par (x,y) tal que g(x, y)=(2,3), obteriamos (x+ y,x+ y)=(2,3),
que gera, claramente, um sistema impossivel, de modo que (2,3) ¢ Im(%). De forma
mais geral, a equagdo g(¥,y)=(a,b) tem solugdo se, se somente se, a =b, de modo
que a imagem de £ ¢é formada pelos pares ordenados com coordenadas iguais, isto ¢,
Im(h) = {(x, y) ER*;x = y}.

Relembremos que uma fungdo f:A— B € sobrejetiva (ou sobrejetora) se
qualquer elemento do contradominio for associado a pelo menos um elemento do
dominio, ou de forma equivalente, se a imagem for igual ao contradominio. Para o

devido destaque das fungdes que estamos trabalhando:

Definigao: A aplicagio linear T : E — F é sobrejetiva se, e somente se, Im(T) = F

Assim, a aplicagdo f: M, — R dada por f(X)=tr(X), no exemplo la, €
sobrejetiva, enquanto a aplicagdo g: R’ — R® dada por g(x,y)=(x+ y,x+ y), no

exemplo 1b, ndo o é.

Proposicao: A imagem da transformagao linear T : E — F ¢ umsubespagode F.

Demonstracao: Inicialmente, como T(0)=0 para qualquer transformagao
linear, temos que 0€Im(T), ou seja, Im(T)= <. Além disso, se u,v€Im(T),
existem, pela defini¢do, elementos w,,w, € E, tais que T(w,)=u e T(w,)=v.
Como E ¢ espago vetorial, entdo w, +w, € E e, usando a linearidade de T, vale
T(w, +w,)=T(w,)+T(w,)=u+v. Logo u+v&Im(T). Analogamente, para
qualquer real k, se v €Im(T), vale T(w)=v, para algum w € E . De novo, usando
o fato de que E ¢é um espaco vetorial, vale kw € E, mas T(kw)=kT(w)=k.v,

de modo que k.v € Im(T') e a demonstragao fica completa.

ExemprLO 2
Se o funcional linear % : E — R ndo for identicamente nulo, ele serad sobrejetivo,
pois a imagem deve ser um subespago do contradominio, mas dimR =1, de modo

que seus subespagos tém dimensao 0 ou 1. Como estamos supondo a aplicagdo nado
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identicamente nula, ndo se tem dimIm(h) =0 . Logo dimIm(h)=1=dimR e, como
Im(h) C R, podemos concluir Im(h) =R

Como visto no tépico anterior, as transformagoes lineares injetivas mantém a
propriedade de independéncia linear dos conjuntos. Para as transformagdes lineares

sobrejetivas, a propriedade mantida ¢ a de gerar o espago. Vejamos:

Teorema: Se T:E—F ¢ uma transformacdo linear sobrejetiva e
{v,v,,...,v,} CE é um conjunto de geradores de E, ou seja, se todo
elemento de E puder ser escrito como combinagdo linear dos v,, entdo

T(v,), T(v,),...,T(v. )} C F é um conjunto de geradores de F.
1 2 n .] g

DEMONSTRACAO:

Para verificarmos que um conjunto gera um espago, devemos provar que
qualquer elemento desse espago pode ser escrito como combinagdo linear dos
elementos do conjunto dado. Considere, entdo, w € F. Pela sobrejetividade da
aplicagdo, existe v€ E tal que T(v)=w . Mas como {v,,v,,...,v,} gera E, existem
numeros reais a,,i=1,2,...,n de modo que v pode ser escrito como a combinagao
linear v=a,.v, +a,v, +...4+a,v,.

Portanto, fazendo uso da linearidade de T

w =T(v)=
=T(av, +a,v,+..+a,v,)=
=a.T(v,)+a,T(v,)+..+a,T(v,).

Dessa feita, qualquer w € F pode ser escrito como combinagdo linear dos

elementos de {T(v,),T(v,),...,T(v,)}, que era o resultado desejado.

Corolario: Se a transformagao linear T: E — F é sobrejetiva, entao

dimE >dimF.

Demonstra¢do: De maneira semelhante ao feito no final do tépico 2, considere
n=dimE e m=dimF . Pela definicao de dimensio, ha um conjunto de geradores
de E com n elementos, digamos {v,,v,,...,v,}. Pelo teorema anterior, usando a
sobrejetividade da aplicagao, sabemos que {T(v,),T(v,),...,T(v,)} é um conjunto de
geradores de F, mas a dimensdo ¢ também a quantidade minima de elementos que

podem formar um conjunto de geradores. Portanto n >m .
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Exempro 3
Uma aplicagio linear T:R’— M(2,2) ndo pode ser sobrejetiva, pois

dimR’ =3 <4=dimM(2,2).

Adaptando o que foi dito no final do tépico anterior, o resultado acima nao
garante a sobrejetividade no caso de a dimensiao do dominio ser maior ou igual ao do
contradominio, caso em que alguma analise mais aprofundada deve ser feita. Assim,
por exemplo, uma aplicagio linear f:R’ — R* pode ser sobrejetiva, mas nenhuma
conclusdo a respeito desse fato deve ser tirada apenas pela comparagdo entre as

dimensoes.
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TOPICO4 =™

OBJETIVOS
*  Associar as ideias de injetividade e sobrejetividade
.

Verificar quando dois espagos sdo equivalentes do ponto

de vista da linearidade

or fim, temos também para fung¢des em geral o conceito de bijetividade,
que ocorre quando injetividade e sobrejetividade acontecem
simultaneamente, caso em que a fungdo admite inversa. Para as

transformagdes lineares que satisfazem essa propriedade, temos, como é de praxe, um

nome especial.

Defini¢ao: Uma transformacao linear é chamada de isomorfismo quando for
injetiva e sobrejetiva ao mesmo tempo, isto é, T : E — F ¢ um isomorfismo se
as trés condig¢des abaixo forem satisfeitas:

(i) T € L(E,F);

(i) N(T)=1{0}

(iii) Im(T)=F .

Em outras palavras, os isomorfismos sao as transformagdes lineares que possuem

inversa.
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Exempro 1

A aplicagio f:R — R dada por f(x)=5x ¢ um isomorfismo, pois

(i) f(x+y)=5x+y)=5x+5y=f(x)+ f(y) e f(k-x)=>5k.x=k.f(x), logo
ela ¢é linear.

(ii) f(x)=0%<5x=0< x=0, entdo N(f)={0}, logo ¢ injetiva.

(iii) para qualquer numero real y, vale f(y/5)=5.(y/5)=y, assim
Im(f)=R e temos a sobrejetividade.

Pelo que foi discutido sobre dimensao no final dos topicos anteriores, podemos
concluir que isomorfismos somente podem ocorrer entre espagos vetoriais de mesma
dimensao, pois, para que uma transformagao linear T': E — F seja injetiva, devemos
ter dimE <dimF e a sobrejetividade acarreta dimE > dimF, de modo que, para

que as duas desigualdades ocorram simultaneamente, ¢ exigido que dimE =dimF .

Exempro 2A
Nio h4 isomorfismo f:R> — R?, pois tal fungdo, sendo linear, ndo pode ser

injetiva.

Exempro 2B
Nao ha isomorfismo f:R?* — R’, pois tal fungdo, sendo linear, nao pode ser

sobrejetiva.

Exempro 2C
Embora f:R — R dada por f(x)=x" seja injetiva e sobrejetiva, falha na

linearidade, ndo sendo um isomorfismo.

Os isomorfismos, como bije¢des, sdo aplicagdes que possuem inversa. Sabemos
da teoria de fungdes, que a inversa de uma bijecdo é uma bije¢ao, de modo que, se
quisermos mostrar que a inversa de um isomorfismo é também um isomorfismo, basta
provar que é uma aplicagdo linear. Considere, entdo, o isomorfismo ¢ :E— F e sua
inversa ¢ ' : F— E .Parau,v € F ,sejam u,,v, € E taisque ¢ ' (u)=u, e ¢ ' (v)=v,,
que sao condigdes equivalentes a p(u,) =u € p(v,)=v. Pela linearidade de ¢, vale
O(uy +v,) =(uy) +9(v,)=u+v,ouseja, ¢ (u+v)=u,+v,=¢ (W)+¢ '(v),
o que demonstra que ¢~ preserva a operagdo de soma. Para que se prove que também

o produto por escalar é preservado, podemos usar um artificio semelhante.
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ExempLo 3
Considere a fungio ¢:R* — R dada por ¢(x, y)=(3x+5y,2x+3y). Um
caminho para provar que ¢ ¢ um isomorfismo ¢ descrito a seguir:
(1) Verificar se ¢ ¢ linear.
(i) Dados (x,, y,),(x,, y,) € R?, observe que
P 3) + (%2, 3,))

Pl a0+ ,)=

(B(x, +x,) +5(y, + 3,).2(x, +2,)+3(y, + ,)) =
(3x, +5y, +3x, +5y,,2x, +3y, +2x, +3y,) =
(3%, +5y,,2%, +3y,)+ (3%, +5y,,2x, +3y,) =
= (%, 1)+ @(x,, 3,)-

(ii) Dados (x,y) € R?* k€R, observe que
pk(ey) = plkeky)=
= (3kx + 5ky, 2kx + 3ky) =
= (k.3x+5y)k.(2x +3y)) =
=k(3x+5y,2x+3y)=
=k.p(x, y).
(2) Verificar se ¢ ¢ injetiva.

Analisando o nucleo de ¢, considere o par (x, y) € R? tal que ¢(x, y)=(0,0),

3x+5y=0
2x+3y=0

ou seja, (3x+5y,2x+3y)=(0,0), que resulta no sistema { , de onde
obtemos a unica solu¢do x = y=0. Assim, N(¢p)={(0,0)}, trivial.

(3) Verificar se ¢ ¢é sobrejetiva.

Vejamos para quais pares (a,b) € R? ha solugio para a igualdade ¢(x, y)=(a,b).
Mas isso é equivalente a (3x +5y,2x +3y)=(a,b), ou seja, nas incognitas x e y,

3x+5y=a . _ |¥x=-3a+5b o )
, que posui solugdo , ou seja, é possivel
2x+3y=>b

temos o sistema
y=2a—3b

para qualquer (a,b) € R?. Assim, Im(p)=R>.

Dessa forma, temos que ¢ é um isomorfismo. Pelo feito em (3), temos também a
sua inversa ¢ '(a,b) = (—3a + 5b,2a —3b).

Aqui encerramos a nossa primeira aula sobre transformagdes lineares. E
importante que as defini¢des fiquem claras para o bom desenvolvimento do curso
e para a continuagdo da teoria. Na aula 5, veremos como relacionar transformagdes
lineares com matrizes bem como uma relagido interessante entre as dimensdes do

nucleo e da imagem de uma transformagao.

82 ‘ Algebra Linear




AU L A 5 Transformacdes lineares -
Parte |l

Ola aluno(a),

Dando prosseguimento aos estudos das transformacoes lineares entre espacos
vetoriais, em nossa quinta aula de Algebra Linear, veremos dois topicos

significativos: a matriz de uma transformacao linear € o Teorema do Nucleo e da
Imagem.

Objetivos

e Analisar as propriedades da forma matricial de uma transformacao linear
e Relacionar a dimensao da imagem e do nucleo de uma transformacao linear
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’ '
A matriz de uma
transformacao linear
OBJETIVO

*  Escrever uma transformagao linear como

produto por matriz

a aula 4, vimos que uma fungdo f entre espagos vetoriais

¢ linear quando é compativel com as operagdes de soma e de

produto por escalar, isto é, quando, para quaisquer elementos

u,v do dominio e para qualquer nimero real k, valerem f(u+v)=f(u)+ f(v)
e f(kv)=k.f(v).

Dentre outras informagdes relevantes, vimos que uma transformagao linear

fica bem determinada quando sabemos como ela age nos elementos de uma base

(ou simplesmente em um conjunto de geradores) do dominio.

Exempro 1
Considere a aplicagio f:R*>— R*dada por f(x,y) = <3x —2y,x+ 4y) . E

. . SR T 2
simples verificar que f ¢ linear. Se representarmos os elementos de R® como

. 3x—2y .
vetores-coluna, podemos escrever, equivalentemente, fl = ou ainda,
y x+4y
. o N . X 3 —2||x
usando as propriedades de multiplicacdo de matrizes, f| |= ) .
Y 4|y

No exemplo anterior, podemos encontrar a imagem de um par ordenado

pela substituicdo direta da expressao f(x,y) = (3x —2y,x+ 4y) ou, se

X
escrevermos os elementos de R? como X = , teremos f ( X): A.X, em que
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3 =2
. Assim, a fungao fica completamente caracterizada pela matriz A, se

considerarmos os elementos da base escritos como colunas (usando a base canonica).

Geralmente, pelo que vimos nas aulas anteriores, dada uma base
B= {Ul,vz,...,vn} do espago vetorial E, qualquer elemento v € E pode ser escrito
como v=au, +a,v, +...+a,v,, com coeficientes a,,a,,...,a, € R. Nestes termos,

podemos também escrever

v= (al,az,...,an)B =

A proposigdo a seguir mostra que, se tomarmos os elementos de um espago
vetorial de dimensao finita escritos como acima e mantendo as operagdes matriciais,
o produto matricial gerard uma transformagao linear. Mais a frente, veremos que
todas as transformagdes lineares entre espagos vetoriais de dimensao finita poderao

ser expressos desta forma.

Proposicao: Fixada a matriz A€ M, , a fungio f: M, — M, , dada

por f(X)= A.X é uma transformagcdo linear.

DEMONSTRACAO:
Aqui basta usar as propriedades das operagdes entre matrizes. Dadas

X,Yyem

nx1

tem-se
f(X4+Y)=A(X+Y)=AX+AY=Ff(X)+f(Y).

Além disso, se k€ER e Xe€M, , vale

f(kX)=AkX=kAX=kf(X).

Assim, temos que f ¢ linear.

ExeEmprLo 2A
Considere a fungao T:R’— R’ dada por
T(x, y,z) = (x +y+zx+2y2x+ 32) . Se expressarmos os elementos de R’ como

vetores-coluna (na base canodnica), podemos reescrever

X x+y+z 1 1 1}|x
Tiy|=| +2y |=|1 2 O0|.|y|-
z 2x + 3z 2 0 3|z
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1 11 x
De modo que, se fixarmos A=|1 2 0| eanotagdo X =|y| para elementos
2 0 3 z

quaisquer de R’, temos que T(X)= A.X, de onde concluimos diretamente que T

¢é linear.

Exemrro 2B
Verifique se a funcédo T:R’* >R’ dada por
T(x,y,Z) = (x +y+tzx+2y2x+ 32) ¢ um isomorfismo.

SoLucAo:

Como ja sabemos que T ¢ linear, resta testar se T ¢ injetiva e sobrejetiva.
A primeira verificagdo pode ser feita pela analise do nucleo. Usando a notagao
estabelecida no item anterior, podemos escrever

N(T)={X€eR*T(X)=0}

Mas T(X)=0 éequivalentea A.X =0, naqualo “zero” do segundo membro
¢ a matriz nula 3x1. Uma vez que a matriz A possui inversa (seu determinante
¢ nao nulo, como pode ser facilmente verificado), podemos, pela multiplicagao de
Al esquerda de ambos os membros da igualdade, concluir que ATAX=A0,
ou seja, X=0. Assim, o nucleo ¢ trivial e, consequentemente, a aplicagdo dada é
injetiva.

Para a sobrejetividade, estudemos a imagem de T, isto ¢, vejamos para quais
elementos W € R?, existe solugdo para T(X)=W , que equivalea A X=W .

Da mesma forma, multiplicando a esquerda pela inversa de A, obtemos
X=A"'W,istoé, a equagao T(X) = W possui solugao para qualquer W € R?, de
onde obtemos que Im(T)=R’ e, assim, a aplicagdo dada ¢ sobrejetiva. Logo T é

um isomorfismo.

Exemrro 3
Verifique que a aplicagao F:P,— P, dada por
F(ax2 +bx+c> =(a+b)x+a+c élinear.

SoLucAo:

Aqui, usaremos as bases canonicas B = {l,x,xz} de p,e C= {Lx} de P.

a
a+b 1 1 0 oo
Nestes termos, reescrevemos F|p| = = .|\b| , no qual os indices
a—+c 1 0 1
c ¢ c
B B
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1 1 0
0

poderiam ter sido suprimidos. Assim, para a matriz A = , € escrevendo

a
[p(x)] = [axz + bx +c|=|b|, teremos F(p(x)) = A[p(x)] , € COmMO €screvemos como

C

produto matricial, concluimos que F ¢ linear.

A forma matricial de uma transformagao linear é muito prdtica, como o
exemplo 2 sugere, de modo que, se todas as transformagdes lineares pudessem
ser escritas assim, o caso de verificar se uma fungdo entre espagos vetoriais é um
isomorfismo se restringiria a determinar se uma matriz possui inversa, ou seja, se
seu determinante é diferente de zero. A boa noticia é que toda transformacao linear
entre espagos vetoriais de dimensdo finita pode, sim, ser escrita matricialmente,
bastando para isso que definamos bases para o dominio e para o contradominio da

fungdo. O teorema a seguir trata disso.

a
DEMONSTRAGAO: !
a
. o . , o _ 2
Considere v=ay, +a,v, +...+a,v,, isto ¢ v= (al,az,...,an)B =
a,|,

Como C ¢ uma base para F, podemos escrever as imagens de cada um dos

elementos de B como segue: b,

o(v,)=b,w, +b,w, +...+b,w, , ouem forma de vetor coluna: ¢(v,)= P
bml c
blZ

p(v,)=b,w, +b,,w, +...+b,,w, , ouem forma de vetor coluna: p(v,)= ?
b, c

Seguindo a mesma ldégica até o ultimo elemento da base, temos

b

1n

o(v,)=b,w, +b,w, +...+b, w,, ouem forma de vetor coluna: ¥(v,)= 2"

mn [c

Agora, como v=aqu, +a,v,+...+a,v,, podemos escrever usando a
linearidade da fungao:
QO(V) = Sp(alvl +av, +..+ anvn) = .
= a@(v)+ ap(v,)+ ... +a,p(v,)
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A partir dai, obtemos

bll blz bl,, b“al —+ blzaz + "'blnan
QD(U) =a, b21 4 a, bzz N a, bZn _ b21(11 + bzzaz =+ ,,,bznan
b, c b,., c b, c b,a +b,a,+..b,a, .

Usando a defini¢do de produto matricial, podemos escrever também

bll blZ bln al
bZl b22 bZn aZ ’
p(v)=
bml bmz bmn an B
bll b12 bln
Assim, se definirmos A=| 7 | teremos que a aplicagdo pode
ser dada por
P by b o b,

SO[U]B = A'[V]B :
A unicidade da matriz A vem da unicidade de representagao de um elemento
em uma determinada base.
Pelo que vimos no teorema acima, podemos encontrar a matriz de uma
transformagdo em relagdo a quaisquer bases do dominio e do contradominio.
Além disso, as colunas da matriz sao formadas pelos coeficientes obtidos quando

escrevemos as imagens dos elementos da base do dominio na base do contradominio.

ExemrLo 4
A transformagao linear f: R? — R? dada por f(x,y) = (3x —2y,5x+ y) é

3
tal que f(,0)=(3,5)= K e esta serd a primeira coluna da matriz de f em relacao

a base canodnica de R? (aqui consideramos a mesma base tanto para o dominio

quanto para 0  contradominio, por simplicidade). Também temos

fO)=(-21=

, que ¢ a segunda coluna, assim, a matriz de f em relagdo a

3 =2

base candnica é A= . Assim, podemos analisar as propriedades de f, tais

como injetividade e sobrejetividade, através da expressio f(X)=A.X, em que X
¢ um par ordenado escrito como vetor-coluna.
Por fim, se tivermos uma transformagado linear T :E — F, entre espagos de

mesma dimensao, haverd uma matriz quadrada A paraaqual T(v)= A.v. O ntcleo

88 ‘ Algebra Linear




de T éoconjunto N(T)={v € E;T(v) =0}, mas T(v)=0 éequivalentea Av=0.
Sea A possuir inversa, podemos, pela multiplicagio de A™' a esquerda em ambos
os membros da igualdade, concluir que A Av=A""0, ou seja, v=0. Assim,
o nucleo ¢ trivial e, consequentemente, a aplicagdo dada ¢ injetiva sempre que
det A = 0 . Pela andlise de solugdes de um sistema de equagdes lineares, vemos que
a reciproca é verdadeira, isto ¢, se det A =0, entdo o sistema admite uma solugao
diferente da trivial, de modo que a aplica¢do nao ¢ injetiva, ou seja, temos que a
aplicagdo T(v)= Av ¢ injetiva se, e somente se, detA=0.

Analogamente, se estudarmos a imagem de T, isto é, se analisarmos para
quais elementos w € F, existira solugdo para T(v)=w, que equivalea Av=w.
Da mesma forma, multiplicando a esquerda pela inversa de A, caso exista,
obteremos v= A", isto ¢, a equagdo T(v)=w possui solugio para qualquer
weF.

Em sintese, podemos fechar o tépico com a seguinte proposigao:

Proposicao: Considere T € L(E, F), com dimE = dimF , cuja matriz (em relagao
a algumas basesde E e F)¢é A . Aaplicagdo T ¢ um isomorfismo se, e somente

se, detA=0.
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2 Argumento e forma
T PI trigonomeétrica

OBJETIVOS
. Definir argumento de um nimero complexo

. Relacionar argumento e médulo com a forma
algébrica
. Apresentar a forma trigonométrica de um ntimero

complexo

a aula passada, vimos que o nucleo de uma transformagao linear
¢ um subespago vetorial do seu dominio, e a imagem ¢é um
subespaco do contradominio, de onde podemos determinar suas
dimensdes. Um resultado bastante forte da Algebra Linear, o qual sera enunciado
e demonstrado a seguir, relaciona as dimensdes do ntcleo e da imagem de uma

transformacao linear.

Teorema do Nucleo e da Imagem: Seja T:E—F uma
transformacao linear entre espagos vetoriais de dimensdo finita. Se N(T)
e Im(T) denotam o nucleo e a imagem de T, respectivamente, entdo vale

dimN(T)+ dimIm(7) = dimE .

DEMONSTRACGAO:
Suponha, inicialmente, que N(T) nao seja trivial e B= {vl,vz,...,vn} uma
sua base. Como N(T) é um subespago vetorial de E, podemos acrescentar a B

alguns vetores w,,w,,...,w, de modo a formar uma base {vl,...,vn,wl,...,wm}.
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Nestes termos, temos dimN(T)=n e dimE=m+n. De modo a demonstrar a
igualdade do teorema, basta verificar que dimIm(T)=m, ou seja, mostrar que
ha uma base de Im(T) com exatamente m elementos. Para tal, provaremos que
B'= {T(wl),T(wz),...,T(wm)} é uma base para Im(T), ou seja, mostraremos que
B' é (1) linearmente independente e (2) gera a imagem de T .

(1) Sabemos que um conjunto B' ¢é linearmente independente quando a
unica combinagao linear possivel de seus elementos resultando em zero € a trivial.
Considere, entdo, a equagao alT<w1 ) + aZT(w2 ) + ...+ anT(wm> =0, nas incognitas
a,,a,,...,a, .

Pela linearidade de T, a equagdo ¢ equivalente a

T(alwl +aw, +..+a,w,)=0, de onde concluimos que
aw, +aw,+..+a,w, ¢é um elemento do nucleo de T. Uma vez que
B ¢ uma base para N(T) , ha nameros reais b,b,,....b, para os quais
aw, +aw, +..+a,w, =bv +bv,+..+bw, ou, equivalentemente,

bv, +byv,+..+bw, —aw, —a,w, —...—a,w, =0.

Porém, uma vez que {vl,...,vn ,wl,...,wm} ¢ uma base para E , logo linearmente
independente, temos que b =b, =...=b =—a

=—-a,=..=—a, =0, ou s¢ja,

1 2

a =a,=..=a, =0, como desejado.

(2) Agora vejamos que B' gera Im (T) Considere, entdo, w € Im(T) . Pela
defini¢io de imagem, existe v€ E tal que w=T(v). Mas {v,,...,v,,w,,...w, } ¢
uma base para E, logo podemos encontrar numeros reais b,b,,...,b,,a,,4,,...,a,,
paraos quais v=buv, +b,v, +...+bw, +aw, +a,w, +...+a, w,_.Assim, teremos

w = T(v) =

= T(blv1 +b,v, +..+ by, +aw, +a,w, +...+ amwm) =
=bT(v,)+bT(v,)+...+b,T(v,)+aT(w)+..+a,T(w,).

Sendo Bz{vl,vz,...,vn} uma base para o nucleo de T, vale
T(v1 ) = T(v2 ) =..= T(v") =0, logo concluimos que
w:alT(wl)—l—...—l—amT(wm), ou seja, qualquer elemento w€Im(T) pode ser
escrito como combinagio linear dos elementos de B'= {T(wl),T(wz),...,T(wm)} .

Assim, B' ¢ linearmente independente e gera Im(T), o que conclui
a demonstragdo para o caso de T ndo ser injetiva. Se N(T)=1{0}, o resultado
pode ser provado analogamente como consequéncia do fato de que aplicagdes
lineares injetivas transformam conjuntos linearmente independentes em conjuntos
linearmente independentes, dai uma base de E sera transformada em base de
Im(T) .
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Exemrpro 1
Considere a aplicagio ¢:M,, — M, , dada por ¢(X)=X'. Como a
transposi¢ao de matrizes é uma transformacao linear, podemos estudar o ntcleo
de ¢ . Veja:
XeEN(p)ep(X)=0 X' =05 X=0

Assim @ ¢ injetiva, pois seu ntcleo ¢ trivial, tendo dimensao zero. Pelo
teorema do ntcleo e da imagem, escrevemos dimN(p)+ dimIm(p)=dimM,,,,
de onde obtemos 0+ dimIm(cp) =4, isto é, a dimensdo da imagem de ¥ ¢ 4, que
¢ a mesma do contradominio. Assim, concluimos que a aplicagdo ¢ ¢, também,
sobrejetiva.

Alternativamente,  poderiamos  verificar que a aplicagio do

exemplo é um isomorfismo pela associagdo com matrizes. Usando a base

1 0/[0 1|0 O||0 O
B=

’
0 0|0 Of|1 0|0 1
e escrevendo as matrizes de M, , como vetores-coluna, poderiamos fazer

’ ’

1 000 a
010 a bl |b
p(X)=A.X,onde A= e X= = . A verificagdo de que A
01 00 c d| |c
0 0 01 d

B

possui inversa, neste caso, ¢ simples, mas nem sempre isso ocorre.

Exempro 2
Mostre que, se dimE =n, entdo o nucleo de qualquer funcional linear sobre

E terd dimensdo n ou n—1.

SoLucAo:

Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, temos que

dimN(f) + dimIm(f) =dimE .

Ou seja, dimN(f) =n—dim Im(f) . Sabemos que um funcional linear sobre
E ¢é uma aplicacdo linear f:E— R. Uma vez que Imf ¢ um subespaco de R,
temos que dimImf =0 ou dimImf =1, concluimos que dimN(f) =n—0=n
ou dimN(f) =n—1, como desejado.

O resultado do exemplo anterior pode ser concluido para qualquer

transformagao linear cujo contradominio possua dimensao 1.
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Exempro 3
Mostre que um operador linear sobre o espago vetorial E, de dimensio

finita, é injetivo se, e somente se, for sobrejetivo.

SoLucAo:

Sejam T:E — E um operador linear. Pelo Teorema do Ntcleo e da Imagem,
vale dimN(T)+dimIm(T)=dimE. Se T for injetivo, temos dimN(T)=0 e,
assim, dimIm(T)=dimE, e como Im(T) ¢ um subespago de E, concluimos
que Im(T)=E e, assim, o operador é sobrejetivo. Reciprocamente, se T for
sobrejetivo, vale dimIm(T)=dimE e obtemos dimN(T)=0, isto ¢, T ¢ injetivo.

O resultado obtido no exemplo anterior continua valendo para qualquer
transformacdo linear entre espagos vetoriais de mesma dimensdo. Assim, para
testar se uma transformacdo linear entre espacos de mesma dimensdo finita
¢ um isomorfismo, basta testar sua injetividade (em geral mais simples) ou sua

sobrejetividade.
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A L A Autovalores e
autovetores
Ola aluno(a),

Nas Ultimas aulas, estudamos as transformacdes lineares entre espacos vetoriais
e algumas de suas principais propriedades, como a possibilidade de expressa-las
como produto matricial.

Para encerrar o nosso curso de Algebra Linear, nesta sexta aula, estudaremos
0s autovalores de um operador linear e seus autovetores associados, objetos
matematicos de extrema importancia na teoria das formas quadraticas e das
equacoes diferenciais, dentre outras areas.

No que segue, faremos uso dos resultados obtidos anteriormente, portanto
consultas as aulas passadas e outras fontes de pesquisa devem estar sempre
presentes.

Objetivos

e Dar prosseguimento ao estudo das transformacoes lineares
e Apresentar o conceito de autovetores e autovalores
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y
Autovetores e
autovalores
OBJETIVOS
. Definir e exemplificar os conceitos de autovalor e

autovetor de um operador

. Apresentar o autoespago associado a cada numero real

a quarta aula de nosso curso,

aprendemos que uma aplicagao

entre espagos vetoriais € linear SAIBA MAIS!

quando comuta com as operagdes de soma e de

Revise o conteudo de operador linear no site

produto por escalar dos espagos, isto ¢, dizemos
http://www.ufjf.br/luis_crocco/files/2011/09/

que T : E — F éumatransformagdolinear quando

T(u+v)=T(u)+T(v) ¢ T(kv)=kT(v), para

-
quaisquer u,v€E e k€R. Quando E=F,

operador_ortogonal_notas.pdf

dizemos especificamente que a fungao linear ¢ um operador linear.

Vimos também que toda transformacao linear pode ser expressa como produto
matricial, através da escolha de uma base do dominio a matriz associada a um
operador linear traz consigo informagdes sobre a injetividade e a sobrejetividade,
de modo que o fato de seu determinando ser diferente de zero ¢ uma condigao
suficiente (e necessaria) para que o operador seja um isomorfismo e, portanto,

possua inversa.

Exemrro 1A
A fungio f:M,, — M, , dada por f(X)=Xx' ¢ linear e tem dominio e

contradominio iguais. Assim, podemos dizer que é f um operador linear. Além
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disso, se usarmos a base B :{ Lo , 0 , 00 , 00 } pela identificagao
0 0|0 O 0|0 1
a a a 1 0 O
a bl |b b 0 0 1
A ,obteremos a expressdo f =l Tlo 1 oo . Fazendo
d . d R d , (00 0 1jdf
1 0 0 O a
0 0 1 0 a b b
A= 01 o ol €X= . d]: K podemos escrever f(X)=A.X.Como A ¢é
00 0 1 d

B

uma matriz com determinante ndo nulo, concluimos também que f ¢é um

isomorfismo.

Exemrro 1B

Utilizando a base canénica de R?, o operador dado por h(x,y) = (3x,3y)

30

tem matriz A = e, assim, é um isomorfismo. Podemos escrevé-lo também da

forma h(v)=3.v, para qualquer v€R*.

Dado um operador linear sobre o espago vetorial E, consideraremos os
elementos de E que sdo transformados em um
de seus multiplos. Mais precisamente, temos a

seguinte definigdo:

ATENCAO! Definicdo: Dado o operador linear
Como neste texto o corpo dos escalares é o T:E— E, dizemos que o elemento v =0
conjunto dos numeros reais, aqui trataremos ¢ um autovetor de T se existir um ntimero
apenas dos autovalores reais de um operador real A para o qual T(U):)\-U . O numero
linear. A é chamado de autovalor associado ao

autovetor v.
I ——

Os autovetores de um operador também podem ser chamados de vetores
proprios ou wvetores caracteristicos, analogamente os autovalores podem ser

chamados de valores préprios ou valores caracteristicos.
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Exemrro 2A

Para o operador h:R?’—R? dado por h(x,y) = (4x—2y,x—i— y), vale
h(2,1)=(4.2—2.1,2+1)=(6,3)=3.(2,1). Assim, fazendo v=(2,1), obtivemos
h(v)=3.w e podemos dizer que (1,2) é um autovetor para o operador h, com

A = 3 seu autovalor associado.

ExempLo 2B
Para o operador identidade f(X)= X, todo elemento é autovetor, associado

ao autovalor A=1.

Exemrro 2C
Dado o operador ndo injetivo T:E—E, se v€N(T),v=0, entdo
T(U):OZO.U. Assim todo elemento n3o-nulo do nucleo é um autovetor com

autovalor associado A=0.

Exempro 2D
O operador T:P, — P, dado por T(ax+b)=—a possui apenas o niimero

real 0 como autovalor, com autovetores associados sendo os polinémios constantes.

Vale ressaltar que, na definigdo de autovetor, estd excluido o vetor nulo.
Uma justificativa para isso é que T(0)=\.0 para qualquer niimero real A . Dessa
forma perderiamos a unicidade do autovalor associado a cada autovetor, de acordo

com O que segue.

Proposigao: O autovalor associado a cada autovetor de um operador linear é tinico.

Demonstracao: Seja T:E—E e v um autovetor de T associado aos
autovalores A e p, isto é, que valham as igualdades T(v)=Av e T(v)=pv.
Logo Av=p.wv, de onde concluimos ()\—,u).v=0 e como v=0 devemos ter
A— =0 e, assim, para cada autovetor de um operador linear, temos exatamente
um autovalor associado.

Dado um operador linear e para cada numero real A, podemos reunir todos
os eventuais autovetores associados a A em um conjunto, o qual, unido ao vetor

nulo, formard um espago vetorial, de acordo com o que segue.
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Definigdo: Dado o operador T : E — E, para cada niimero real \, o autoespago
associado a A ¢ o conjunto A,(T)={v€E;T(v)=Av}, que contém os

autovetores de T associados ao autovalor A\ e o vetor nulo de E .

Exemprro 3A
Considere o operador T:R? — R? dado por T(x,y) = <x+ y,Zx) . Vejamos
quais os autoespagos associados aos numeros 1 e 2, por exemplo.

A (T)= {(x,y) € RZ;T(x,y) = (x,y)} , mas vale

T(xy)=(xy) & (x+y2)=(xy)&

+y=
<:)>{QC}79C

Sx=y=0
2x=1y =7

De modo que, assim, A, (T)=1{(0,0)}.
Com isso obtemos que A=1 ndo possui nenhum autovetor associado e,

portanto, ndo é um autovalor do operador.

Agora para A\ =2:
A (T)= {(x,y) ER*T(x,y)= 2.(x,y)} , mas vale

T(x,y) =2.(x,y) (z)(x—i—y,Zx) = (2x,2y> =
{x—l—y:Zx
Aad Sx=y
2x =2y

Assim, todos os pares com coordenadas iguais estio em A,(T), de onde
podemos concluir que hd uma quantidade infinita de autovetores associados ao 2.
Podemos escrever A,(T)= {(x,y) eR*x= y} . Por exemplo, (3,3) e (—1,—1) sdo

autovetores associados ao autovalor A =2.

Exempro 3B
Para qualquer operador linear T:E—E, vale

A (T)={veET(v)=0v=0}=N(T).

No préximo tépico, veremos como determinar explicitamente os autovalores
de um operador linear. Para encerrar este, ficamos com uma proposigdo que justifica

o nome dado ao conjunto A, (T).
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Proposigdo: Dados o operador T:E— E e o numero real A\, o conjunto

A, (T) é um subespago vetorial de E .

Demonstracao: Para mostrarmos que um subconjunto de um espago vetorial é
um subespacgo vetorial, devemos apenas verificar que ele é nao vazio (possui pelo
menos o elemento neutro), que é fechado para a soma e que é fechado para o
produto por escalares. Inicialmente, observe que, fixado o numero real A, vale
0€A,(T), pois T(0)=0=\.0. Agora considere v,w € A, (T), ou seja, valem
T(v)=Av e T(w)=Aw. Pela linearidade do operador, podemos fazer
T(v4+w)=TW)+T(w)= v+Aw=A(v+w) ,
logo v+w€A,(T). Por fim, para qualquer numero real k, temos que, se
veA,(T), entio T(kv)=kT(v)=kAv=A(kv), ou seja, kve A, (T), que

completa a demonstragao.
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TGPI cu 2 O polinémio caracteristico

OBJETIVOS
*  Conhecer a defini¢do do polinémio caracteristico
. Verificar como o polinémio caracteristico pode ser usado

na determinagao dos autovalores de um operador

este topico, investigaremos a existéncia de autovalores para um
operador linear, fazendo uso de sua forma matricial. Para tanto,
analisaremos a existéncia de solugdes de sistemas lineares através
do célculo de um determinante. Para que fiquem bem firmados os conhecimentos
discutidos a seguir, sugere-se uma revisao da discussao de sistemas lineares, na disciplina
de Fundamentos de Algebra, bem como nos conhecimentos adquiridos em outras
fontes para justificar os passos a seguir. Comegaremos com um exemplo e, em seguida,

generalizaremos a técnica.

Exemrro 1

Determine todos os autovalores do operador sobre R? dado por

T(x,y) = (x—l—y,Gx) .

SoLucAo:
Queremos aqui determinar que para valores de A existe um vetor nio nulo
(x,y) € R’ tal que T(x,y) = )\(x,y) ,isto ¢, (v +y, 6x> = ()\x, Ay) . Assim temos o
sistema: {x Ty=Ax
6x=M\y
(I=A)x+y=0

, que é um sistema homogéneo nas incognitas x
6x—Ay=0

que ¢é equivalente a {

e Y e queremos que haja solugdes além da trivial. Apelando para forma matricial do
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1-X 1
6 =X
I-X 1

X

y

sistema, temos e, de modo a que o sistema tenha infinitas solugdes,

exigimos que det =0, ouseja, A> =X —6=0, que possui solugio \ = —2

ou A = 3. Para todos os outros valores de A, o sistema admite apenas a solugdo trivial
e, consequentemente, ndo hd autovetores associados. Dessa forma, os tnicos
autovalores do operador T sdao A=—2 e A=3.

Indo além, podemos também determinar os autoespagos associados aos
3x+y=0

autovalores determinados. Substituindo A = —2 no sistema acima, temos
6x+2y=20

, mas, como a segunda equagdo é obtida multiplicando a primeira por 2, o sistema ¢é
equivalente apenas a equagao 3x+y=0. Dessa forma,
A, (T)={(xy)eR*3x+ y=0}.
—2x+y=0
Agora para A = 3 no sistema acima, temos , mas, como a segunda
6x—3y=0
equagdo ¢ obtida multiplicando a primeira por —3, o sistema é equivalente apenas a

equagao —2x + y=0. Dessa forma, A, (T) = {(x,y) € Rz;y = Zx} .

Passemos ao caso geral. Considere o espago vetorial E , de dimensao finita, digamos
dimE=n, e o operador T : E — E . Escolhamos uma base de E e escrevamos os seus
elementos como matrizes-coluna 7 X1 (como descrito na quinta aula), escrevendo entao
T(X)= A.X para uma matriz especificada A, de ordem nXn . Queremos determinar
para que valores de A a equagdo T(X)=\.X possui solugdo nao trivial, mas isto ¢
equivalentea A.X =\.X, ouainda A.X—A.X =0 .Demodo a colocar a matriz X “em
evidéncia”, podemos escrever A\.X = A\.I.X . Assim:

AX—AX=0 ©AX-ANIX=0&
& (A-A\I).X=0.

A ultima equagdo ¢ homogénea e admitird solugdo diferente da trivial apenas

quando a matriz A — A.I ndo possuir inversa, isto ¢, quando det(A—M\.I)=0. Com

isso, podemos enunciar a seguinte afirmagao.

Proposigdo: O numero A ¢é um autovalor para o operador T se, se somente,

det(A—A.I)=0, quando A é uma matrizde T em relagio a uma base de E .
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Assim, encontrar os autovetores é o mesmo que resolver a equagao
det(A—\.I)=0. Pelas operagdes envolvidas em um determinante, temos que a

equagao dada é polinomial, o que motiva a seguinte definigao.

Definicao: Dado o operador linear T:E — E, cuja matriz em relagao a
base B é A, o polinémio p, (¢)=det(A—t.I) é o polindmio caracteristico
do operador A. Podemos também dizer que p,(¢) é o polindémio

caracteristico de A, escrevendo p, ().

ExemprLo 2A
Para a base canénica de R?, o operador T(x, y) = <x + y,6x) tem polindmio

caracteristico p, (t)=1t"—t—6.

ExemprLo 2B
6 —3

A matriz A = possui polindmio caracteristico

pa(t) =det(A—r1)=

6 —3 1 0
=det[ —t. ]=
2 0 1
6—t —3
=det =(6—t)(1—t)+6=
el ===+
=" —7t+12.

Dessa forma, os autovalores de um operador linear, cuja matriz associada a alguma
de suas bases é A, tera autovalores iguais as raizes de p, (¢)=0, ou seja, sdo os valores

A=3eA=4.
Exempro 2C
O operador T : P, — P, dado por T(ax+ b)=—a tem, em relagdo a base {x,1},

0

—da

0 O
—1

a a

a forma matricial T| |= = , assim seus autovalores serdo raizes do

. Fazendo as

polinémio caracteristico p, (t)=det(A—¢tI), no qual A= l )

2 . . . 7 . .
contas, obtemos p, (t)=t", cuja Unica raiz real é o 0 e, assim, o operador T possui

apenas o autoespago A, (T)= N(T) nao trivial.
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Exempro 2D

Para a base candnica de R?, o operador T(x,y) = (2x—7y,x—3y) tem
polinémio caracteristico p, (¢)=t*+t+1, que ndo possui raizes reais, de onde
podemos concluir que T nao possui autovalores reais e, assim, A, (T)=1{0}, para todo

numero real \.

Como a propriedade de ser autovalor de um operador independe da base que
escolhemos para representar os elementos, o polinomio caracteristico de um operador

sera o mesmo, seja qual for a base escolhida para representa-lo.

Defini¢do: Dado o operador linear T:E—E, com polinémio
caracteristico p,(¢), damos o nome de espectro de T ao conjunto
Spec(T)={X; p, (\) =0}, isto é, o conjunto de autovalores do operador
T . Analogamente, podemos definir o espectro de uma matriz como

conjunto de raizes de seu polinémio caracteristico.

Exempro 3A

Como dim P, =3, o polinémio caracteristico de um operador f:P, — P, tera
grau 3, mas todo polindomio de grau impar e coeficientes reais possui pelo menos uma
raizreal, de onde podemos concluir que o espectro de f contém pelo menos um niumero

real e, assim, hd pelo menos um autovalor para o operador.

ExemrLo 3B

Considere o operador F:R* — R?* dado por F(x,y) = (4x —5y,2x — 3y) . Em

4 =5
-3

relagdo a base canonica, podemos escrever F(X)= A.X , para A= eX=

; Y
Dai
4—t -5

2 —3—t

py (t)=det(A—t.1)=det =t —t—2.

Assim, os autovalores sio as raizes de t* —t —2=10, ou seja, os valores A =2 e
A=—1, e podemos escrever Spec(F)={2,—1}.

Para A\ =2, os autovetores satisfazem (4x —5y,2x—3 y) = Z(x, y) , que resulta
na equagio 2x—5y=0, isto ¢, A, (F)= {(x,y) ER’;2x—5y= 0} , por exemplo
(5.2)€ A, (F).
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Para A=—1, os autovetores satisfazem (4x —5y,2x—3 y) = —(x, y) , que
resulta na equagdo x—y=0, isto € A, (F)= {(xy) eR*x= y}, por exemplo
(3,3) €A (F).

Exempro 3C
Considere o operador H R =R’ dado pela lei
H(x, y,z) = (Zx +y+z2x+3y+4z,—x—y— Zz) . Amatrizde H emrelagdo a base

2 1 1
candnica de R*> é A=|2 3 4 |. Assim, o polindmio caracteristico pode ser
-1 -1 -2
encontrado por
2—t 1
p(t) =det(A—tI)=det| 2 3—t 4 |=
—1 -1 —2-t

=2-t)3-t)(—2—t)—4—2+(3—1)+4(2—1t)—2(—2—1)=
=(6—5t+¢*)(-2—t)—6+3—t+8—4ar+4+2=
=—12—6t+10t+5° —2t° —¢’ =3t +9=

=—34+14+3" -1

Como a soma dos coeficientes de p(t) é nula, temos que p(1)= 0. Fazendo entdo
a divisdo de p(t) por t—1, obtemos a fatoragio p(¢)=(1— t)(tz —2t— 3). Assim, as
outras raizes de p(¢t) sio t =—1e t =3, daf Spec(G)={—1,1,3}.

Exemrro 3D

Considereooperador G : R*> — R’ dado por G(x, y,z) = (3x,2 y,4z) .Escrevendo
os elementos de R’ como vetores coluna, escrevemos G(X)= A.X e, calculando a
partir dai o polinémio caracteristico, obtemos p, (t)=(3—1¢).(2—t).(4—¢). Dessa
forma, os autovalores de G sido as raizes de p(t), de modo que podemos escrever
Spec(G)={2,3,4}.

O polinémio caracteristico, como visto, ¢ uma ferramenta de grande utilidade na
determinagdo dos autovalores de um operador linear. No proximo tépico, veremos como
poderemos, sob certas condigdes, encontrar uma base em relagao a qual a matriz de um

operador ¢ uma matriz diagonal.

104 ‘ Algebra Linear




= Diagonalizacao de
T PI operadores

diagonalizavel

este topico, estudaremos meios para encontrar uma base de um
espago vetorial em relagdo a qual a matriz de um operador ¢é a
mais simples possivel. Especificamente queremos que o operador
seja associado a uma matriz diagonal (aquela na qual os elementos fora da diagonal

sdo todos iguais a 0).

Exemrro 1

Dado o operador f:R?— R? cuja matriz associada a base candnica ¢é

. O polinémio caracteristico de f ¢é, portanto, p(t)=¢*+3t—10,

3 —4

assim os autovalores Spec(f):{—S,Z}. Associado ao autovalor 2, temos, por
exemplo, o autovetor u=(2,1), de modo que podemos escrever f(u)=2u.
Associado ao autovalor —5, temos o autovetor v = (1,—3). Dessa forma, podemos
escrever f(v)=—5v.E facil verificar que B={u,v} éuma base de R*. Considere,
entio w € R?, escrevendo w = .y + B.v para nimeros reais convenientes o, 3 e,

usando a linearidade de f, obtemos

fw) =flautfv)=af(w)+p.f(v)=a2u+b (5=

=2q.u—>50v

AULA 6

. Verificar critérios segundo os quais um operador é
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Logo

« 2x 2 0 ||« ) b {(2 1,01 3)}
= = , isto é, em relacio a base B=1(2,1),(1,— ,
Tl 7l-s8), "o —slls ‘;
B B B
2.0
a matriz do operador f ¢ A= o 5| que ¢ uma matriz diagonal.

Pelo que ilustra o exemplo anterior, se conseguirmos uma base do dominio
de um operador linear formada apenas por autovetores, a matriz do operador
em relagdo a esta base sera diagonal e, além disso, a diagonal sera formada pelos

autovalores do operador. A seguir, a demonstragao para este fato:

Proposigao: Se B = {vl,...,vn} for uma base do espago vetorial E formada por

autovetores dooperador T : E — E , entdoamatrizde T emrelagdoa B sera diagonal.

DEMONSTRACAO:

Se v,,...,v, sdo autovetores de T, entdo existem numeros reais )\1,..,,)\n
para os quais T(vi)z)\i v, para i=1,2,...,n. Como, além disso, B é uma base,
dado qualquer v € E, podemos escrever vy = a.v, +a,v,+..+a,v, ¢ usando a

linearidade do operador, obtemos:

T(v) =T(av +auv,+..4+a,.v,)=
=al.T(vl)+a2.T(vz>+...—i—an.T(vn):
=a. v +a, v, +..+a, N\, =
:)\1-(611-171>+>\2-(az.vz)+---+>\,,-<Cl,,v,,)-

O que, na forma matricial, é equivalente a:

a, A4, A 0 a,
a, A, .a, 0 A\ .. Ofq _

T = = , ou seja, podemos escrever
a| —|M\a,|, [0 O Alla. ],

T(X)=A.X, em que A é uma matriz diagonal. Mais precisamente, os elementos

da diagonal sdo os autovalores do operador dado.
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Definicao: Dizemos que o operador T :E — E ¢é diagonalizdvel quando ex-

istir uma base do dominio em relagdo a qual a matriz de T seja diagonal.

Exempro 2
2 . . . N A , 1 2
Ooperador T :R*> — R? cuja matriz associada a base canonicaé A =
—4

¢ diagonalizavel.

Dada a proposi¢do acima, para que verifiquemos se um operador é
diagonalizdvel, é suficiente verificar a existéncia de uma base do dominio formada
apenas por autovetores. Equivalentemente se dimE=n, o operador T:E — E
sera diagonalizavel se, e somente se, houver n autovetores de T que sejam
linearmente independentes.

Com isso, enceramos o nosso curso basico de Algebra Linear. Esperamos que
tenha sido produtivo e que os conhecimentos adquiridos aqui sejam aprofundados

nas suas pesquisas e utilizado em cadeiras futuras.

AULA 6
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