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PREFACIO

O conteuddo das presentes notas € o de um curso de

12 semanas de introdugdo & Teoria das Probabilidades.

(ou, talvez, mais exatamente de espagos de probabilidades
discretos). O pré-requisito para sua leitura € a de um
curso de cdlculo diferencial e integral e nogaes elementa
res de algebra. E necessdrio conhecer as propriedades bd-
sicas das séries numéricas e de poténcias. Estas proprie-
dades estlo enunciadas no Anexo 1 para facilitar a leitu-

ra.

Estas notas foram originalmente escritas para estu
dantes de matemdtica, ou estudantes de engenharia e econgo
mia com interésses tedricos. Essa audiéncia & a que deter
minou a orientagao das exposigdes. Um primeiro curso de
Probabilidades para alunos sd com uma preparagio reduzida
em Matemdticas que pretende ser formal ao mesmo tempo, tem
que limitar-se quase essencialmente a espagosde Probabilji

dades discretos. Bsse € precisamente o tema destas notas.

A Teoria das Probabilidades nasceu do estudo de
certos fendmenos empiricos e ainda mantem sua conexao com
éles. A apresentagao dos temas tratados nestas notas pode
ser feita de maneira abstrata esquecendo totalmente as si
tuag%es empiricas que motivaram seu estudo. Isto roubaria
certo interésse e "emogado" & leitura. Por outro lado fa-

zer uma apresentagdo totalmente ligada a situagoOes empiri
. ~ ’ - .

cas induz quase sempre um erro metodoldgico que consiste

na confusdo permanente entre o mundo real e o modélo mate
. . . . -

mdtico projetado para estudd-lo. Decidimos entao dar ao

material um tratamento formal e incluir freqlientemente al
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gumas descrigaes intuitivas que tém também a vantagem de
facilitar a leitura e a memorizagdo. -

Na medida do possivel, procuramos dar demonstragoes
que sdo vdlidas em situagdes mais gerais ou que sé neces-
sitam pequenas modificagaes. Isto indubitavelmente facili
tard posteriormente o trabalho para aqueles que continuem
estudando temas mais avangados de Probabilidades. As obras
citadas em [2], [6] e [7] podem ser usadas para referén-

cia geral.

Esta monografia foi escrita originalmente para ser
apresentada no 8¢ Coldquio Brasileiro de Matemdtica duran
te o més de julho de 1971 em Pogos de Caldas, MG. A revi=
sdo posterior da mesma, para ser incluida na colegao de
Monografias de Matemdtica do IMPA apontou uma quantidade
numerosa de erros de impressao. Por outra parte como acon
tece quase sempre com uma leitura posterior, a apresenta-
gdo de certos teoremas, a énfase sdbre algumas nogdes par
ticulares, o numero e tratamento de alguns exemplos, pen-
so agora que talvez ndo seja totalmente adequado. Para ten
tar solucionar ésses problemas e utilizar o material ante
rior diminuindo assim os custos de impressao, uma secgao
de Notas aos Capitulos foi incluida. Comentdrios, alguns
novos resultados, e mais exemplos e exercicios sido o con-
teddo dessas Notas. O leitor € aconselhado a corrigir os
erros de cada capitulo antes de comegar a leitura do mes-
mo para evitar perdas de tempo desagraddveis. (Ver Errata%
As notas correspondentes a um capitulo devem ser conside-

radas parte do mesmo.

Dese jo agradecer em geral a Comissdao Organizadora
do 82 Coldquio, e muito particularmente ao Professor Elon
Lages Lima por seu cordial convite para participar do mes

mo, e posteriormente para incluir essas notas entre as mo
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nografias do IMPA.

Dese jo também agradecer especialmente a Joao Ismael
Damasceno Pinheiro e Annibal Parracho Sant'Anna por sua
desinteressada colaboragdo na corregao destas notas.

E, finalmente, quero expressar meu reconhecimento
a todos os meus colegas e em geral a todo o pessoal que
integra o IMPA, por proporcionar a camaradagem e ambiente
adequado para o ensino e a pesquisa, ti0 necessdrios para

empreender sériamente qualquer trabalho intelectual.

Rio de Janeiro, Agbsto de 1971

Pedro J. Fernandez






PRE-REQUISITOS E NOTAGAO BASICA

Para a leitura déste livro, s@o necessdric  apenas
conhecimentos elementares de Algebra e Andlise. Portanto,
6 conveniente que o leitor jd tenha tido contacto alguma
vez com os conceitos de indugao completa, conjuntos enume
rdveis, relagaes de equivaléncia, conjunto cociente, su-
cessao, operagaes com fungaes reais (soma, produto, etc.).
nuimeros racionais, reais, densidade dos racionais nos
reais, supremo e infimo de conjuntos de nimeros reais, di
ferenciagdo das fungbes a uma varidvel real, e integral

de Riemann.

Os supremo e infimo de dois nuUmeros reais a e b,

serao indicados por aV b e aA b, respectivamente.

Verifica-se facilmente que:

aVvob

%—(a+b + |a=b|), e
aAb -%

(a+b - [a=b]|) .

Se a e b sao nimeros reais, teremos sempre:
la+d| < [a|+|b], e ||a]-|b|| = |a-b] .
Se f e g sao fungdes reais, definimos a funglo

mdximo (supremo) de f e g (fV g) e mfnimo ({nfimo)

'de £ e g (f A g) pelas férmulas:
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(fvg) (x) = £(x)ve(x) (fAg)(x) = £(x)rg(x)
Caso g = 0O, escrevemos % em lugar de f V 0, e f~ em

lugar de -(f A 0). Resulta entlo que, |f| = £¥ + £7, e

£f=f"-f,
se {x_} é uma sucess@o de numeros reais,
N n=1,2,...

definimos o limite superior e o limite inferior de tal

-
sucessao, de acdrdo com as fdrmulas

lim  sup x igf sup [xkz k =2 n}

n

limr1lnf X,

sup inf {xk: kK2 n} .

Por outro lado, sendo {f_} uma sucessao de fun
N'n=1,2,¢e. -

goes, podemos naturalmente definir 1Ilim sup £, e
n

lim inf f_, .como as fungodes:
n

(1im sup f_)(x) 1im sup f_(x);
n n n n

(1imninf fn)(x) limninf fn(x).

Se uma série converge de modo absoluto (série abso
lutamente convergente), serdZ por vézes indicada com a no=-
tagdo n§l|xn| < w. Os teoremas sdbre aéries numéricas, a
que nos_referiremos neste trabalho, emcontram-se enuncia-
dos no Anexo 1.

Com a finalidade de fixar a motagao, bem como te-

cer algumas consideragbes adicionais, o €@apitulo 1 contém
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todos o0s resultados da Teoria dos Conjuntos que venhamos
a empregar.

Os quantificadores T (existe) e V¥ (para todo),
serao usados na medida de sua conveniéncia.

Se {x_} converge a X escreveremos

n n=l'2,-.o
x + x. Se {x_} € crescente (decrescente) e

n n=l,2'uoc
converge a X escreveremos xnf X. (xn+ x). O maior in-
teiro menor ou igual ao nimero real x serd denotado por
[x] (parte inteira de x).

1 .
Indicaremos com R e as vézes com R o conjunto

dos numeros reais.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO A TEORIA DOS CONJUNTOS

1.1 - Conjuntos

Neste livro, tdda vez em que usarmos a palavra
conjunto, queremos significar um subconjunto de um conjun
to fixo, que em geral designaremos por (1.

. é chamado o espago, e seus elementos, pontos.
Se A & um subconjunto de 0, a notagao W€ A signifi-
ca que W €6 um elemento de A. O fato de w nao perten-
cer a A serd indicado com a notagao w ¢ A. Se A e B
sao subconjuntos de 1, a notagao A € B indicard que to
do elemento de A também pertence a B. A notagdo AC B
indicard que A € B, porédm existe algum ponto de B que
nao € elemento de A.

Com o objetivo de facilitar a notagao, usaremos um
conjunto que nao contenha nenhum elemento, ao qual chama-

remos conjunto vazio, e denotaremos por ¢.

Usaremos a palavra classe ou familia, para um con-

Junto de conjuntos. A classe de todos os subconjuntos de

um conjunto A, serd indicada por P(A) (partes de A).



Para indicar um conjunto, também usaremos a notagao
{u:p(w)}, onde p(w) € uma proposigdo concernente a ),
e o conjunto consiste de todos os elementos para os quais
p(w). é verdadeira. Por exemplo; {ar: @ = 2k; k = 1,2,...}

é o conjunto de todos os inteiros positivos pares.

Conjuntos finitos serdo por vézes indicados pela
designagao de seus elementos. Assim, o conjunto que con-
siste dos numeros 0,2 e 4 serd indicado {0,2,4}.

E importante distingllir entre o ponto @w e o con-

junto {w}, cujo dnico elemento € .

1.2 - Operagdes com conjuntos

Seja I' um certo conjunto de indices, e para cada

Yy € I'y consideremos AY, um subconjunto de (. Chamaremos

unifo da famflia {Ayzy € T}, ao conjunto de todos os pon
tos que pertencem a pelo menos um dos conjuntos Ay' Esse
conjunto serd simbolizado por

U A = {w:dy € T, tal que w € .
yer Y ' ty

Se o conjunto I for enumerdvel, pode-se dizer
que a familia {AY=Y € T} & uma sucessao {An] .

mn'—‘-l,z’.o.
Indicaremos, neste caso, a unifo por J An.
n=1

Se T for finito, ou seja, T = {1,2,...,k}, a
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k
unido serd indicada por U A .
n=1

A unido de dois conjuntos A e B,

serd indicada por A U B.
Se [Ayzy € T} € uma famflia de conjuntos, o con-
junto de todos os elementos que pertencem a todos os A

Y
serd chamado intersegio da familia, e simbolizado por

= {w:¥y, we A} .
YET A Y

Como no caso da unifo de conjuntos, conforme T se

ja enumerdvel, finito, ou conste de dois elementos, usare

mos as notagoOes:

@ k
ﬂlAn, ﬂlAn,AnB.
n= n=

Dois conjuntos sao ditos disjuntos, se AN B = ¢.
Uma familia {AY:Y € '} se diz disjunta, se para todo

par de elementos vy,Y' € I'; com vy # y!', AY n A =¢@.

Y'
Neste caso, usaremos a notag8o I A , em lugar
ver
de |U A, para indicar a unifio da fam{lia.
yer Y -
Dado A < Q, Ac denotard o- conjunto dos pontos
que ndo pertencem a A. Em simbolos, AS = {w:w ¢ A}.

A® & chamado complemento de A.

A diferenga entre A e B, simbolizada por A-B,

€ por definigclo, o conjunto A-B = AN Bc.

Tal diferenga serd chamada prdpria, se B ¢ A.
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Ao conjunto (A-B) + (B-A), designado por A A B, chamare

mos diferenca simétrica entre A e B.

Apresentamos a seguir, uma série de importantes re
lagbes que serdo usados sem mengdes explicitas, nos ca
pitulos seguintes. Suas demonstragbes sfo deixadas como

exercicio.

1.2.1. YA, AcQ; AUg¢ =4, ANg =9

l1.2.2., A < B, se e somente se, AU B = B

1.2.3. AU (BUC) = (AUB) U C
1.2.4. An (BnC) = (ANB) N C
1.2.5. AN (Buc) = (anB) U (anc)
1.2.6. AU (Bnc) = (aUuB) n (auc)
1.2.7. An (U 4A) = U (AﬂAY)

yer Y YET

1.2.8. AU (N A) N (aua )
ver Y YET Y

1.2.9. A+4A° =0, aAna® =9, =0, 0% =9

c
1.2.10. (A®) = A; A c B, se e sdmente se, B c A

.2.11. = N (a°
1.2.11 (Jgr AY) Yer(AY)
1.2.12. (N 4,)% = U (&%)

ver Y yer Y
1.2.13. A A B c (AAC) U (BAC)
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l.3 - Limites e Indicadores

Se {A_} € uma sucesslo de conjuntos,
N"n=1,2,...

chamaremos limite superior da sucessfo {A ] ; ao
n n=1,2'ou'

conjunto de todos os pontos ¥ que pertengam a An' para

infinitos valores de n. E fdcil ver, entdo, que:
.-} @

lim sup A_ = r] A..
n n n=1 Jgn 1[

O conjunto de todos os pontos de 1 que pertencem
a todos os A » a menos de um nimero finito de tais An’
€ chamado limite inferior da sucessio {A_} ., e

n n=l,2,..-
simbolizado por 1lim inf An. E fdcil perceber, de maneira
n

andloga ao caso anterior, que:

(-]

(-]
lim inf A_ = |/ N A, .

n n=1 i=n T
Uma sucessao {a_} € dita crescente (respectivg
N"'n=1,2,...

mente, decrescente), se An < An+1’ n=1,2,... (resp.
A 2A ,,n= 1,2,004)

Se para uma sucessfio [A 1lim sup A_ =

{ n}n=l,2,... ’ n n

= lim inf An, diremos que tal sucessfo tem limite, e entao

n
- - .
empregaremos apenas a notagao 1lim An' Indicaremos suces-
n
L] .
soes crescentes (resp. decrescentes) de conjuntos com a

notagao A (resp. A { ). Escreveremos At A (resp.

@
Anl A) se At (resp. A V) e A:a A=A (resp.
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A).

@

N A,

n=1
Dado A < (), chamaremos indicador de A, a funglo

IA definida por:

1, we A
IA(w) = .
0, w¢ A
Existe claramente uma correspondéncia biunivoca
(bijeg@0) entre subconjuntos de (1 e seus indicadores
correspondentes. Esta nogdo nos serd extremamente util
nos capitulos seguintes. A seguir, apresentaremos algumas
férmulas, que s&o deixadas a titulo de exercicio. E impor

tante que o leitor se familiarize com o manejo de indica-

dores.
l1.3.1. A ¢ B, se e somente se, IA < IB’ IAc = l-IA
n

l1.3.2 I =I AI, =1 ;s I A = J] I

i=1

n
1.3.4. I( n ) =1- 77(1-1, ) =
A i=1 i
421 +

n k
(-0t ¢ A
k=1 1‘11<12<"'<£n‘n

1.3.5.  I(ypp) = I, + Ig - 21,15 = |T,-Ig1

1.3.6.  I(, ) = 1,(1-15)



.

e3eT 1i A = lim s I, 3 I 1lim inf A_ =
l.3.7 I mnsup n i up Ap’ n n

= 143 inf I .
an Ap

1.4 - Fungoes

Sendo X e Y dois conjuntos, denotamos por Yx
o conjunto de tddas as fungdes de X em Y.

Se AcY e f & uma fungdo, usamos a notagio
f-l(A), ou &s vézes [f € A], para indicar o conjunto
{x:f(x) € A}. Se B c X, f(B) representard o conjunto

{r:8x € B; y = f£(x)}.

Usaremos, sem mengao explicita, as seguintes férmu

las facilmente verificdveis:

1401, £78a%) = [£71(a)1% s A ¥

A2, f-l r\ = f-l , -1 = -1 ,
ed-2 (QEIA“) J;} (4;) (a%&Au) a%&f (4;)

onde {Aa] €1 € uma familia de subconjuntos de Y.
a

1.4.3. £ B = (B B { uma famflia de
3 (égl a) ‘ ng ( a)v { Q}GEI e a

subconjuntos de X.
Se A< X e fi:X= Y, a notaglo f|A & a funglo
pertinente a YA, definida por:
flA(x) = £(x)

f|A € chamada a restrigio de f a A.



-8

EXERCICIOS

1. Provar as fdérmulas das segoes 2, 3 e 4.
2. Descrever por palavras o conjunto:
limnsup An - limninf An
3. Escrever a unido e a diferenga de dois conjuntos, uti=-

lizando as operagbes A e N,



CAPITULO 2

ANALISE COMBINATORIA

O presente capitulo contém os elementos de Andlise
Combinatdria necessdrios aos capitulos subseqiientes. O
tratamento & formal, embora seja sempre possivel uma in-
terpretagldo concreta, utilizando um modélo que se valha,
por exemplo, de bolinhas em uma urna. Este modélo & o se-
guinte: suponhamos uma caixa contendo n bolinhas, nume-
radas de 1 a n. Imaginemos que m bolinhas, 1 < m < n,
sejam extraidas de tal urna, por algum procedimento. O re
sultado da extraglo serd uma sucessfo de numeros,
xl,xz,...,xm, compreendidos entre 1 e n. A esta sucessao,
chamamos amostra.

O problema consiste em contar quantas sucessOes
(amostras) podem ser obtidas, ou de outra forma, quantas
sfo as sucessoOes que possam traduzir o resultado do expe=
rimento. £ste numero ird depender de como se faga a esco-
lha das bolinhas, e da classificagldo que faremos das amos
tras. Aconselhamos ao leitor, fazer uma interpretagao, em
térmos déste modélo, dos possiveis casos qQue possam ocor-

rer. Entretanto, a nog%o formal que apresentamos tem van-
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tagens na demdnstragéo de certos resultados, bem como na
eliminag@o de ambigiliidades na interpretagfo e solugio de

problemas concretos.

2.1 - Elementos bdsicos

Seja A um conjunto finito. Indicaremos por #(A),
o numero de elementos de A. Seja In o conjunto
{1,2,...,n}. Usaremos sem mengao explicita, as seguintes
regras: se {A.}] é uma familia de conjuntos

i i=l,2,...,n

dis juntos, entao

n n
w (a0 = 3 4 (a) (1)
i=1 i=1
n
Se gj; A; & o produto cartesiano de AjvAy,eee Al;
entao
n n
b CTTA) = TT 4 (a) (2)
i=1 i=1

2.2 - Arranjos com repetigéo, de n elementos, tomados
m a m (ou amostras ordenadas de tamanho m com
reposigdo).

I
DEFINIGAO - Aos elementos de Inm y denominamos arranjos

com repetigéo de n elementos, tomados m a
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I

m. Como I ™ =I x I X I_ X...x I_, teremos de acdrdo
n _n n" "n n’

v
. m vézes
com a fdérmula (2), de 2.1:

2.3 - Arranjos de n elementos tomados m a m (ou a-

mostras ordenadas de tamanho m, sem reposigao).

DEFINIGCAO - Seja m< n, e

A = {f; £:I_ =+ I_, f biunfvocal.
m,n m n

Aos elementos de Am a’ denominamos arranjos de n
’
elementos tomados m a m. Pode-se mostrar facilmente

por indugado e pela fdérmula (2) de 2.1, que:

# A L= n(n-1)...(n-m+1) .

2.4 - Permutagdes de n elementos

S840 assim chamados os elementos de AL o (m=n).
’

. = n!
Evidentemente, # (An,n) = n!

2.5 - Combinagdes de n elementos tomados m a m (ou

amostras nao ordenadas de tamanho m, sem reposigio)

Seja R a seguinte relagéo de equivaléncia em
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AL nt T Rg, se e somente se, f(Im) = g(Im).

Aos elementos do conjunto cociente Cm,n = Am,n/R’

. . -~
denominamos combinag¢oes de n elementos tomados m a m.

Se f R g, € fdcil ver que existe h € A . tal que
L

g = foh, e reciprocamente. Portanto, o conjunto saturado
de f, contém exatamente m! elementos, ou seja, as clas-
ses de equivaléncia em A tém t6das o mesmo numero

’

(m!) de elementos. Logo,

(c ) = # (Am;n)v _n(n-1)...(n-m+1)
¥ m,n’ m! - m!
1
= — g;m r » que & simbolizado por (E).

Outra forma conveniente de formalizar a noglo de
combinagbes, é a de denominar combinagbes de n elemen-

tos tomados m a m, aos elementos do conjunto:

(*)
] — .
o} n = {f : £f€ A n’ f crescente}

Claramente, a intersegao de Cé n com cada uma
1
das classes de equivaléncia determinados por R, consiste

exatamente de um sd elemento, e portanto:

# (Cp ) =# (c 1)

(*)

Note-se que por pertencer f a Am n © ser crescente,
’
é também estritamente crescente.
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(*)
2,6 - Combinagdes com repetigdo (ou amostras nio ordenadas

de tamanho m, com reposigao).

Chamamos assim aos elementos do conjunto

cR = {f; £:I_+ I_, f crescentel.
m,n m n

R m+n-1
PROPOSIGAO 2.6.1 - 4 (cm’n) = (.7

- . R .
Demonstracao: Definimos ¢: Cm,n - C&,m+n-1 da seguinte
maneira: p(£)(di) = £(4i) + i-1.
E facilmente verificdvel que ¢ € 1l-1 e sdbre (injetora
. R 1
sobre jetora = #
e sobrejetora), e portanto # (Cm,n) & (Cm,m+n-l)
(m+n—l)
m .

2.7 - Permutagdes com repetigio

Antes de procedermos a definigdo, necessitamos de
- . .
algumas nogoes preliminares.

Seja A um conjunto finito, e PA o conjunto de

aplicagbes 1l-1 e sdbre (injetoras e sobrejetoras), de A

A). (**)

em A (as permutagdes de

(*)

Note-se que hd uma correspondéncia biunivoca entre

Cm,n (ou Cé,n) e os subconjuntos com m elementos de
I,- Quer dizer: #({A:A < I, #(a) =m} = (7).

* %
( )Note-se que PIn = An,n .
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Seja {A.} uma partigdo de A, e cha=-
(A i=1,2,...,p s ’

_ P
memos ¥, = #(Ai) e n = #(A) = iilki
Seja H = {f; f€P, e V4, i=l,2,...,p,f-l(Ai) = A}

Teremos, entao:

PROPOSIGAO 2.7.1 - #(H) = Kl!...kp!

Demonstracldo: Pode-se verificar facilmente que a aplica-

cao f:H - PAlX PA2 XeoooX PAp y definida por

¢(f) = (f]A,,...,f|A_) & 1-1 e sdbre, e portanto
1 P E—

P
#(H) = #(PAlx P, Xee:x P, ) = fj; # (PAi) .

2 P
Seja {A.} uma partigdo de I_. Defini
. 17i=1,2,...,p n -
mos uma relag&o de equivaléncia em PI da seguinte ma=-

n
neira:

f R g, se e sdmente se, Vi f-l(Ai) = g—l(Ai) .

DEFINIGAO 2.7.1 - Os elementos de P, /R se chamam permu
n
tagbes com repetigdo de n elementos

em relagao a partigdo {A.} .
1 i=l,2,¢oo,p

PROPOSIGAO 2.7.2 - 4 (PIn/R) =

Demonstragéo: Seja, como anteriormente,

-1 .
H = {g:gGPI e g (Ai) = A., i=1,2,...,p}.
n

i
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E fdcil concluir que h pertence ao saturado de f
com respeito a R, se e somente se ¥ g € H tal que
h = go f. Portanto, tddas as classes de equivaléncia tém
o mesmo numero de elementos Jj'ki!, pela proposigéo ante
rior e em consequéncia:
# (P /R) -—p————

T k.,
j=1 1.

2.8 - Numeros combinatdrios

Chamaremos numeros combinatdrios aos nudmeros

= -—Tgi_T_ definid ara O < k < n, Como #(C )=
= ok efinidos p . n,n’ =
= 1, definimos O! = 1 e entdo resulta que (ﬁ) =1, e

que a férmula () (n?k) € vdlida para todo k, Osksn.

k

Os numeros combinatdrios tém vdrias propriedades

importantes, que passamos a estudar.
PROPOSIGAO 2.8.1 - (n+l) ( )+ ( 1), 1< k< n.

Demonstracio: Consideremosamci n+1 ©S subconjuntos
’

(f:f € Ch,narr (n+1) € £(T)} e 4°

Claramente, #(A) = #(ck a) = (). se £ e A°, entdo

f(k) = n+l, e a funglo ¢:4° o CL_ 1,n ~definida por

f o fIIk_l é uma bijeglo. Resulta portanto que:

#(cp n.1) = #(8) + #(a%) = (@) + ()

que é o resultado desejado.
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PROPOSIGAO 2.8.2 (Teorema Binomial) - ¥x,y € R; ¥n in-

n O ny_k_n-k
teiro positivo, (x+y) = T (k)x Yy
k=0

Demonstragdo: Se A ¢ I, € fdcil ver que

(x+y)® = ¢ x#(A).y#(Ac) ,
AEP(In)

e portanto igual a

r

n

#(a) _#(a%)
kEO AG%(IH) Y
#(A)=k

Como #({A:a € P(I)) e #(a) =x}) = (E), esta ul
n
tima expressfo iguala kEO(E)xk yn-k, que € o resultado es
perado.

PROPOSIGAO 2.8.3 - Se #() = n, entio #(P(Q)) = 2".

Demonstracgao: Seja A = {A:a <0, #(A) = k}, k=0,1,...,n,

entdo, #(Ak) = (ﬁ) e teremos:

(1+1)™ = 27,

+#®@) = I wa) = T ()

2.9 - Aplicagoes

PROPOSIGAO 2.9.1 - O numero de pares inteiros (i,j) tais

que 1< i< j< n, é Ei%:ll

Demonstragéo: Tal ndimero é igual a #(02 n)‘ e portanto
’

(2) _ n! - n(n-LlA.

igual a = Z21(n-2)!
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PROPOSIGAO 2.9.2 - O numero de pares de inteiros (i, j)
tais que 1 < i< jsn € n(n+l).
- . 03 ’ . R
Demonstragao: O conjunto descrito € precisamente 02 n?
?

e portanto sua cardinalidade ¢& #(Cg n) =
9

_ n(n+l1)

-T2

PROPOSIGAO 2.9.3 - r ok =.2i;iil.
k=1

{(k,i):1 < i s k} e

Demonstracao: Seja AL

A

{(i,j):1 < i s j < n}.
n
Entdo os A sao disjuntos e kzl A = A.

Teremos, L k= I #(n) =#(Z a) =#(a) = n(n+l)

pela Proposigao 2.9.2.

PROPOSIGAO 2.9.4 - O nimero de aplicagbes £:I + I _+{0},

m
tais que I f(i) < n (resp. £ £(i)=
i=1 i=1
= n) & dado por:

(n+m)

n+m-1
n ) -

(resp. ( el

Demonstragao: Seja A(m,n) (resp. B(m,n)) o conjunto de

aplicagoes £:I -+ I +{0}, tais que

m m
Z f(i) s n (resp. I f(i) = n). Definamos
i=1 i=1

¢:A(m,n) - cR , da seguinte forma ¢(f)(i) = 1+ Z £(j),
‘m,n+ jsi
i=1,2,...,m. Claramente, ¢(f) & um elemento de
R . . . .
m, el Se f £ g, 3 um primeiro i, tal que f(lo) £
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# g(io) , e portanto:

e(£)(i,) = 1 + j§i° £(3) = 1+ jEiog(J) + £41 )4

A1+ JEio g(3) + g(io) = ¢(€)(io)'

(caso i, = l,j L g(j) serd tomado por O0). Portanto,
<io

¢ & 1-1 (injetiva, biunivoca). Agora, dada g € cR ,

m,n+1

definimos

g(i)-1, 1 = 1
£(i) =
g(i)-g(i-1), 1 <is n

m
Entdo, f£f(i) 2 O, para todo 1, .Zl £f(i) = (g(m)-1) < n,
1=

° + )-1 = g(i), i=1
6 (£)(1) = 1+ g(1 g(4i) 1

1+(g(l)-1)+j§__2g(j)-g(5-1) = g(i) i>1,

o que mostra que ¢ € também sObre. Em outras palavras,

’ . . - R
¢ & uma bijegao entre A(m,n) e m,n+l’ © portanto,
#(a(m,n)) = (MRH=h) o (miny

Para calcular #(B(m,n)), basta observar que a fun
géo 8:B(m,n) + A((m-1),n) definida por E(f) = £lI_,

para f € B(m,n) estabelece uma correspondéncia biunivo-

ca entre B(m,n) e A((m-1),n), e portanto:

#(B(m,n)) = (M7 |
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(*) DEFINIGAO 2.9.1 - Uma famflia A ,A,,...,A  ~de sub-
conjuntos de um conjunto {1 € cha-

mada um sistema de Sperner, se ¥i,j i#j Ay 4 Ad.

PROPOSIGAO 2.9.5 (Lema de Sperner) - Se #(0) =n e

[Ai}i=1,...,N é um sistema de Sperner,

).

- n
entdo N < ( a
[5]

Demonstragao: Consideremos o conjunto de cadeias maximais

em (1. Quer dizer, familias de conjuntos

(B

] tais que B. ¢ B

. . j=12...n-19
37 j=1,2,444yn J J+1’ PTrnREeTTe

#(Bj) = j. E fdcil ver que o numero de cadeias maximais

é n!. Se C € um conjunto ndo-vazio contido em Q, o nd
mero de cadeias maximais dos quais A ¢é membro, &
[#(4)]10n-#(a)]1 |
Outro fato fdcil de comprovar & que o valor minimo
assumido pela fungdo r!(n-r)! definida para r=0,l,.."ﬂ
é [g]l(n-[gﬂ)!, onde [x] 4dindica a parte inteira de x.
Entfo, dado Ay existirao [#(Ai)]![n-#(Ai)]! ca

deias maximais as quais Ai pertence, e portanto:

"N
n! 2 iil (#(Ai))!(n-#(Ai))! > N[gq!(n'[%])!

n
1
Isto €, N < n: =

(o)
(311(n-032)r (3]

»* a a ' ’,
( ) A Proposigao 2.9.,5 nao serd utilizada no futuro, nes=-
te livro. /
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Esta demonstragao curta e elegante do lema de

Sperner, & devida a Lubell [1].

2,10 - Férmula de Stirling

e
n! == J/21 u e no sentido que o quociente dos

dois membros converge a 1.
Vamos aproximar log(n!). E natural interpretar

log(n!) como a integral da funglo que vale log k entre
1 1 ’
2

k - = e k +

5 (ver figura 2.10.1).

sz

Figura 2.10.1

Chamemos L(x) a esta funglo escada e 4(x) =
+1/2

(u
/2

aproximar L(x) por 4(x) e estimar a diferenga.

= log(x). Temos que 1log(mn!) = L(x)dx. A iddia ¢

Para trabalhar com integrandos positivos poremos

k f k . k
a, = f' L(x)dx - } log x dx = J/ [log k-logx]dx=
k-1/2 k-1/2 k-1/2
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k
= f log(%)dx.

k-1/2
k+1/2 k+1/2 k+1/2
b, = f log x = [ L(x)dx = / [log x-log k]dx=
k k k
k#l/2
X

= /’ log(i)dx.

k

x
Definamos I(x) = J/ log y dy = x log X=-x .
b

Temos

n n+l/2 n+1/2
kEl a, =b, = f’ L(x)dx - log(x)dx .
1/2 1/2

Isto €

a,=-b. + a

1 1
1-by o=by teeet @ - [I(n+§)-1(n)] + 5 log n =

= log(n!) - [I(n+%) - I(%)]-

1 1
aj=b; +eoe+ a log(n!) - 5 log n + I(3) - I(m)

log(n!) + n - (n+%)log n + I(%)

E fdcil ver que
1/2 1 1/2
a, = [ log —— dy, b, .-..[ log(l-t%é)dy‘ .
0 1-(3) ()
Destas expressdes para a, e bk se deduz imediatamente

n -
que a, > bk > a,,1 © que a, - O. Isto pode ser "intui

do" pela figura.

Portanto, al-bl + az-b2 teeot A converge e temos
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hd 1 1
L (a, =b = lim [log(n!) + n-(n+z)lognl+ I(% isto &:
Iy (amy) = Lin [log(at) + ne(ne)tognls T(3)

1 s 1
lim [log(n!) + n-(n+3)log n] = I a, -b - I(3) = ¢
1in C1og( (aed)10g ] = E (ab) - 1) = ¢

que é a férmula de Stirling com e em lugar de 2.
O problema agora é avaliar ec. Isto vai ser feito

mais adiante. (Ver Teorema 8.2.2).

EXERCICIOS

1. Provar que a soma.dos u primeiros numeros impares &
2
n”.
2. Provar que a soma dos n primeiros numeros pares ¢&
n(n+1).

3. Seja 1 um conjunto finito contendo n elementos e

seja g(n) o ndmero de partigbes de conjuntos disjun-

tos de Q. (Isto & familias {A.}. tal que
n 11=l,o-o,k
A Ao e 151 A, = ).

n-1 n-1
a) D t = Z - k
) Demonstre que g(u) =0 ( k ) g(k)

(g(0) = 1 por definigdo).

-1
k

K%
o kI ¢

ne1s8

b) Demonstre que g(n) = e

4, Para n inteiro positivo =22
a) 1 - (?) + (g) ees =0
b) (%) + 2(3) + 3(2) +eers = n 2073

¢) (D -2(3) +3(35) -eeev =0

1
]
N
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a) 2(3) + 3.2(5) + 4.3()+eees = n(n-1)2""?
k
5.2) 2 QG +7 = () ()"

B) (@) - AN + AE2 + HEE ...

k-2
(-1 ) = o.

+

6. Para a 2 1 n < a, inteiros positivos

gb (-l)v(i) = (-l)n(a;l) (usar Proposigio 2.3.1)

v=
n v n+l : -

7. L (m) = (m+l) (usar Proposigdo 2.3.1)
v=m

8. a,b,{, inteiros positivos

b a, /b
(*7°) = = () (%)
z k+j=4 k713
O<k<a
0< jsb
(Ssugestio: (l+t)a(l+t)b = (l+t)a+b)
2 2 2 2
9. (5)° + (1) #eeens (2) = (3D
al a
10. Calcular o nimero de mondmios X7 e Xmm em m

indeterminadas de grau <n e igual a n.

11. Provar que
(0] i> 3

iyei=j
$(Ezd

éj (G (-1)I*e

(Sugestao: (i)(?)

12. (Este exercfcio requer a Proposigdo 2.9.5).
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DEFINIGAO - Sejam A, ,A,,...,A subconjuntos ndo vazios
de Q. A A ,.ee,A] sfdo chamados qualitati-

vamente independentes a pares (q.i.p.) se e sd se

A

A

Seja O = {1,2,...,2n}. Provar que o mimero mdximo de sub

conjuntos gq.i.p. é igual a % (i?) para n 2 2,

B, N Bj # ¢ para todo (i,j) d1#J e B = {

(Sugestédo: Se AjsAyyeeerAl sfo q.i.p. entdo
Al’A2’°"’As'Ai""’A§ € um sistema de Sperner, o que dd
uma desigualdade. Depois construir um sistema q.i.p. com
% (i?) elementos. (Tomar todos os subconjuntos com n ele
mentos que ndo cuntém o nimero 1 por exemplo)).

Mais exercicios sdbre problemas combinatdrios .po-

dem ser encontrados no excelente [2]. Ver também [3].
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CAPITULO 3

MODELOS PROBABILISTICOS

3.1 - Experimentos Determin{sticos e Aleatdrios

’

Diremos em geral que um experimento e determinfsti
co quando, repetido em condigaes semelhantes, conduz a re
sultados essencialmente idénticos. Os experimentos que,

repetidos sob as mesmas condigbes ddo resultados em geral
distintos serao chamados experimentos aleatdrios. A Teoria
das Probabilidades € o ramo da Matemdtica que cria, desen
volve e, em geral, investiga modelos que podem ser utili-
zados para estudar experimentos aleatdrios. E talvez con-
veniente, para manter o interésse no assunto e ajudar a

lembrar certos resultados, usar uma linguagem pitdrica

que provém de certos experimentos aleatdrios particulares.
Nds materemos ésse costume, mas o leitor deverd ter sempre
presente que tddas as afirmagb0es que faremos serao teore-
mas dentro do modélo e nio necessariamente descreverao e-
xatamente a situagao no mundo real. A seguir, relacionamos

’ s . 2’ 0] )
uma série de experimentos aleatdrios aos quais faremos re=-

feréncia mais ou menos constante nos capitulos seguintes.
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Jogue uma moeda e observe o resultado obtido.

Jogue um dado e observe o numero mostrado na face de

cima.

E3. Jogue uma moeda dez vézes e observe a seqlléncia de
caras e coroas obtida.

Eu. Jogue uma moeda dez vézes e observe o numero de ca-

ras obtido.

o

E5. Jogue uma moeda até obter primeira cara e observe
a seqliéncia obtida.
Eg. Jogue uma moeda até obter a décima cara e observe a

seqfiéncia obtida.

E7. Jorgue uma moeda até obter uma cara e gbserve o nime
ro de langamentos que foram necessdrios.
E8' De uma relagéo completa dos habitantes de uma cidade,

se escolhe um ao acaso e se registra a sua altura.
De uma substincia radioativa, se mede, com um conta=-
dor, o nimero de particulas emitidas em um minuto.
Elo' Usando um termdgrafo, se registra a temperatura am-
biente em graus centigrados, continuamente, por um

periodo de dez horas. Observa-se o grdfico obtido.

3.2 -~ O Espago Amostral

Dado um experimento, diremos que um conjunto ¢

um espago amostral para éste'e;perimento quando a cada
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possivel resultado do mesmo possamos associar um ponto do
conjunto (] de modo que a resultados distintos do experi
mento correspondam pontos distintos em (1. Decorre clara=-
mente desta definiglo que & possfivel ter vdrios espagos
amostrais para o mesmo experimento. E, porém, conveniente
tomar 1 o menor possivel., Trata-se, quanto possivel, de
escolher (1 de modo que haja uma correspondéncia biunfvg
ca entre éste conjunto e o conjunto dos resultados do
experimento.

Vamos agora descrever um espago amostral para cada
um dos experimentos em 3.1l. Qi serd o espago amostral

do experimento Ei'

0, = {H,T} . As vézes, usaremos também o conjunto {0,1}.
Q, = {1,2,3,4,5,6]

03 = {(xl,xz,...,xlo)|x1=0 oul i=1,2,...,10}

nh = {0,1,2,3,4..,10]

05 = {(xl,xz,...,xn)[xi=0 i:l,...,n-l x =1, n=1,2,...}
Qg = [(xl,xz,....xn)lxn=l, iilxi = 10 n=10,11,...}

07 = {1,2,3,¢04}

08={xIOsx53}

09 = {0,1,2,004}

0.0 = {f£|£:[0,10] % [-100,4x), f cont{nua)}

E claro que é perfeitamente razodvel usar, em lu-
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gar de 08’ Qg = {x:0,10 < x < 2,80] e, em lugar de 010’

Qio = {f:£:[0,10] 4+ [-100,+100], f continua e derivdvel}.

Bstes exemplos mostram claramente a arbitrariedade
da escolha do espago amostral. Este ¢ um problema que nao
nos afeta diretamente, em um curso de teoria de probabili
dades, mas é de grande importancia quando se usam modelos
probabilisticos para procurar dar solugBes a certas situa
gOes concretas.

Nesta obra, espagos como os descritos em 0 e

8

QlO ndo serao tratados, porque seu estudo requer o uso

de ferram: tas matemdticas mais avangadas. Todos os espa-

gos amostrais que estudaremos serao finitos ou enumerdveis.

Eventos - Dado um espago amostral ([}, todo subconjunto de
! serd chamado evento. Os subconjuntos que

possuam um dnico elemento serao chamados eventos-elementa-

Ires.
Nos seguintes exemplos, Ai é um evento de ﬂi.
A, = {1,3,5}, isto €, um ndmero fmpar ocorre.
10
A3 = {(;l,xz,...,xlo):iilxi 2 4}, isto &, mais de quatro
caras ocorrem.,
A9 = {0}, isto &, nenhuma partfcula foi emitida no in=-

tervalo considerado.

Como os eventos slo subconjuntos de , tddas as
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operag%es elementares com conjuntos se podem efetuar tam-

bém com eventos. E possivel descrever com mais colorido

as operagbes com eventos, do ponto de vista da teoria de
@

probabilidades. Por exemplo, diz-se que o evento lJ A,
i=1 1

ocorre se e sG se algum dos eventos Ai ocorre, que 0O e=-

c
vento A ocorre se A nao ocorre, etc. (1 € também

chamado o evento certo e ¢ o evento impossivel. Quando

. . . . -
dois eventos sao disjuntos diz-se também que sao mutuamen-

te exclusivos.

3.3 - Espagos de Probabilidades

Até o momento sé descrevemos alguns dos aspectos
que compdem um experimento. Nosso problema agora € o de
descrever um experimento aleatdrio matematicamente. Em
outras palavras, o que queremos € construir um modélo que
sirva para tratar experimentos aleatdrios. Consideremos
um experimento aleatdrio com espago amostral (1 e seja
A c 1. Se repetimos o experimento n vézes, seja F(A) o
nuimero de vézes que A ocorre e f(A) = F(A)/n sua fre-
qliéncia relativa. Esta freqliéncia relativa tem vdrias pPTro
priedades: 0 s f(A) s 1; se A =¢, £(A) = 0; se A = Q,
£f(A) = 1; se A, N A, =g, entho f(a;) + £(a,) = f(Al+A2L

0 que queremos agora € atribuir um numero a cada evento A,
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o qual avaliard qudo verossimil serd a ocorréncia de A
quando o experimento for reaiizado. Se também queremos
que nosso modélo tenha as caracteristicas que correspon-
dem &s freqliéncias relativas, € natutal exigir que o mime
ro que associamos a A, que vamos denotér com P(A) e
que chamaremos probabilidade de A, tenha as seguintes

propriedades:

(3.3.1) o= P(a) s 1; P(p) = 0 e P(D)

]
[

P(Al+A2) = P(Al) + P(A2) se A. e A

tuamente exclusivos.
Por razbes de conveniéncia matemdtica, vamos impor
uma condigdo mais restritiva 3 nossa definiglo de probabi

lidade.

DEFINIGAO 3.3.1 - P:P(Q) » [0,1] & uma probabilidade s

bre (0 se e sé se

i) P(Q) =1 e P(gp) =0
ii) se {Ai} é uma familia de conjuntos dis=-
i=l, ... o
juntos, P( Z_A,) = £ P(a,).
i=1 i 1

i i=1
DEFINIGAO 3.3.2 - Ao par (Q,P) se dd o nome de espago

de probabilidades.

PROPOSIGAO 3.3.1 - Se {A.} é uma familia fini-

14i=1,...,n

ta disjunta, entlo
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n n
P( Z A, = Z P(A. .
(Z a) = E »(a)

Ai se di=l,...,n
B.= )
1 )] se i > n
Entao
n ® @ n n
P( Z A, = P( £ B. =T P(B. = L P(B. = T P(A.
(E,A) = P(EB) =T P(B;) = I P(B;) = I P(a)

A Proposigao 3.3.1 nos diz que toda probabilidade
satisfaz as condigdes (3.3.1). Uma fungdo definida sobre

P(Q) que satisfaga (3.3.1) serda chamada uma probabilidade

finitamente aditiva. Existem probabilidades finitamente

aditivas que ndo _sio probabilidades. (Ver exercicio 2).
Vamos deduzir agora algumas conseqliéncias mais ou

menos imediatas da definigao de probabilidade.
PROPOSIGAO 3.3.2 - Se A c B entdao P(A) < P(B).

Demonstragdo: B = A + (B-A). Portanto P(B) = P(A)+P(B-A)

Como P(B-A) 2 O resulta que P(B) 2 P(A).
PROPOSIGAO 3.3.3 - P(A°) =1 - P(a).

Demonstraclo: Q = A + A®. Portanto 1 = P(Q) = P(A) +

+ P(A°) ou seja 1 - P(a) = P(a°).
PROPOSIGAO 3.3.4 - P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB).

Demonstracio: AUB = (A-B) + (B-A) + (ANB). Portanto
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P(AUB) = P(A-B) + P(B-A) + P(AanB) = P(A-B) + P(ANB) +

+ P(B-A) + P(anB) - P(anB) = P(Aa) + P(E) - P(anB).

PROPOSIGAO 3.3.5 - P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(c) -

- P(AnB) - P(anc) - P(BNC) + P(ANBNC).

Demonstracdo: P(AUBUC) = P(AUB) + P(c)- P[(AUB) n c] =

= P(A) + P(B) + P(C) - P(anB) -

- P[(anc) U (Bnc)] = p(a) + P(B) + P(c) - P(AanB) - P(ancC)-
- P(BNC) + P(anBNC).

Tédas as igualdades se obtém por aplicagéo da Pro-
posigdo 3.3.4 e de propriedade distributiva.

Esta proposigao tem uma generalizagéo que agora e-
nunciamos e cuja demonstragado veremos mais adiante. (Ver
Exemplo 6.2.4). (E possivel fazer uma demonstragio direta

por indugao).

n
PROPOSIGAO 3.3.6- - P( |J A.) =
i=1 *
n
= I (-1)k°? z P(A, N...n A, ) .
k=1 1€i<...<i,<n 11 1k

K

DEFINIQAO 3.3.3 - Uma probabilidade finitamente aditiva
diz-se continua por cima no vazio se e
sé se, para tdda sucessio decrescente de conjuntos

{A.}

@©
. tal que ﬂ A. = ¢ lim P(A, = 0,
ii=1,... 4 je1 1 ' (a5)

i

PROPOSIQAO 3.3.7 - Uma probabilidade finitamente aditiva
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€ continua por cima no vazio se e sé se € uma probabilida

de.

Demonstraclo: Seja P uma probabilidade finitamente adi-

tiva e continua por cima no vazio e

{a uma sucessao de conjuntos disjuntos.

i}izl,Z,...

P(EZ A,) = 1im {P( 2 A, ) + P( 2 A.)} =
i=1 1 N i=1 i=n+1 1
n
= 1lim P(A;) + lim P( I A,) = 11m ZP(g)
o 1—1 N i=zn+1 1
= z P A. .
;5 Play)

A primeira e segunda igualdades seguem de ser fini
tamente aditiva e propriedades de limites; a terceira, da
continuidade por cima no vazio; a Udltima por definigio.

’

Reciprocamente, se P & probabilidade e {A

il ¢

decrescente para o vazio, temos, para todo n 2 1,

A = (Al-Az) + (AZ-AB) Foooot (An_l - An)-+ A

n-1
donde P(Al) = iil P(Ai-Ai+1) + P(An).
Como P € probabilidade e a sucessfo {Ai} é de-
crescente para o vazio, .
n-1
ii: iEl P(A A1+l) 21 P(Al-Al+l) = P(1§1 A, -Ai+l))=

Portanto,
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n-1
P(A;) = lim iEl P(A;-A; 1) + lim P(A ) = P(A;)+1lim P(A_).
I+ N9 N

Isto é 1lim P(An) = 0.
hete 1-1)

3.4 - Construgdo de Probabilidades

Se (Q,P) & um espago de probabilidades e

0= {w,,wy,...}, temos, devido & Definigdo 3.3.1 ii) que

@
1= % P({w.,}). Se definimos p, = P({w.}), temos entao
i=1 i 1 i
que a sucessao {pi}i 1.2 satisfaz as seguintes pro-
SlyKgeee
priedades:
o
p; 2 0, i=1,2,... e I p; =1 (3.4.2)
i=1
A sucessao {pi}. 1 determina P porque
1=Lljyeee
@ -]
P(a) = iEl IA(wi)P({wi}) = iEl IA(nfi)pi e, portanto, se

P £Z P!, as correspondentes sucessbes [pi} e {pi} sfo
distintas. A pergunta natural agora é se, dada uma su-
cessdo que satisfaga (3.4.1), 3 uma probabilidade P

tal que P({wi]) = p;» i=1,2,... . A resposta é afirmati

va e estd contida na seguinte proposigao.

PROPOSIGAO 3.4.1 - Existe uma uUnica probabilidade P tal
que P({w;}) = p;, i=1,2,...

Demonstragdo: Tal probabilidade, caso existe, & udnica,

pelo visto acima e deve ser tal que
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P(A) = iil IA(wi)pi.

Definamos P entao por esta fdrmula e verifique-
mos que € uma probabilidade. Isto claramente demonstrard
a proposig&o.

Obviamente, 0 < P(A) s 1, P(R) =1, P(gp) =0 e
P ¢€ finitamente aditiva.

Seja agora {Ai} uma sucessio de conjuntos

i=l,o-0
decrescente para o vazio. Se #(Al) € finito, € fdcil

ver que existe um io tal que, se i 2 io' A. = ¢ e

i
portanto P(Ai) =0 para i2 i e lim P(Ai) = 0., Se
ido

#(Al) ndo € finito, seja Al = {wil,w yees} o Dado

i
2
@
e >0, como I p;j converge a P(Al), determinemos k
j=1 ©
de tal maneira que _Ek pij < e. Como a sucessao
J=
{A.} € decrescente para o vazio existe i tal
174=1,... o

que se iz i, A, ¢ {mi yees)} € portanto

Qr .
k' ik+l
@
P(Ai) < jik Py ; < e para i2 i, Isto &,
lim P(Ai) = 0 e, portanto, pela Proposigio 3.3.7, P &
idow
uma probabilidade.

Este teorema nos vai permitir simplificar a apresen
tag&o de espagos de probabilidades concretos. Sempre que
necessitemos introduzir um espago (Q,?), indicaremos sim
Plesmente qual é (! e logo daremos uma sucessio

{pn]n=l,2,... de nudmeros tais que P, 2 0, n=1,2,... e



-36-

@

Zl p, = 1. As probabilidades a que nos referiremos en-
n=

tao serdao as que correspondam A& probabilidade P intro-
duzida no teorema anterior.

Se {xl,xz,...} € um conjunto de niumeros reais e
{p_} é uma sucessfo que satisfaz (3.4.1), podemos de-

N n=1,...

finir, para todo conjunto A de numeros reais,
(oo}

pa) = ;E)

familia de todos os subconjuntos da reta real. As proba-

IA(xi)pi e isto é uma probabilidade soObre a

bilidades construfidas desta maneira serfo chamadas distri-
buigbes.

Da infinita quantidade de probabilidades que se po
de associar a um espago amostral (1 & importante estudar,
em particular, aquelas escolhas que dém lugar a espagos
de probabilidades que possam servir como modélo para expe
rimentos aleatdrios concretos. A escolha de P nestes
casos se faz fundamentalmente de duas maneiras: por consi
deragdes de simetria ou baseando-se nas freqiiéncias rela=-
tivas obtidas a partir de larga sdérie de repetigbes do ex
perimeﬁto. Para ilustrar esta situagio, consideremos o es
pago amostral 01. Por consideragbes de simetria & natural
tomar P({H}) = P; = P, = P({T}) = %u Este seria o espa-
g¢o de probabilidades correspondente a uma moeda equilibra
da. Se, efetuada uma longa série de langamentos de uma

moeda, a freqiiéncia relativa de caras fora de O,l4, o .espa
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go das probabilidades anterior nlo serviria para descre-
ver o comportamento desta moeda. Um espago de probabilida
des mais adequado seria o que se obt ‘m tomando r, = ol e
P, = 0.6. Em geral, se O < p< 1, se constrdi um espago
de probabilidades fixando P, =P e p, = l-p. Esta fa-
milia de espagos descreveria o comportamento de tddas as
moedas possiveis, de massa bem ou mal distribuida.

Para o experimento Ez, uma escolha natural de P
seria pl = p2 = cee = p6 = é + Como no caso anterior,
uma éscolha diferente desta corresponderia ao caso de um

dado viciado. Para E9, uma probabilidade que tem impor-
-A,n
tantes aplicagbes se obtém fixando P, = E—E§—~, A > 0,

n=20,1,... o«

>

® -lxn A ® n
E claro que p_ >0 e I 3——T— =e ' Z — =
n n=0 n: n=0 n:
-A A o

=e e =e =1 e em virtude da Proposiglo 3.3.7 esta

sucessdo determina entlo uma probabilidade Py sdbre 0.

9

Observe-se que para cada valor de A > O temos uma proba-

bilidade diferente sobre 09 y €, por isto, a notagao PX'

Esta probabilidade € chamada de Poisson. (Alguns valores

de P, est@o contidos na Tabela 2).

Seja agora (1 = {wl,...,wn}. Entre tddas as proba-
bilidades que € possivel definir sobre P(Q) hd uma que

merece particular atengao. Esta probabilidade € a determi
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minada fixando P({wi}) =p, = %—, i=1l,2,...,n. Se A €,

n n
P(a) = iEl Tplog)py = % 121 Tploy) =-££él =_%%%§ )

Quer dizer, a probabilidade de um conjunto A & o
ndmero de elementos de A sobre o total de elementos em
Q. Esta expressio € também descrita dizendo que a probabi
lidade € o cociente do "numero de casos favordveis dividi
do pelo numero de casos possiveis". E para éste particular
espago de probabilidades principalmente que desenvolvemos
as técnicas do Capitulo 2.

Em seguida vamos apresentar vdrios exemplos que

ilustram o uso das técnicas do Capitulo 2.

EXEMPLO 3.4.1 - Consideremos uma urna contendo n bolas

das quais n; 2 1 sdo brancas e n, 2 1

sdo pretas e n = ni+n,. Escolhe-se, ao acaso, uma amos-

tra de r, 1< r< n e se quer saber qual € a probabili-
dade de que exatamente k das bolas na nossa amostra se-
jam brancas. Suponhamos ‘que as bolas tenham sido numera-

das de 1 a n de tal forma que as n, primeiras sao bran

cas e as n, dltimas séo pretas. Como a cada amostra pode

mos fazer corresponder uma fungldo estritamente crescente

de Ir em In é natural tomar como espago amostral

C; n © como probabilidade a que faz todos os eventos dég
’

te conjunto igualmente provdveis. Temos entao que calcular
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- -1

’ ' -
o nimero de fungdes f € Cr,n tal que #(f (Inl)) = k.
Denotemos com A éste conjunto de fungbes. Antes de e-
fetuar o cdlculo de #(Ak), vamos determinar os possiveis
valores de k. Hd quatro casos possiveis dependendo. da re

lagho r com n, e n

1 2
r Snl ’ r < n2 O< k< r
r Snl r > n, r-n2 < k< r
T >nl rs n2 0< k < n1
r >nl r > n2 r-n2 S k £ n1

E fdcil ver que &stes 4 casos podem ser combinados

na fdrmula

(r-n2)V0~= (r-n2)+ < k< rAn, .

Existe claramente uma correspondéncia biunivoca P

entre Cr-k,n2

e o conjunto de tddas as aplicagdes estri
tamente crescentes de {k+l,...,r} em {nl+l,...,n}.

A aplicagdo fr——(fIIk,v(f[ })) estabelece uma
T

{k+1,...,

correspondéncia biunivoca entre A, e Cf X

k,nl €

1
Cr-k,n2
portanto

Ba) = GH2) e
(G G

) = =&

E importante observar que teria sido perfeitamente
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natural tomar como espago amostral Ar « Neste caso, se
’

Aﬁ denota o conjunto das fungodes de Ar n tal que
’

#(f-l(lnl)) = k resulta que

4(AL) (;){nl(nl-l)...(nl-k+1)}{n2(n2-l)...(n2-r+k+l)}

© (;){nl(nl-l)...(nl-k+l)}{nz(nz-l)...(nz-r+k+l)}

Pt (a})

n(n-1)...(n-r+1)

E fdcil ver que P(Ak) = P'(Aﬁ).

Os numeros Py = P(Ak)’ (r-nZ)VO < k £ rAn deter

1

minam uma distribuiglo que € chamada distribuicfio hiper-

’ .
geometrica.

EXEMPLO 3.4.2 - Suponhamos que, de n objetos escohemos
r ao acaso, com reposigao. Qual é a pro-
babilidade de que nenhum objeto seja escolhido mais de

uma vez?

I
Como espago amostral tomemos Inr. Q conjunto cuja
probabilidade queremos calcular € Ar n @ portanto, a
b}

probabilidade procurada &

#(AI‘ n) n\n- ee o \NN=T+ I=-
( I;) = _n( l)nr (n-r+1) _ 1(1-i)(1-i)...(1 - L«Hil).
#(L ")

Uma cota superior para esta probabilidade se obtém

facilmente usando a desigualdade 1-x < e”™™ . Resulta en-

tao:
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_. _l r£1i _gr—l)r

r=1 n ; 2n
< T_]- e = e i=1 = e .
i=1

Bk

P(Ar'n)

Uma aplicagﬁo interessante déste resultado é a se-
guinte. Suponhamos que o aniversdrio de uma pessoa pode
cair com igual probabilidade em qualquer um dos 365 dias
do ano. Se r ©pessoas sao escolhidas ao acaso a probabi-
lidade de que todos fagam anos em dias diferegtes € dada

-{r-1)r

pela fdrmula anterior. A cota superior e dd in-
teressantes resulfados. Por exemplo, para r 2 23 e jd
menos que %u
EXEMPLO 3.4.3 - Uma urna contém n bolinhas numeradas de

1 a n. As bolinhas sf@o escolhidas uma a
uma, ao acaso, até esvaziar a urna. Sé a bolinha r apa-
rece na r-ésima extragdo, diz-se que ocorre um reencontro.
Calcular a probabilidade de que ocorre pelo menos um reen
contro.

Seja Ai’ i=1,2,...,n o0 evento que ocorre se e sé

se ocorre um reencontro na i-ésima extragdo. Temos que

n
calcular P( | Ai)' Pela Proposigdo 3.3.6 temos que
i=1

P(U 4) = 5 (<02 z P(a,

lSll<iz...<ik§n

n...n Aik) .

_ (n-x)1 .
Agora P(Ail Neoe Aik) = 07/~ e entdo
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-k)! 1
by p(a, N...na, ) = (%) (o -
1<4,<...<i,<n 11 i k n! k!

e portanto

n n n k
k-1 1 f-l}
P A,) = & (-1 = = 1= Z .
(igl 1) k=l( ) k! k=0 k!

Observe- que o limite do membro direito & l-e-l

que & boa aproximagao inclusive para n pequeno (nz23).

EXEMPLO 3.4.4 - Suponhamos que se joga uma moeda n vézes.
Como espago amostral, tomamos {0,1} .
P & definida como de costume. A probabilidade da sucessio

(0y...,0,1) (obter a primeira cara no tempo n) & portan

to

P

Se se define P, =

1
-
o1
mar (1 e a probabilidade induzida pela sucesséao {pn}

7

como espago de probabilidades para descrever o experimen-
@

to E,. Temos sdmente que verificar que E p_ = 1l. Mas,
7 n=1 2

n=1,2,..., € natural to-

1
__2

1 1.1 =1
2

'EM 8
-

’ : g . - l
(série geométrica de razio -E—).
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3.5 - Faldcias em Problemas Combinatdrios

Hd dois tipos de erros comuns na resolugéo de pro=-
blemas combinatdrios. O primeiro consiste em calcular a
probabilidade de eventos em um espago de probabilidades
que nao € o eleito ao comegar o problema., Um exemplo sim-

plies € o seguinte.

EXEMPLO 1 < De um baralho, trés cartas sao retiradas ao
acaso. Calcular a probabilidade de nao obter

ases.

Solucgio proposta: O ndmero total de possibilidades (%?).
Agora, de que a primeira carta nao seja
um ds hd 48 possibilidades; 47 da segunda; 46 da terceira.

A probabilidade desejada €

48.47.46
C)
EEEQ} Os casos favordveis foram calculados em A3’52 e
ndo em 03’52 como deveriam jd que é€ste € o espa-

Go de amostras escolhido. E fdcil ver que a solugido cor-

reta €
48 52

O segundo tipo de érro nio é de natureza matemdti-

ca e consiste na escolha de um espago de amostras que nao
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€ o que corresponde ao problema real. O seguinte € um e-

xemplo dessa situagio.

EXEMPLO 2 - De um baralho, trés cartas sfo escolhidas com
reposigao. Qual € a probabilidade de que essas
cartas sejam, em alguma ordem, o ds de espadas, o 10 de

espadas e o d4s de copas.

-
Solugao proposta: O numero de amostras nao ordenadas com

reposigao € (52;3_1) e portanto a pro
babilidade dessa amostra particular & l/(%?) =
Erro - O espago amostral eleito Cé 52 ndo €& adequado,
’

no sentido que, se o experimento € repetido um
grande numero de vézes, as freqiiéncias relativas vao dife
rir consistentemente das probabilidades dadas pelo modélo.

1
A resposta correta €& —2;3—.

52

EXERCICIOS

1. a) Provar que para t0da sucessfo de conjuntos

{a ]

n n=l,2,...

P(limninf An)slimninf P(An)slimnsupP(An)sP(limnsup An)

b) Provar que se lim A existe, entdo
n

P(lim An) = lim P(An) .
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2, Seja 0 = {x: 0s x< 1, x racional}. Se [a,b) & um
intervalo racional contido em (1 definimos P([a,b)):
= b-a. (O comprimento do intervalo). Usando técnicas fora
do alcance déste curso € possivél provar que P pode ser
extendida a P(Q). E dizer, existe P:P() » [0,1] tal
que P ¢€ uma probabilidade finitamente aditiva e
P(la,b)) = b-a. Prove que essa probabilidade finitamente

aditiva nao & uma probabilidade.

© ©
3. Provar que P(éﬁl Ai) < iEl P(Ai).

L. Uma "hat check girl" recebeu n chapéus, mas éstes fi
caram. totalmente misturados. Decidiu entfo, devolvé-
-los a ésmo. Calcular a probabilidade de que nenhum homem
recebeu o seu. (E interessante tratar de adivinhar o com-
portamento dessa probabilidade quando n € grande antes
de efetuar o cdlculo. Depois de efetuado observe que o re
sultado € prdticamente independente de n, para n = 4 a

variagao e menor que 0,01).

5. (Futebol). Para a Copa do Mundo 16 times sfo divididos
em quatro grupos de 4 times cada um. Calcular a proba-
bilidade de que dois times determinados A e B se en-

contrem no mesmo grupo. (Na realidade a escolha nio & a

ésmo).
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6. No exemplo 3.4.4 calcular a probabilidade de que
a) O ndimero de jogadas seja =24

b) 0 ndimero de jogadas seja um numero par.

7. Um ndmero com 3 digitos & escohido a ésmo (desde 000 a
999). Calcular
a) A probabilidade de que a soma dos digitos seja =29.

b) A probabilidade de que exatamente um digito seja >7.

8. Uma caixa contém 20 pegas é&m boas condigdes e 15 em mds
condigdes. Uma amostra de 10 pegas é extraida. Calcular
a probabilidade de que ao menos uma pega na amostra seja

defeituosa.

9. Se {p.} sao probabilidades sdbre 1 e
1 i=l,...,n n
{a.] sfio numeros tais que a, 2 0 e I a. =
1°i=1,...,n i i=1 1
n
= 1, entdo I Q e também uma probabilidade sdbre .

P
i=1 1 1

10, Uma loteria tem n nudmeros e sé um prémio. Um jogador
compara n bilhetes em uma jogada. Outro jogador com

pra sd um bilhete em n jogos diferentes. (E dizer ambos

jogadores apostam a mesma quantidade). Qual é o jogador

que tem a maior probabilidade de ganhar o prémio?
- 1\m 1,m=1 1
Sugestdo: (1 -§F) > (1 -5 -5 )

@
11. Se n§1 P(An) < » entdo P(limn sup An) =0 .
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12, Seja (Q,P) um espago de probabilidades tal que
P({wi}) =p;, >0 i=1,2,... .
Definamos para A < e B g Q
d(A,B) = P(A A B)
a) Provar que (P(Q),d) & um espdgo métrico.
b) Provar que as fungdes (A,B) » AUB, (A,B) -+ ANB,
e A+ P(A) sfo uniformemente continuas.

c) Provar que (P(R),d) € totalmente limitado.

n
13. Provar que as sucessoes P, ='%H_ 0< g<1, p-=1=-q
AR
c = 1og(%) e p! =-_fL_'—T-' n=12,... definem

n
probabilidades sdébre 0 = {1,2,...}. (A primeira destas

é ‘chamada distribuigdo logaritmica).
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CAPITULO 4

INDEPENDENCIA

4,1 - Probabilidade Condicional

Consideremos o experimento que consiste em atirar
um dado equilibrado. Seja 0 = {1,2,...,6} e P, = P, =

= «u. = P = %—. Sejam A = {2,4,6} e B = {1,2,3}. Temos

1 g . .

P(B) =5 . Esta & nossa probabilidade de B a priori,

quer dizer, antes que o experimento se realize. Suponha-

mos que, uma vez realizado o experimento, alguém nos infor
’ e . ’

me que o resultado do mesmo € um numero par, isto e, que

A ocorreu. Nossa opinido sdbre a ocorréncia de B se mo

difica com esta informagdo jd que, se A ocorrer, sd se

o resultado do experimento for 2 poderd ter ocorrido tam-

bém B; quer dizer, a probabilidade de B a posteriori,

ou como nos vamos referir a ela doravante, a probabilida-

2t) L
A) T3¢

#({2}) _ p({2}) _ p(anB
Observe que £ (A _-—%%Zjl-—-—%rxyl .

Introduzimos agora a seguinte:

’

de condional de B dado A e

FH= |4

DEFINIGAO 4.1.1 - A probabilidade condicional de B dado
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P{ANB
P(A

ro estd definido sSé para o caso em que P(A) > 0. Simbbli
camente, P(B/A) =ﬂp§%§l se P(A) >0 (4.1.1).

Esta fdérmula também se escreve usualmente da seguin

A, que denotaremos P(B/A), € o mimero . Este mime

te maneira:
P(AanB) = P(A)P(B/A) (4.1.2)
Se P(B) > O também temos:
P(anB) = P(B)P(A/B) .

Fixado A, P(B/A) se comporte como uma nova pro-
babilidade sdbre P(Q). Mais precisamente, temos a seguin
te:

PROPOSIGAO 4.1.1 - Se P(A) > 0 enthéo
i) P(®/A) =0 e P(Q/A) =1
ii) se {B

i}i 1.2 € uma famflia disjunta, entéo
=1 9K g0

P(iil Bi/A) = iil P(Bi/A) .

Demonstragao: ver exercicio 9,

4.2 - Teorema de Bayes

Seja ({A.} uma fam{lia finita de con-
1 i=l’2’0.0'n n
juntos disjuntos que cobrem um conjunto B (B c Z

i=1 Ai)
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e tal que P(4;) >0, i=.,2,...,a, e P(B) > 0. A situa-

¢do é indicada na figura 4.2.1.

a7

Figura 4.2.1

Agora P(B) = igl P(AiﬂB) = igl P(Ai)P(B/Ai) Gt.2.1).

A primeira igualdade decorre de B < igl Ai e de
que os Ai sdo disjuntos; a segunda igualdade ¢ consg-
qiiéncia da equagdo (4.1.2).

A fdérmula (4.2.1) é chamada, as vézes, Teorema da
Probabilidade Total.

Temos aqui uma expressao de P(B) em fungédo das
probabilidades dos conjuntos que cobrem B e das probabi-

lidades condicionais de B dado cada um déles. O seguinte

teorema & conseqfiéncia imediata desta fdrmula.

TEOREMA 4.2.1 (Bayes):

P(a,/B) = P(A;)P(B/A;) L
; ng P(AJ)P(B/AJ) 12y000y ]
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-
Demonstracgao:

P(AiﬂB) P(Ai) P(B/Ai)
P(4;/B) = 5@y = P(B) .

Esta dltima igualdade segue do uso da identidade
(4.1.2). O teorema se obtém agora substituindo P(B) pe-

la sua expressio na fdérmula (4.2.1).

4.3 - Independéncia

Sejam (Q,P) um espago de probabilidades e A e
B dois eventos. Hd situaé&es nas quais a ocqrréncia de A
claramente nfo modifica nossa opinilio sébre B. Formalmen
te, escreverfiamos P(B/A) = P(B) P(a) > 0
e dirf;mos que A e B sao ihdependentes. Para evitar a
restrigao P(A) > O, escrevemos a igualdade anterior na

forma

P(anB) = P{(A).P(B)
e damos entado a seguinte

DEFINIQKO 4.3.1 - Dois eventos A e B s@o independentes

se e sé se P(anNB) = P(A)P(B).

Em geral, para uma familia {A;] r qualquer, definimos
a

DEFINIGAO 4.3.2 - Dizemos que a familia [Aa} er € uma
al

familia de eventos independentes quando
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oA ) = 1%’ P(Aa )

Vn,v@ e ,oco,a €T - P(A
1’72 n oy n i=1 i

Note~se que para provar que dois eventos s&o inde=-
pendentes sd temos que verificar uma identidade. Para Pro
var que trés eventos sdo independentes hd que verificar 4
identidades. Em geral, para provar a independéncia de n
eventos, hd que verificar 2%-n-1 identidades. 0 e ®

séo independentes de qualquer evento.

O leitor deve convencer-se por sua conta que cer-
tos eventos que sdo intuitivamente independentes o sfo
também de acordo com a nossa definigio. Por exemplo, os
resultados obtidos nas primeira e segunda jogadas de um
dado arremessado duas vézes, etc.

Vamos deduzir agora algumas conseqiliéncias da defi-

nigdo de independéncia.

LEMA 4.3.1 - Se {Al,AZ,...,Ar} sio independentes entfo

T r
P( r}Bi) = T7 P(Bi) onde B. & igual a
i=1 i=1 *

c
Ai ou a Ai'

Demonstracgio: Por indugdo no numero de conjunto que troca

mos de A. para A? .
i i

Para n=1, suponhamos Bl = A; e B, = Ai para

i> 1,

Temos
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[o]
p(Al Az...An) + P(AlAz...An) = P(A ...An)

284

Isto &

n
P(Al AjeeiA ) + TT P(Ai) =TT P(Ai)
i=1 i=2

n

Ayerea ) = TT P(a;)[1-P(a,)]= ;%; P(Ai)P(Ai)

=

[¢]
P(A]

que € o resultado para n=1.

Suponhamos que o resultado & verdadeiro para qual-
quer familia de conjuntos independentes na qual se tenham
efetuado exatamente n trocas. Consideremos uma famflia

em que se efetuam n+l +trocas. Suponhamos sem perda de

generalidade que

n+l < i s r

c c
Bl = Ay e e Bn+1 = An+1 Bi = Ai’
1

(7% AS .fﬂ 2Ai) + p(j%lAz na N r1 Ay )=P( ﬂ A$n FIAQ

i= D+ j=ns+2

[

Este dltimo t&rmo & igual, por indugdo, a
n r
— c
i P(Ai) T P(Ai)

i=1 i=n+2

e temos

i=n+2

r n r
P(inBi) = T P(a)a-R(ag, )] T P(a;) = TT2(3y)

que é o resultado desejado.

Este lema dd imediatamente a seguinte:
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PROPOSIGAO 4.3.1 - Se {Al,...,An} sdo independentes,

entao {Bl,...,Br} também sao indepen-
dentes, onde r < n e B, € igual a Ay ou Ag para
todo 1< i< r.

PROPOSIGAO 4.3.2 - Se [Al,...,An} sdo independentes,

-
entad

-z
P( U Aj) 2 1-e i=1 P(Al)

Demonstracio:
n n . n o n

P(UA;) = 1-P( N AJ) = 1-TT P(A]) = 1-TT [1-P(a,)] .
i=1 i=1 i=1 i=1

A segunda igualdade segue da proposigéo 4.3.1.

Usando a desigualdade 1l-=x < o™X temos agora

n  -p(a,) =55y Play)
P(UA)zl-TTe = l=e

i=1 i=1

que € o resultado.

PROPOSIGAO 4.3.3 (Lema de Borel=- Cantelll) - Se [Al]i 1,2
'“'

é uma sucessao de eventos independentes,
@
entdo, se i£1 P(Ai) = 4o, P(limn sup An)

Demonstracfo:

1]

@ @
P(lim sup A_) = P( (] |J A,;) = lim P(LJ A;)
n=1 i=n -~ n -n
n+p % P(A )
= llm lim P( |J A, ) 2 lim lim [1 - e i=n ] = 1.
P i=n n P
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L.,4 - Modelos Produto

Ocorre muito frequentemente que certos experimentos
aleatdrios resultam da combinagido de vdrios experimentos
distintos. Por exemplo, o experimento que consistem em a-
tirar 3 moedas simultidneamente pode ser pensado como o re
sultado de efetuar 3 experimentos em cada um dos quais so
uma moeda € usada. O extrair de uma urna contendo mais de
duas bolinhas duas delas simultdneamente pode ser pensado
como a execugdo de dois experimentos sucessivos consisten
tes cada um déles na extragio de uma sd bolinha. O proble
ma de combinar experimentos aleatdrios simples para obter
outros mais complicados vai ser analisado neste capftulo.

Vamos comegar pelo importante caso de

Experimentos produto. Para evitar repetigOes vamos descre

ver o problema em toda generalidade
ainda que seja aconselhdvel que o leitor pense em algum
caso concreto como o de n repetigbes do experimento con
sistente em jogar uma moeda por exemplo.
Se jam El’EZ"°"En n experimentos com seus cor-
respondentes espagos de probabilidade (ﬂl,Pl),...,(Qn,Pn)
onde Q. = {wil,miz,...}.

Definamos

pij - Pi({mij}) i=1,2,...,n J=1,2,...



E claro que 0] e Z p =1 .

pij = j=1 ij

E natural tomar como espago amostral para o experi
n
mento composto o conjunto {1 = a, .
: i=1 %

Seja A,. = le02 XoooX Oi

iJ x...x

-1 i+l

X
{wij} X 0
Quer dizer, Aij 6 o evento que ocorre se e sd se

o experimento i-ésimo dd como resultado wij' 0 que quere-

mos agora € definir P sobre P() de tal maneira que

os eventos Aij-’ i=l,...,n resultem independentes.
1
Isto € equivalente a

P(JD Aigy) = ;D- P(Aiji)

Mas
n
A.. = w, . o N s e N
ng 1Ji ( 131) 2J2, ,mn )
P(A, . deveria ser i al a « Ou seja
e P(agy.) igu Py, sej

Plw, . ,w,. DY ] = s
( 1\]]_’ 2.]2’ 9 njn i=l Ji

Esta equagdo define P para todo elemento de (1.
Hd que verificar agora que P & uma probabilidade,

para o que, pela Proposigao 3.4.1, basta ver Que

n
z

TT pss: =1
A — i *
31132)'0-rjn i=1 i

Procedemos por indugio. Para n=1, a igualdade € trivial.
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Agora, n+l

T pis. =
z i=1 Pijs =

J1’32"""]n n+1l

z 'rfpl ( ¢ P . ) =
- . Ji . 1
Jlfazi"‘!\] — * Jn+l=1 (n+ )J(n+l)

jl’jZ""'jn i=1

A segunda igualdade segue do fato que Pn+l € uma
probabilidade e a dltima, da hipdtese indutiva. Resumindo,

temos a seguinte

PROPOSIGCAO 4.4.1 - Existe uma unica probabilidade sdébre
P(Q) que converte os eventos Ajj

i
i=zl,...,n em eventos independentes. Esta probabilidade ¢

dada pela fdrmula

P( )=T'l'p:l .

w N w . ce ey .

1j1' 232" "nj, i=1
Como exemplo, tomemos o caso em que
Q. =0 =...=Qn={0,l]

i & entao igual a

lo,l} XeooX {O,ll = {Ovl]In

quer dizer, (1 consiste de tédas as sucessOes de zeros e
uns de comprimento n. Se (é veeer€ ) & uma dessas su-

cessbes, P((el,ez,...,e )) = TT By onde



-58-

pi se e, 1
Bi =

I
@]

1--pi se ?i =

Se tddas as probabilidades p;» i=1,...,n, sédo

iguais (isto é, se p = P, = Py = o0 = pn), resulta que

n
€. n-y e,

1
1 i=1
(1-p) *

n g

P((elseZ'--'ven)) = Pi

n

Note que 'El e; ¢ igual ao nuimero de uns (caras)
n i=

e n-ZI e, & igual ao mimero de zeros (coroas).
i=1
E comum em muitas aplicagBes calcular probabilida-~
des de eventos sem precisar qual é o espago de probabili-
dades com que se estd trabalhando. A existéncia de tal es

pago € muitas vézes garantida pela Proposigdo L4.k4.l. Ve ja

. -
mos uma dessas aplicagoes.

EXEMPLO 4.,4,1 - A probabilidade de fechamento de cada relé

do circuito apresentado na figura 4.4.1 &
igual a p, O < p < 1. Se tdodas ao relds funcionam inde-
pendentemente, qual € a probabilidade de que haja corren=-

te circulando entre os terminais C e B,

Figura 4.4.1

2

(o] » 4// // \\\; B
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Podemos representar o estado de cada relé com o conjunto
I
{0,1} (0: aberto, 1: fechado). Portanto 0 = {0,1} 5 ge-
ria o espago amostral déste experimento e, como se supoe
que ao relds funcionam independentemente
5
L ei S-iélei
P((el,ez,...,es)) = pi=1 (1-p) =
Isto é uma probabili ade, pela Proposigido 4.4.1.
Seja A, = {(el,.. ,65):ei =1}, i=1,2,...,5 e se
Jja Ai o evento que ocorre se e s§ se hd corrente entre

0os terminais C e B. Entao

A

(AlAz) U (AuAs) u (A2A3)

P(A)

P(AlAz) + P(AuA5) + P(A2A3) - P(AlAzAuAs) -

P(a

1A2A3) - P(AéABAhAS) + P(AlAzABAuA5) =
3. 4 5

2 2 2 4 2 L
P +p +p =-p -p"-p +p~ = 3p =~ 2p = p3 + p5

Para éste experimento, descrevemos formalmente o
espago de probabilidades subjacente. Nao vamos seguir és-
te procedimento fielmente no futuro, devido a seu cardter
rotineiro; mas se aconselha o leitor a repeti-lo até fami

liarizar-se com o mesmo.
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4.5 - Independéncia a Pares e Independencia

DEFINIGAO 4.5.1 - Sejam (Q,P) um espago amostral e
Al’AZ""’An n subconjuntos de fl,.
Dizemos que Al’A2"'°’An sao independentes a pares se e

sé se ¥i eVje {1,...,n}, i#j, P(AiﬂAj) = P(Ai)P(Aj).

A seguir vamos dar um exemplo em que 3 eventos sao
independentes a pares mas nao sao independentes.

Seja (1 o espago amostral apresentado na Figura
4.5.1, possuindo 4 pontos e P a probabilidade que asso-

cia a cada ponto o valor %.

3.0 L~ -wl‘_l

Figura 4.5.1

]

Sejam Cc = {wl’w3} ’ F {wsku_} e D = {_m-"zle.}

trés eventos, correspondentes & primeira coluna, & segun-

da fita € a diagonal, respectivamente. Resulta que

P(c) = P(Fr) = P(D)

P(cF) = P(cp) = P(FD)

1
({w:’]) ""h—
e portanto éstes trés eventos sfo independentes a pares.

Mas P(CFD) = P({w3}) = %»# (%93 e consegifientemen-

te nado sio independentes.
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0 que se passa € que dois déles jd determinam o re

sultado do experimento.

4.6 - Lrvores

Na segdo 4.4 consideramos uma sucessio de experi-
mentos na qual cada um era realizado sem ter em conta os
resultados anteriores. E fdcil imaginar uma sucessao de
experimentos na qual as possibilidades de um experimento
dependem dos resultados de experimentos anteriormente rea
lizados. Vamos descrever a situagio em geral., Sejam

{T.}. e {s.] duas familias de

174i=0 ,..eyn 1°i=0,1,¢e¢4,n=-1

conjuntos nao vazios tais que Ti n Si $, i=0,.¢.,n=1.

Sejam Qi = Ti + Si' i=0yeeee,yn=1 e Qn = Tn. Sejam yu
uma probabilidade s&bre Q, e, para todo k=l,...,n-1 e

(io""’iﬂ-l) € S X S; X...X S uma pro-

’ P, .
k-1 1o't.lk_l

babilidade sdébre 0

k.
Tn-l\
T =
1 n
=ﬂn
R
Sn—l {
11
i 4 ) Iy e 4 ‘e
o 1 2 3 L n-1 n

Figura 4.6.1
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O experimento se realiza da seguinte forma (ver fi

gura L4.6.1).

l. Escolhe-se um ponto ao acaso em ﬂo, usando M, Seja

. -~
10 esse ponto.

2. Se i € T, o experimento termina. Se i, € S, se es
colhe um ponto em Ql’ usando p;, + Seja il o ponto
o
agora escolhido.
3. Se il € Tl’ 0 experimento termina. Se il € Sl’ se
escolhe um ponto i, em 02, usando pioil.
n+l. Se 1n-l € Tn-l' o experimento termina. Se i1 €

€ Sn-l’ se escolhe um ponto em ﬂn = Tn’ usando

P

ion . 'in_l
O problema & agora construir um espago de probabi-
lidades para &ste experimento composto. E natural tomar

como espago amostral o conjunto de trajetdrias possiveis,

isto €, o conjunto

= To+(s°le) + (sz51XTz) Fooot (soxslx...xsn_len)

(motivado pela Figura 4.6.1 é também natural chamar 0
de drvore a cada trajetdria de ramo).

Tendo em conta a definiglo de probabilidade condi-

cional, definimos

p(i ) = u(i,) i €T
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p(i i eee,yd ) = u(i )P. (i )ou'-p. . .
o’ 1’ 'k [e] 10 1 lolloonlk_l

(i)

xT

para (io,...,lk) € S Xe.uxS,  xT.

Temos a seguinte

PROPOSIGAO 4.6.1 - wénp(w) = 1 (e portanto p induz uma
probabilidade P sobre Q, pela Propo

sigdo 3.4.1).

Demonstragfo: Vamos escrever a demonstragido no caso n=2.

O caso geral & identico. Bste caso particu-
lar dd uma idéia precisa do que acontece. O caso geral €
deixado como exercicio (Ver exercicio 10).

Temos que provar que

Dowlag) v T Do) py (1)

ioETo ioeso l1€T1

+ I u(i) =T p; (i) T p, (i,) = 1.
. o . i 1 . i i 2
1,85, i.€8; "° i€T, "ol

Agora o membro esquerdo € igual a

+ z i + Z z . (i
u(r,) a()py (1) + T ua,) b, (1))

ioeso o~ o i1€§l
porque z p. . (i,) = 1. Como Z° p, (i;) = p, (
12€T2 igig 2 ilesl io 1 io Sg

-« ’ .
temos que esta expressao e igual a
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u(r ) + = u(i)p, (r,) + T wu(i)p, (s8,) =
(7,) ies (2, 1o( 1) ies o’ i, 1)

o o o o

u(t,) + I omu(iy)
i €S
o] o

J

10650

w(T,) + I u(io)[pio(Tl)+pio(Sl)]

|
=

= u(Ty) + u(sy) = u@y)

A proposigéo anterior permite formalizar uma série
de problemas nos quais probabilidades e probabilidades
condicionais de certos eventos sao dadas e se requer o
cdlculo de outras com ésses dados. A proposigao 4.6.1 per
mite a construgao de umiespago de probabilidades no qual
tddas as manipulag&es tém sentido. Os seguintes exemplos

sdo uma ilustragdo désse fato.

EXEMPLO 4.6.1 - Um jogador ganha em um torneio se consegue

ganhar dois jogos sucessivamente, de uma
série de trés. Seus oponentes sao os jogadores A e B.
A probabilidade de ganhar de A §& %. De ganhar de B ¢
% . Que série lhe convém escolher? (Tente adivinhar a res
posta antes de ler a solugdo).

Solugdo: As duas séries possiveis sdo ABA e BAB. As 4r

N -
vores para estas duas séries sao
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(série ABA)

{série BAB)

Figura 4.6.2

Os conjuntos utilizados na Proposiqao 4.6.1 neste

exemplo sfo os seguintes (para a primeira série):

n
(]

H
]

SO = {A}
= s, = {(G,P} 0, =85, + T,
P,G
{(p,6)] N, = Ty = {(p,G,G),(P,G,P)}
{(¢,6),(c,P),(P,P)}
As probabilidades de transigio p, . sao as
10..'1k

. . . . @
indicadas na drvore. O leitor pode fazer a mesma descrigao

formal

série,

série,

para a série BAB,

A probabilidade de ganhar, se escolhe a primeira
12 221 6+4 10

33%Y333%7271 T
A probabilidade de ganhar, se escolhe a segunda
21,112 _ 6+2 8

33 333 27 " 27°

Ou seja, a primeira série (que tem duas vézes A) ¢

,
e

2%
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a mais conveniente (procure dar uma resposta intuitiva a

éste resultado).

Nota: os conjuntos definidos neste exemplo para poder uti
lizar a Proposiglo 4.6.1 nio sfho necessidriamente os

que usamos acima, evidentemente.

EXEMPLO 4.6.2 - Da produgao total de duas mdquinas A e
B se sabe que 60% sdo produzidos por A
e 40% por B. Dos artigos produzidos por A, 3% sho defei
tuosos; dos produzidos por B, sd 2% sao defeituosos. Da
produgdo total um artigo & escolhido e se verifica que &
defeituoso., Qual é a probabilidade de que tenha sido pro=-

duzido por A?

Solugdo: A drvore para éste experimento €

0.97
0.6 G So = Qo = {A,B]
0.98 0.03
T, =0, = {G,D}
1 1
0.4¢@ 0.02 D

Figura 4.6.3

As probabilidades de transigao Py estao dadas na
o

esedy
figura.
Se jam
A' = {(A’G)-(A’D)}
B' = {(B,G),(B,D)}
D' = {(4,D),(B,D)}
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Queremos calcular P(A'/D'). Usando a Fdérmula de

Payes temos:

P(A') P(D'/A') _
P(A'/D') = $(avy P(D'/AT)+P(B') P(D7/B') -
_ 0.6 0.03 _ 9
- 06 0.03 + 0.4 0.02 ~ 13
EXEMPLO 4.6.3 - Trés chaves estao 1ligadas como na
figura 4.6.4
2
Y
c / — D
1
/
3

Figura 4.6.4

Se ja B, i=1,2,3, o evento que o relé i esteja

aberto. Suponhamos que Bl e B2 séo independentes e as
probabilidades condicionais para B3 estao dadas por
1 1
P(Bl) =7 P(Bz) =3
1 c 3
P(B3]B1B2) =i P(B31B1B2) =i
c 1 c.c L
P(BBIBle) =5 p(BBlnlsz) =5

Calcular a probabilidade de que passe corrente entre os

terminais C e D.
Solucglo: A probabilidade buscada €

p[(BlnBz)u(BlnB3)] = P(B;NB,) + P(BlnBB) - P(BIBZBB) =

= P(B,)P(B,) + P(B;B,B,) + P(BlB;BB) - P(ByB,B;) =
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P(B,)P(B,) + P(B,)P(B3) P(133|BlBg)

L1 111 5+ 6 _ 3
=22z*225% % 20 ® 20 * 10°
EXERCICIOQS
n n
1. Se [Aj,eee,Ad sdo tais que P( () B,) = T7 P(B.,) on
n . i . i
. c i=1 i=1
de Bi' e igual a Aio Ai para todo i, entao os Ai

sdo independentes.

2. a) Se A ¢ independente de si mesmo, entdo P(A)=0 oul
b) Se P(A) = Oaa 1,entdo A & independente de qual-

quer outro evento B.

,3. Jogue um dado duas vézes. Calcule a probabilidade con-
dicional de obter 2 a primeira jogada, dado que a soma

dos resultados foi 7.

4. Pedro quer enviar uma carta a Marina. A probabilidade
de que Pedro escreve a carta € 0.80., A probabilidade
de que o correioc nao a perde é>0.9. A probabilidade de que
o carteiro entregue € 0.9. Dado que Marina nao recebeu a

carta, qual ¢ a probabilidade condicional de que Pedro

n&¥o a tenha escrito.

5.. No espago do Exemplo 4.6.3 calcular:

a) A probabilidade condicional de B2 dado que hd cor
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rente entre as terminais C e D.

b) Sao Bl’BZ’Bj independentes?

6. Durante o més de Novembro a probabilidade de chuva é
0.3. Fluminense ganha um jogo em um dia com chuva com

probabilidade O.4, em um dia sem chuva com probabilidade

0.6. Se ganhou um jogo em Novembro, qual € a probabilida=-

de de que ésse dia choveu?

7. Num exame hd 3 resposta para cada pergunta. Portanto

| um aluno tem probabilidade-%—de escolher corretamente
se éle estd adivinhando e 1 se sabe a resposta. Suponha-
mos que um bom estudante sabe 95% das respostas e um mal
estudante sé 30%. Se um mal estudante tem a resposta cor-

reta, qual é a probabilidade de que advinhou? E para um

bom estudante?

8. Se em lugar das famflias finitas de conjuntos [Ti] e
{Si] na Proposigao 4.6.1 terfamos famflias numerdveis

T. e S, um poderia’, usando o

{ 1}i=0,1,... { 1}i=0,l,2,... P ’

mesmo procedimento, definir uma fung&o p sobre

0 =T  + (SXT;) + (S XS XTy) + oo
Dé um exemplo no qual p nao induza uma probabilidade sd-

bre (; e dizer I p(w) < 1. Sugestao: S, = {0}, T, = (1}
weR * *

u{o} =1, {a.] é uma sucessao de numeros >0
1 i’—‘l’z,o.o
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tal que iil a;, <w, B =2 e 2,...080) =B,
n
Po.,.ofll) =1 -8,

n

Note que & possivel agregar um ponto a (! e converter ég
te ndvo conjunto num espago de probabilidades que represen

ta ao experimento naturalmente.
9. Provar a Proposigao 4.1.1.
10. Provar a Proposigido 4.6.1 em geral.

11l. Consideremos o seguinte espago de probabilidades
©
1

Q={l,2p---}- Se CY=k£lF—"y>0
1 1
p, (k) = &— .
Y CY kl+Y
Seja {p._} a sucesslo dos numeros primos

N"n=1,2,...

Pp =2, Py =3, Py =5,...

Seja Aj = {x: x €& divisivel por pj}

a) Aj,A,,... s8o independentes, (Ajuda:Usara3) e a se-
guinte observagéo: se A= {x: x = js, j=1,2,...,s
inteiro positivo} entdo P(A) =-—%:7-.

s
b) Provar a seguinte fdérmula (Euler)
o @©
1 — 1 -1
¢y = L. TIw = 1T (0 -—F
k=1 g j=1 pj

(Sugestao: {1}

Cc Cc
A[ N AN ces)

12. Hd duas urnas A e B, Urna A contém uma bolinha
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branca e outra preta. Urna B contém duas brancas e tres
prestas. Uma bolinha € escolhida ao acaso da Urna A e

introduzida na Urna B. Uma bolinha & extrafda entlo da

urna B.

a) Qual é a probabilidade de que ambas bolinhas sejam da

mesma coOr.

b) Qual é a probabilidade de que a primeira bolinha foi

preta, dado que a segunda foi branca.
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CAPITULO 5

VARIAVEIS ALEATORIAS

5.1 - Introdugéo

Quando se joga uma moeda um certo numero de vézes,
 pode-se estar interessado, ndo na particular sucessio obti
da, mas, somente, no mimero de caras. Do mesmo modo, se se
joga uma moeda até obter uma cara, pode-se estar interes-
sado Unicamente no numero de jogadas necessdrio para
obté-la. Estas sfo caracteristicas numéricas associadas

com o experimento. Se (} € um espago amostral definimos

DEFINIGAO 5.1.1 - Chamaremos varidvel aleatdria a tdda

fungdo real definida sdbre Q.

As varidveis aleatdrias serfo denotadas usualmente
com as letras X,Y,Z, etc. Se X & uma varidvel aleatd-
ria, como ( & enumerdvel, X(0) também & enumerdvel;
digamos X(N) = {xl,xz,...}. Os mimeros x, sdo os valo-

res da varidvel aleatdria.

Seja R a reta real.

DEFINIGAO 5.1.2 - A fungdo A+~ P[X€A] definida sdbre

P(R) com valores em [0,1] € chamada
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distribuicio da varidvel aleatdria X.

E claro que os valores desta fungao estlo determi-
nados sd pelos valores P[X:xi y i=1,2,... jd que
©
= X =x.
P[XeA] 2 IA(xi)P[X x;]
E também fdcil ver que a distribuigdo de uma varid
vel aleatdria € uma probabilidade sobre, P(R).

Vamos denotar a distribuiglo da varidvel aleatdria

X por £(X) (lei de X).
DEFINIGAO 5.1.3 - A fungao FX:R + [0,1] definida por

Fx(x) = P[X € (-»,x]] = P[X<x] & chama

da funcio de distribuiclo da varidvel aleatdria X.

Note que Fx(x) = £(X)((==,x]).
As propriedades mais importantes das fungbdes de

distribuiglo estlo contidas na seguinte

PROPOSIGAO 5.1.1 - Se Fy, ¢ a fung@o de distribuiglo de

uma varidvel aleatdria entlo

1. 1lim Fx(x) =0 lim Fx(x) =1
X = X+
2. Fy € ndo decrescente.
3. FX € continua i direita.
Demonstracio: Seja S, = (~»,x]. Como

(1l s_=9¢, y s_=r, N s_=s

xR X xR = y>x
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1 e 3 seguem da continuidade da probabilidade. 2 se deduz
de monotonia da probabilidade.

A funglo de distribuiglio, por ser uma fungao real
de varidvel real, € em principio mais simples de mane jar

que a distribuigdo £(X). Mas temos o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 5.1.2 - Fy, determina £(Xx).

Demonstracglo: Seja X(Q) = {xl,xz,...}. Entlo

Plx=x,] = Fx(xi) - lim Fx(y) .
yhx;
| y<xj
Agora, £ (X) fica determinada pela fdrmula

S(X)(A) = iil IA(xi)P[x=xi]'
E conveniente ter uma nogao de fungao de distribui-

¢do independente da nogdo de varidvel aleatdria. Vamos

chamar entfo fungio de distribuicdo a qualquer fungdo que

satisfaz as condigdes 1, 2 e 3 da Proposigao 5.1.1. E cla
ro que agora nem tdéda fungao de distribuigdo é a fungao de
distribuigdo de uma varidvel aleatdria definida num espago

de probabilidades discreto.

5.2 - Exemplos

No Capitulo 3 jd vimos as distribuigdes de Poisson
e hipergeométrica. Vamos agora dar alguns outros exemplos

de distribuigdes, descrevendo ao mesmo tempo varidveis a-
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leatdrias dos quais proveém.

I
5.2.1. Distribuicldo binomial. Sejam 0 = {0,1] noe

n n ‘ P(x,,¢ceyX =
B ol (xp0eeerx,)
= pi=l (1-p) i=1 . Seja X a varidvel aleatdria de=-
n
finida por X(xl,...,x ) = Z_x (o nimero de caras na
n i=1 1

sucess&o). Os possiveis valores de X sao O0,1,...,n.
A sucessao {P[x=k]]k=0,l,...,n € chamada distri-

buigdo binomial., Vamos calcular agora P[X=k]. Seja

A= {(xl,...,xn):iil x; = k}

P(a,) = #(a) p(1-p)"7" =

(@) p(1-p)"7F .

P[ X=k]

Como claramente P depende de n e de p, vamos

denotar éstes numeros por
n k n-k k n-=k
bn,p(k) = (k) P (l'p) = (lr:)p q y k=0,1,...,n, g=1=-p.

(Nota: valores de b p(k) estdo contidos na Tabela 3).
’

Vamos agora estudar o comportamento desta distri-

buigdo.

Pn,p)  mi(ke1)t(neks1) 195 (1-p)™F  _ (nkel)p

b p(k-l) k!(n-k)! n! pk-l(l-p)n-k+l k(1-p)
’

- (n+1)p-kp _ (n+1l)p-k+kq _ , . (n+1)p-k

Mi-p) -~ k" 1*T Rk o (521
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Disto resulta que se (n+l)p nao & inteiro, hd
sé um mdximo e ésse ccorre para k igual ao maior inteiro
menor que (n+l)p. Se (n+l)p ¢é um inteiro, hd dois mdxi
mos nos pontos (n+l)p e (n+l)p-l. A fungdo cresce atd
o ponto em que o mdximo € alcangado e depois decresce.

A seguinte figura dd uma iddia do que acontece. (Note que

sempre hd um mdximo no ponto [ (n+l1)p]).
1t

[(n+1)p)
0 S I
1 2

Figura 5.2.1

Tomemos agora 4 > [ (n+l)p].

n
P(s_. 24] = & b k
(5,2 41 = B b, (0

Pela fdérmula (5.2.1) resulta que

1J
b (L+3) s b (1) [1+L—-2—-—n+l p"’J
n,p n,p 1q
Portanto
n
z bn

1 1
= bn,p(&) (n+l)p—& = bn,p(L) L-fn+lip *
l-[ 1+T]

- (n+1)p-1 J
() 5 T, o) [1+_%q_P__]

P
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Como também

1
2 b_ (k)
(L) < k=[ (n+1)p] ™'P < 1
4-[ (n+1)p]+1 1-(n+1)p
e portanto P[S_=2 1] < 1q > (5.2.2)
n (4-(n+1)p]

5.5.2. Distribuicfo de Poisson e distribuicfo binomial.

Seja (b (x)} a distribuigao binomial
n,p k=0,1,...,n

com pardmetros n e p e {p, (k)} a distribui
k k=0,l,.-.
gdo de Poisson com pardmetro A > O. Temos o seguinte re

sultado

PROPOSIGAO 5.2.1 - Se n+« e np-+ A >0 (portanto

p » 0) entéo bn,p(k) -+ px(k), k=0,1 ..

Demonstraglo: Seja A' = np.

n(n-l).i;(n-k+l) G%l)k (l__ll)n’k

_n@-1)...(aoke1) OOF 0 Anm 0 anEk
= Kk k! “n “n =
n
k
_ 1 (k-1) 1 (A1) At
= 1(1-3) ... (1- 2===4) TR (1 "ET .
(1-—
Se agora n 4+ o, de forma tal que A' = np -+ A > O,
k

temos que o membro direito converge a '%T e-x , que € igual

a px(k).
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- . n\n X
(Nota: Se x_ - x entdo lim (1 +-E—) =e ).
peC .-}
NOTA: Um resu tado mais forte que o co tido na Proposigao
5.2.1 vai ser provado no Capitulo 7. (Ver Proposi-

glo 7.7.3).

5¢2.3. Distribuigao de Pascal. Seja O < p<1l, r umin

teiro positivo e considere
mos o experimento consistente em jogar uma moeda atd ob-
servar r caras. O espago de probabilidades para éste ex

perimento €

n

= xl,...,xn):xi=0 oul, x =1, x; = r)

iil
P((xysee0xy)) = BT (1-p)"7 .

Antes de verificar que (O,P) € um espago de pro-
babilidades vamos definir uma varidvel aleatdria X: #» R
da seguinte forma

X ((xl,...,xn)) =n
ou seja X indica o tempo no qual observamos a r-ésima

cara. Os valores de X sao {r,r+l,...} e

n-1 r ne-r .
P[X=n] = (r-l) P q n=r,r+l,..., gq=1l-p

@
Verificar que £ P[X=n] €& equivalente a verificar
n=r

que P ¢é uma probabilidade. Temos
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o g n-1y r ner
£ Plx=n] = £ (_.77)p 4q =
n=r n=r
© . . r © .
T r+i-1 i P r+i-1)! i
= E ( r=l ) = .Z il q =
1=0 - (r-1) i=0 ’

pr (r-l)i =1

= (I‘—l)! (1_q)r

A segunda igualdade se obtém definindo i = n-r,
a quarta pel exercicio 2 do Anexo 1.
A dis-ri uigado da varidvel aleatdria X chama-se

distribuiglo de Pascal. Quando r=1, a distribuig¢fo obti-

da chama-se distribuicgfo geométrica.

5.2.4, Distribuigdo uniforme. Esta € a distribuiglo con-

centrada nos inteiros

{o,1,...,n} com probabilidade nil para cada um déles.

5.3 = Varidveis Aleatdrias Simples

DEFINIGAO 5.3.1 - Uma varidvel aleatdria X € chamada

simples se e s se existem conjuntos

n
dis juntos {Ai} tais que I A, = Q e nudmeros
i=l,...,n n i=1 1
a, tais que X = a.Il .
{ 1]i=l,...,n E;i iTAy

Nota: a representagdo de X nfo € unica.
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PROPOSIQKO 5.3.1 = Seja X 2 0O uma varidvel aleatdria.
Existe uma sucessfo de varidveis alea-

tdérias simples {X } tal que O < X f X.
n n
n=l,2,...

Demonstracio: Tomar

n

X, = iil x; I[X:xi] onde X(Q) = EIPE PN

tem a propriedade O < Ynflx.

5.4 -« Varidveis Aleatdrias Independentes

Sejam X,,X,,...,X ~n varidveis aleatdrias sObre

(Q,pr).

DEFINIGAO 5.4.1 - As varidveis aleatdrias XpreoerX di=

zem-se independentes se e sd se

Y AlsAyyenesA A, <R i=1,2,...,n
n n
P(.C]l[XiEAi]) = iT_Tl Plx,€a,]

Se jam agora [xil,xiz,...} os valores de varidvel aleatd-

ria Xi, i=l,2,oco,n.
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PROPOSIGAO 5.4.1 - X19Xppeee X sao independentes se e

’
SO se

n n

Demonstracgdo: Ver exercicio 1.

O leitor deve convencer-se por si mesmo de que es-
ta definiglo corresponde a sua intuigdo verificando em e-
xemplos concretos a independéncia de diferentes varidveis
aleatdrias. Ndés vamos dar um exemplo de varidveis aleatd-

rias independentes um pouco mais complicado.,
EXEMPLO 5.4.1 - No espago da segdo 5.2.3, definamos

ti((xl,...,xn)) =k se x, = 1 e

k
Z x

. = i i=l e o e
j=1 J ! X

Ei indica o tempo no qual se observa a i-ésima cara. Daf
Zr = X . Sejam

Xl = Ll e Xi = Zi - ai—l i=2,cee,T

PROPOSIGAO 5.4.2 - XiseoorX sao independentes e tém a
mesma distribuigdo (ou, como se diz

usualmente, sfo idénticamente distribuidas). A distribui-

g¢ao de Xy € geométrica com paridmetro p.
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Demonstracdo:

P[X =s] = . k;:. . PIX =Ky peee X, =K, ;) X,=s] =
_L, 2,0.., i-l

i-1 i-1
= PlEi=k yeee,2y = jilkj, Ty o=

kl’k2'°”’ki-l

L[}
|
x
<.
+
1]
—
"

i=1 i-
I k.+s=-i Z k
i j=1 9 i s-i j=
= P~ q =p q
S R e

i - i=1
i s-1i, 2 p i1 i s-i q* s=-1
= z = q
pod (L=l a’)

Mas, p qs-l

= P[Xl=s] e portanto as varidveis alea
tdrias XiseeosX so idénticamente distribufdas com lei

comum geométrica com parametro P.

Agora

P[xl=sl,o:.,xr=sr] = P[%l-:slpano’%r=31+52+.uo+sr] =

r
r i£I 8i-r
=P q
e r b of T si-l
TTP(X.=s.] = TT P[X,=s,] = TT p q =
i=1 * 7t i=1 173 i=1
T r
z (si-l) I s;-r
r i=1 r _i=1
= p q =P q *
r
Portanto P[xl=sl""’xr=sr] = ;j; p[Xi=si] e as varid-

veis aleatdrias XiseoorX sfo independentes.
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Para terminar esta segdo enunciamos a seguinte prg
. o P . LS
posigao cuja prova elementar deixamos como exercicio (Ver

exercicio 2).
PROPOSIGAO 5.4.3 - Sejam X;1Xypeees X n varidveis alea

tdrias independentes, e fl’f2’°"'fn

n fungdes de R em R. Entao fl(xl), fz(xz),...,fn(xn)

Ll . . 3 3
sao varidveis aleatdrias independentes.

5.5 - Convergéncia de varidveis aleatdrias

DEFINIGAO 5.5.1 - Seja {X } uma sucessao de
n n=l’2,-no

varidveis aleatdrias e X outra varid-

vel aleatdria. Dizemos gque Xn converge em probabilidade

P

a X (e escrevemos X = X) se e sdomente se

Ve >0 Pl|Xx -X|] 2 €] =+ 0
n N

DEFINIGAO 5.5.2 - Dizemos que uma propriedade T vale
quase certamente se

P{w: w nao tem a propriedade T} = 0

Introduzimos finalmente uma definiglo que dd uma
nogao mais forte de convergéncia que a descrita na Defini
¢20 5.5.1 mas que para espagos de probabilidade discretos

€ equivalente. (Ver exercicio 6).
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DEFINICAO - Dizemos que a sucessio X ~converge gquase

certamente a X se e somente se

Pluw: X (v) #~X(w)} =0
(o sfimbolo -/ indica que a sucess?o Xn(w) ndo conver-

ge a X(w)).

EXERCICIOS

1. Provar a Proposigdo 5.4.1.

2. Provar a Proposigdo 5.4.3.

3. Provar que o conjunto das varidveis aleatdrias simples
€ um espago vetorial. Provar também que se X e Y

sdo varidveis aleatdrias simples entdo XY, XVY e XAY

sdo varidveis aleatdrias simples. Isto eqﬁivale a dizer

que o conjunto das varidveis aleatdrias simples € uma d1-

gebra reticulada.

L, Falta de desgaste da distribuicfo geométrica.

Seja P uma probabilidade geométrica (com parametro p,

0 < p<1l) sdbre o conjunto Q = {1,2,...} (P(k) = p J“JL

Seja B_ = {x: x€eQ x>r}.

Provar que P(B /Br) = P(Bs) r=1,2,... s = 1,2,...

r+s

Resulta entdo que P(Br+l) = P(Br) P(Bl) r=1,2,...

Provar que se Q ¢& outra probabilidade sdbre o mesmo es-
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@

pago (I que satisfaz esta dltima equagho entao Q uma

probabilidade geométrica com pardmetro Q({1}).

5. Desgaste da distribuicio de Poisson.

Provar que se P & uma distribuigldo de Poisson sobre

Q = {0,1,...} entdo P[{k}|{x:x 2 k}] + 1 quando k =+ .

6. Provar que nos espagos de probabilidades que usamos
neste livro (espagos discretos) Xn—grx se e sdmente

se Xn + X quase certamente.

7. Provar que Al‘AZ""’An sdo independentes se e sbmeﬂ

te se IAl,...,IAn sio varidveis aleatdrias indepen-

dentes.

8. Seja {x,,x,,...} € R efp. uma sucessio
T L I

tal que Py 2 0 e iil Py = 1. Construir um espago
(0,P) e uma varidvel aleatdria X sébre I tal que

P[X:xi] =p, .

9. Se F ¢ a fungdo de distribuigdo de uma varidvel alea
téria X com valores xl’xZ"" Provar que se x ;4:1:i

entao F & continua em x.

10. (Sobre a distribuigido de Poisson e a distribuigéo bi-
nomial). (A = np)

a) Se

h(k) = {bnvp(k)/‘pnp(k) O< ks n
° k>n
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entdo h cresce, atinge um maximo no ponto k = [np] + 1

primeiro e depois decresce.

b) Provar que

x k -k
A kk, o A\m A A P
wr (1=3) (1) s v S(k) < 51 (1-3)
-t
c) Usando e 1-t ¢ 1t s ot 0< t<1
provar que
2 2
k A k) 1
kL KA (ped)
n-k - . AP
p, (k)e e (k) <p k) Pose T
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CAPITULO 6

ESPERANGA DE VARIAVEIS ALEATORIAS REAIS

6.1 - Definigdo e propriedades bdsicas

n
Seja X = T a; I, |uma varidvel aleatdria sim-
i=1 i
ples.
n
DEFINIGAO 6.1.1 - O mimero EX = 121 a;P(A;) & chamado
esperanca da varidvel aleatdria X.

Este nimero serd também denotado por E(X) =.};(W)P(dw) =

o fear - .

PROPOSIGAO 6.1.1 = EX nfo depende da particular repre=-

sentagao de X.

n m
Demonstrachos Se X = £ a,I, = I b.I entdo
. i=1 1743 y=1 JIBJ '

e portanto

. L b,
iz\-j alIAinBJ ij bJIAinBJ

Ejai P(AiﬂBj) = Ede P(AinBj), donde resulta imediata-
mente que E a, P(Ai) = ? bj P(BJ).
PROPOSIGAO 6.1.2 - a) Se X 2 O, entho EX 2 O

b) E(aX+bY) = a EX + b EY, onde a e

b sao numeros reais.
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c) E(IA) =/P(4).

Demonstrgcdo: a) e c) sao imediatas.

Para provar b), escrevamos:

n m
X= I a Y= Z b.I
i=1 17A4 ’ j=1 J By
Bntéo
n m
aX+bY = Z I (a a.+b b,)I
:i.=lj.=l( i J) ABy
e
n m
E(aX+bY) = I z a a,+b b,) P(A,B =
( ) i=1 j=1 ( 1 J) ( i J)
n m m n
= L _aa, Z P(A.B.,) + I bbb, I P(A,B =
i=l i j=1 ( i J) j=1 J i=1 (43 J)
m
=a Z_a, P(A,) +b I b, P(B,) = aEX + b EY .
i=1 i i j=1 3 J
Como EX 2 O se X 2 O, temos EXl < EX2 se
Se A & um evento, EXIA = ‘fIAXdP serd denotado
0
por XdP.
A
LEMA 6.1.1 - Se {Xn} é uma sucessao de fungdes

n=l,2,...
simples e Xni 0, entao E xnt 0.

Demonstracio: Dado e > O. Para cada w € Q, definimos

N(w) = inf{n:xﬁ(w) < %}. Determinamos a >0

e
tal que P[N>a] < Z sup(Xy) ° Seja agora n 2 a., Temos
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EX = X dP + / | X dP. Mas, sobre [Nea], X
[Nsa] [N>a)]

. €
€ menos que 5 e portanto

€
EX < 5 P[(N<a] + sup(xl) P[N>a]
e sup(Xl)e
$§+—__—=e
2 sup(Xl)

E dizer EX < e se n2a e portanto 1lim EX = 0.
n+o

Seja X2 0 e 0= an X uma sucessao de fungoes

simples que convergem a X.

DEFINIGAO 6.1.2 - EX = lim EX_ .
pete Lo

PROPOSIGAO 6.1.3 - Se O < Y 1 X, entdo 1lim EX =
n

= lim EY (our seja, EX estd bem de-
n

finida; n8o depende da sucessfo escolhida).

Demonstracido: Para todo n, temos

0= X =X AY VO (quando m + «).
Pel Proposigao 6.1.2 e o Lema 6.1.1:
EX, - E (X AY )} 0, isto §, O s E(X_A Y )t EX_
e portanto, ¥n, EX = lim (EXn A Yﬁ)s 1im EYm
Mo ] Mmoo
donde 1lim EX < lim EY .
n m

pen - m o

Como os papéis de Xn_ e Ym podem ser trocados,
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temos também liw EYm <€ lim Exn e, portanto, a igual-
S pel 1]

dade dese jada.
PROPOSIGAO 6.1.4

a) Se X =2 0, entao 0 < EX £ +ow

b) Se O =< X, < X,, entdo EX; s EX,

c) Se X2 0, c 20, entho E(cX) = cEX

d) Se X; 2 0, X, 2 0, entlo E(xl+x2) = EX, + EX

1 2

Demonstragao: Vamos provar sé d). Sejam O < Y X,

1 + X2 e

portanto E(X1+X2) = 1%m E(Yn+Zn) = lﬁm (EYn + EZn) =

0< Z *X,. Entdo 0 Y + 2 11X
n 2 n n

= l1lim EY + lim EZ_ = EX. + EX,.
n n n n 1 2

A segunda igualdade segue da linearidade de E sobre o
conjunto das varidveis aleatdrias simples (Proposigao

6.1.2).

Seja agora X wuma varidvel aleatdria qualquer.

DEFINIGAO 6.1.3 - Se EX' <o e EX < o, diz-se que X
é integrdvel e se define EX = EX'-EX™.
PROPOSIGAO 6.1.5 - a) ¥c, E(cX) = cEX

b) Se X e Y sfo integrdveis, entlo
X+Y 6 integrdvel e E(X+Y) = EX + EY.

c) Se X< Y, entdo EX s EY.
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Demonstraclo: a) & imediata. Para provar b), observamos

primeiro que, se X; e X, sfo 20 e in-

tegrdveis, entao a varidvel X = X, - X, € integrdvel e

+ -
EX = EXl - EXZ' De fato, porque X < Xl e X < Xz,
+ -

X é integrdvel e, como X = X = X = Xl - X2 temos

- + -
+ X, = X; + X~ donde EX + EX, = EX; + EX (Propo-

sigho 6.1.4 d)), isto §, EX = EX' - EX_ = EX; - EX,.

X+

Agora X+Y = (X*-X7) + (Y'-Y7)= xT+y*-(x7+Y7).
Usando a observagdo anterior, X+Y € integrdvel e
E(X+Y) = E(x*+Y*) - E(X"+Y") = EX* - EX™ + EY* - EY” =
= EX + EY.

Seja agora X uma varidvel aleatdria 20 e sejam

X 1X5,400 08 valores de X (em alguma ordem). Se defi-

n
nimos Xn = iil x; I[X:xi]’ resulta que O < Xn$ X e,
n ©
portanto, EX = lim EX = lim E x;, PlX=x;] = .E x; PlX=xg]
n n+e i=1 i=1

Se X ¢€ agora uma varidvel aleatdria qualquer
com valores X11Xgpeeey temos o seguinte resultado que €
. . [ - .
uma simples generalizagao desta observagao e que deixamos

como exercicio. (Ver exercicio 1).

PROPOSIGAO 6.1.6 - X & integrdvel se e sé se

@ @
igllxilP[X=xi] < » e nesse caso EX =i§1xi P[X=xi].

Vamos agora calcular expectancias de algumas distri

buigaes conhecidas. As palavras expectancia, média e pri-
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meiro momento serao usadas como sindnimos de esperanga.

6.2 - Exemplos
6.2.1. Distribuiglo Binomial. Temos que

n n

k n-k n! k n-k
z (Dp q k= I k : P q
k=0 K k=1 k! (n-k)!

n n-1
_ n-1)! k-1 n-k _ “n-1, j n-l-j
=np X V(e P4 = npjio( 5 )pTd

= NP
=1 M P

Isto é, a esperanga de uma varidvel aleatdria binomial &
np. Outra forma de calcular éste numero & a seguinte. Se

- . . . . .
xl’XZ""’xn sao varidveis aleatdrias independentes tais

que P[Xi=l] =p e P[Xi=0] l1-p = q, i=l,...,n, entho

n
é fdcil ver que S('Zl Xi) é binomial com parimetros n
i=
e p. Portanto, para calcular a esperanga calculamos pri-
meiro EXl = 1lp + Oq = p. Como as Xi sfdo idénticamente
n n
distribuidas E( ¥ X.) = ¥ E(X.) = nEX, = np.
(i=1 1) i=1 (X;) 1 P

n
Esta observaglo de que 5(_21 Xi) = B (binomial
d=

n,p
com pardmetros n e p) vai ser usada novamente no futuro

e deve ser lembrada.

6.2.2. Distribuiglo de Pascal. Seja X a varidvel aleatd-
ria do Exemplo 5.4.1 e es-

r
crevemos X como X = X X. onde as Xi sao indepen-
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dentes com distribuigdo geométrica de parametro p. Resul

r
ta entdo que EX = I EX, = r EX,. Agora
i=1 _ 1 1
EX = E kqu-l = E E qu = B-——g——i =-£§ =—£ .
1 k=1 q k=1 q (1-q) > P

(A segunda igualdade segue do primeiro exercicio
do Anexo 1). Portanto, se X tem uma distribuigao de

Pascal, EX = =,
3

6.2.3. Distribuigéo de Poisson. Temos que calcular

o oMk e Ak PR S

o X kT = Iy kT = e M Ty -
© J E

= e-kk z iT' = e-kx ex = X.
j=0 J-
6.2.4, (Ver Proposigio 3.3.6)
Uoa) e BRE )
P | A, = I -1 P(A; NA. N...NA;
(J:l 1 k=1 ) ( 13 iz lk)

ici <qi_ < .<i. <
lSll 12 o 1k n

Aplicar esperangas a igualdade 1.3.4.

6.3 - Fungdes de Varidveis Aleatdrias. Momentos.

Seja (Q,P) um espago de probabilidades, Q' um
conjunto enumerdvel, T:Q 4+ Q' e g:0' + R duas fungdes.
Para cada A' ¢ {I', definimos P'(A) = P(T-l(A')). Vé-se
facilmente que P' €& uma probabilidade sobre ('. A re-

lagéo entre as expectincias de g¢ T com respeito a P e
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de g' com respeito a P' estd dada pela seguinte propo

sigdo.

PROPOSIGAO 6.3.1 - Se goT ou g ¢€ integrdvel, entho
[ geT dP = / gdP' (a igualdade 6
9} 0

sempre vdlida se g 2 0).

Demonstragado: Vamos sOmente esbogar a prova.

Primeiro, se g = IA’ a igualdade é trivial.
Se g €6 simples e =20, a igualdade & consequéncia da 1li-
nearidade da expectancia. Para g 2 0 qualquer, se toma
0< gn1 g 8, varidveis aleatdrias simples; como para

’

todo n a igualdade & vdlida, o é também para o limite.

Finalmente, para g qualquer, se decompdbe g em g+ e

g~ e se utiliza o resultado do caso anterior.
Nas condigbes da Proposigdo 6.3.1, temos o seguin-

te coroldrio.

COROLARIO 6.3.1 - Se X € uma varidvel aleatdria sobre
(Q,P) com valores {xl,xo,...} e

g:R + R, entho Ego X = iEI g(xi)P[X=xi].
(E|gox| < =, ou iil]g(xi)lp[x=xi] < )

Uma classe de fungdes g que é de grande interésse

para nds é a que se obtém tomando g(x) = |[x|%, r 2 1,

real ou g(x) = x", n=1,2,...
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DEFINIGAO 6.3.1 - O mimero E]X]r se denomina momento

absoluto de ordem r. O nimero EX", mo

mento de ordem n.

Existem vdrias importantes propriedades dos momen-
tos absolutos de uma varidvel aleatdria. Algumas dessas
propriedades estao contidas no Anexo 2. Nés sdmente vamos

usar as duas proposig&es seguintes.

. '
PROPOSIGAO 6.3.2 - Se E|X|T <=, r 2 1, entdo E|X|F < o,
M1< r's< .

I~

Demonstragido: ¥x € R, |x < 1+ |x|T e portanto

E|X|T s 1 + E|X|T < .

PROPOSIGAO 6.3.3 - E|x+Y|T < 2""1{E|x|T + E|Y|}, para

r2 1,

I r )
Demonstragédo: A fungio x + |x| é convexa e portanto

T
lx;yl < 271 {[x|T + |¥|T] e calculando
agora as expectdncias de ambos os membros da desigualdade

obtemos o resultado.

COROLARIO 6.3.2 - Se E|X|T <w e E|Y|T <@ (r21), en-

tio E|X+Y|T < =.

Seja agora X uma varidvel aleatdria tal que

EX? < » (e, pela Proposiglo 6.3.2, E|X| < =).
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DEFINIGAO 6.3.2 - O nudmero E(x-Ex)2 ¢ chamado variancia
de X. Usaremos as notagoes Oi e

var(X) para indicd-lo.
PROPOSIGAO 6.3.4 - Se EX? < @,

a) var(X+c) = var(X), ¥c € R

2

b) wvar(cX) = ¢© var(X), ¥c € R

c) wvar(X) = EX® - (Ex)?

Demonstracgao: a) var(X+c) = E[X+c - E(X+c)]2 =

= E(x-Ex)2 = var(X).

b) var(cX) = E(cX - EcX)2 = E[c(x-Ex)]2 = c? E(x-Ex)2 =

c? var(X).

E(X-EX)? = B[X? 2(EX)Xx +(EX)?] =

EX? - 2(EX) (EX) + (Ex)2 = EX? (x)?

c) var(X)

A seguinte proposigéo € muito importante.

PROPOSIGAO 6.3.5 - a) Se X e Y shao duas varidveis a-
leatdrias independentes 20, entlo

EXY = EXEY.
b) Se X e Y sho integrdveis e independentes, entlo

XY € integrdvel e EXY = EXEY.

Demonstraclo: a) Se X =I, e Y =1

A B’ entdo X e Y

sdo independentes se e sdmente se A e

B sdo independentes e portanto
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EXY = EY, X = EI,; = P(AanB) = P(A)P(B) = E(IA) E(IB) .

Se X e Y sao varidveis aleatdrias simples 20
e independentes a férmula decorre imediatamente da linea-
ridade de E e da validade da igualdade para indicadores.

Se X2 0 e Y =2 O sao independentes, se escolhem
0 < XnT X e O0xg YnT Y, simples, tais que Xn € indepen
dente de 'ﬁn,V(nqm) (as varidveis definidas na segao
5.3, tém esta propriedade).
Temos

EXY

l;m E(XnYn) = lim (Exn)(EYn) =

(1im Exn)(lim EYn) = (EX)(EY).

b) Sejam agora X e Y arbitrdrias, Escrevemos

e portanto
Xy = (xt-x7)(¥*-y") = (x*Y" + x7Y7) - (x*yT o+ XYY

como X',Xx™, Y' e Y  sfio integrdveis e X'Y',

x"Y", x*Y", Xx"Y* sfo pares racionais independentes, re~-
sulta pela primeira parte, que X'Y' + X"Y" e X"Y' s2o
integrdveis. Portanto a diferenga (quer dizer XY) € in-

tegrdvel e temos



-98-

EXY

E(x*Yt + ¥Y7) - E(x*Y” « x7YY) =

(ex*)(EY") + (EX7)(BEY") - (EX")(BY") - (EX7)(EY') =

(ex*)(EY*-EY"] - EX"[EY'-EY"] =

[eY*-EY"][EX*-EX™] = (EX)(EY)

Sejam agora X e Y duas varidveis aleatdrias

tais que EX2 < » e EY2 < o,

COROLARIO 6.3.3 - Se X e Y sao independentes, entao

var(X+Y) = var(X) + var(Y).

Demonstragdo: Pelo Coroldrio 6.3.1 var(X+Y) € finita.

Pela Proposigao 6.3.4 c) temos
2 2 2 .2
var(X+Y) = E(X+Y)® - (EX+EY)“ = EX“+EY 42EXY -
- (8x)? - (EY)? - 2(EX)(EY).

Como EXY = EXEY, a dltima expressfio é igual a

EX? + EY? - (BX)? - (BEY)? = var(X) + var(Y)

novamente pela Proposigao 6.3.4 c).
Por indugdo, éste coroldrio & generalizado ao se-
éuinte
COROLARIO 6.3.4 - Se XirveeerX sao varidveis aleatdrias
independentés tais que E X2 < o

’
. n n i
i=1,2,...,n, entao var(izl Xi) = 121 var(xi).

Vamos agora calcular as varidncias de algumas dis-

tribuigbes conhecidas.
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6.4 - Exemplos

EXEMPLO 6.4.1 (Distribuigao de Poisson).

Calculamos primeiro

© .=\, k ® “A, k-1
2 2 6 ")\ _ e A _
- T S I
© oMy k-1 e b=y k-1
= Z (k-1
l{k=l( ) -0+ * k-l Zk- ) 1 } =
© L =A J © e-)\x\j
= A 4 _A Z —} =
{jig v 7 j=0 3! ]
=AM + 1} =A% 4.
Portanto

var(X) = EX® - (Ex)2 =220 -2 2

EXEMPLO 6.4.2 - (Distribuigdo geométrica)

(-] (-]
2 k-1 2 kel
EX* = L k = I x3(1-
K ¥ pa p L x"(1-p)
Consideremos
2 @™ @®
d ( T (1 k+1l -1
— -p) ) = k+1)k(1- =
dp2 -1 k- ( Yk ( P)k

hat 2 k-1 - k-1l
= I k“(1- "t + T k(1- -
= (1-p) £ (1-p)

Multiplicando por p temos

2 @® -]
d k+1 2 k=1
p—( I (1-p = I k 1-
dp2 k=1( ) ) k=1 p(1-p)
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Portanto
2 2
2 e .2 k-1 d® ((1-p) 1
EX® = . k 1= = —_— -—
w2y ¥ p(1-p) P 3(5=) -5
“Jap__ -
2
3
2 1 2 1
=P3 -3 = 2o
P p
Resulta entao que
» _ R 1 1 _1-p _ g
var(X) == - 5 -5 =% ==5 .
P P P 1Y

EXEMPLO 6.4.3 - (Distribuiglo binomial)
n

Seja X = I X onde as X, sfo independentes e
i=1 "1 1

idénticamente distribuidas p[xi=1] =p p[xi=o] = l-p=q.

Temos pelo Coroldrio 6.3.4

n n
var( El Xi) = iil var(xi) =n var(xl)

i
2
agora como Xl = xl resulta que
2 2 2 2
var X, = EX] - (EX,)" = EX; - (EX;)" = p-p° = pq

Portanto

n
var( Z Xi) = npq .
i=1

EXEMPLO 6.4.4 - (Distribuigho de Pascal)

Seja X = X; +...+ X onde as X, sao independen

tes, idénticamente distribuidas em lei comum geométrica

com parametro p. Temos pelo Coroldrio 6.3.4
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r
var(X) = var( I Xi) =r var(Xl) = E;;— .

A dltima igualdade segue do Exemplo 6.4.2.

6.5 - A Desigualdade de Markov

Seja A S R, X uma varidvel aleotdria sobre

(q,p), f:tR+ R, £ 20 e f 2 I,. Temos o seguinte lema.

LEMA 6.5.1 - P[(x€A] < Ef(X) .

Demonstracao:

P(xeA] = E(I,°X) s E(feX) = Ef(X)

Déste inocente lema se deduzem vdrias desigualda=-
des muito Udteis na Teoria de Probabilidades; uma das mais
usuais estd contida na seguinte proposigéo.

PROPOSIGAO 6.5.1 - (Desigualdade de Markov)
Seja X wuma varidvel aleotdria sdbre (Q,P).
a) giR+ R, g=20, g(x) 0 se x>0, g €& par e ndo
decrescente em [0,+»). Entlo Ye > 0, P[|X]| 2 €] s
gle
b) g:R+ -+ m*, g(x) >0 se x>0, g nfo decrescente

- Eg(x)
em O,4+). Entao P{Xze] < o
[ ’ ) [ ] g ef

Demonstracdo: a) I{x:lx]Ze] S-E%;T (porque se |x| 2 €,
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g(x) = g(|x|) 2 g(e)) e portanto pelo Lema 6.5.1

P[[X]ze]SE[éf]:% .

b I < £ e a desigualdade segue como em a).,
{x:x=2€} g(e)

r
COROLARIO 6.5.1 - ¥r > 0, Ve > 0, P[|X|ze] < Eﬂ%;L_ .

€

Demonstraglo: tome g(X) = |Xx|¥ .

COROLARIO 6.5.2 - (Desigualdade de Chebychev)

Seja X uma varidvel aleatroia com média H.
Entdo P[|X-u|ze] S_Xigiél .
e
Demonstragfo: Seja Y = X-u e g(y) = y2. Entio

EY? _ E(X-u)? _ var(x)
2 - 2

€ € €

P[ [X-u|ze] <

COROLARIO 6.5.2 - Se X & uma varidvel aleotdria com va-
ridncia finita (u = EX), eéntlo

var(X)

Ve >0, P[X=2 pu+e] < 5
e + var(X)

var(X)

P[X s y-e] <
e + var(X)

Demonstracfo: Temos

(x-b)?

¥ b < u+e 3
(M+e-Db)

I{X:X2u+e} s

(Vver figura 6.5.1)
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i
T T

b u u+e

Figura 6.5.1

Portanto

E(X-b)? _ E(X-u+u-b)?

- p[ Xz
e o) T (nebon)?

_ var(x) + (U-bﬁ Vb < u+e
(u+e-b)2

queremos agora escolher b que torne minima a dltima ex-

pressao. Derivando com respeito a b, obtemos que o mini-

_ var(X)

mo ocorre no ponto bo =M e

Substituindo éste valor na dltima expressao obtemos

var(X) + [u - (H-Yggﬁz))lz
e — oz

_ varSX!

32+var(x)

Plx=y+e] <
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0o que prova a primeira desigualdade. A outra se deduz da

mesma forma.

6.6 - Aplicagao ao Teorema de Wierstrass

Sejam b (x) = (M pk(l-p)n-k os coeficientes
n,p k
binomiais sobre {0,1,...,n} e B p @ distribuigao bingo
H

mial induzida. Seja
2 n,p
1

k
em {O, Sr 5 reeer 1} tal que un’p(ﬁ) = bn’p(k). Se

uma distribuigao concentrada

f:0 + R e A<, definimos (osf)(A) = sup[h(ﬁ_f(ﬁl;éﬁ}‘

n
Se f:[0,1] + R, entdo /'fdun p = kZO f(n)bn p(k) =
’ = ’

’

iy ky,(ny_k n-k
= I £()()p (1-p) é um polindmio em p de grau n
onde os coeficientes dependem de k,n e f(O),f(%),...,
£(1).
TEOREMA 6.6.1 (Wierstrass) - Seja f:[0,1] + R contfnua.
Entdo, Ye.> 0, P, polindmio tal que

sup |f(x)-P(x)]| < e.
Osx<1

Notas Déste teorema se deduz imediatamente que a aproxima
950 uniforme por polindmios & vdlida em qualquer in

tervalo [a,b].

Demonstracio: Vamos demonstrar que lim sup Iffdgn ~£(p)|=
e O<p<l 24
= 0 o0 que provard o resultado.
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|jrfdun,p - £f(p)| = [/1f-f(p)]dun,p|

< flee@lan, o= [ ler@)lan, Lo [ Ier(e) g,

{x:|x-p|se] {x:|x-p|>e]

< (os £X{=x:

x-plse}) + 2 sup |£(x)] M p{x:lx-pl>e}
Osx<1 !

= s f)({x:|x-p|se}) + 2 sup |f(x)] B p{kxlk-np[>en]
Osx<1 !

Chebychev

< (os fX{x:

1
x-p|se}) + 2 sup |f(x)|———§——— .
Osx<1 4e®n

Portanto, temos para todo e > O

lim sup l/rfdun p-f(p)l < sup bs fX{x.|x-plse}) .
n Osp<l ! O<ps1l

Como f €& continua e uniformemente continua

sup (s f)({x:|x-p|se})—=0
O<ps1l e+0

(Esta dltima expressdo é equivalente & continuidade unifor

me).

EXERCICIOS

1. Provar a Proposigao 6.1.6
2, Provar que se E|Y| <= e Anl @ entao

/A |Y|aP = E|Y|I ‘o.

n An



-106~

3. Calcular a média e a varidncia da distribuigao unifor-

me. (Sugestéo: 12422 ...+ n? = %-{n(n+l)(2n+l)}).

4, Sejam XjeooX varidveis aleatdrias independentes i=-
denticamente distribuidas com lei comum igual a Paisson
com parametro 1.

n
Seja Y = TT X. .
n j=1 1
Calcular:

a) E Y
b) var(Yn)
c) P[Yn=0] .

5. Se X & uma varidvel aleatdria tal que |X| < 1 entéo

¥ e>0 Pl|x|ze] 2 EX® - &2 (Kolmogorov).

6. Se {A} € uma sucessdo de conjuntos, defini

n=1,2,.-.

n Sn
Sn = i-z=l IAi e Yn = T

Entdo ¥e > 0

P[IYn-EYnl 2 €] 4 0 se e somente se var(Yn) + 0.

7. Provar que a média da distribuiglo hipergeométrica (com

n,r
’ 1

parametros n,,n,,r; r < n;, r < n2) € (nl+n25 *

8. (Entropia). Seja P uma probabilidade sdbre

a = {ml,...,wn} tal que p, = P([wi}) >0 i=1,..,n.
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Definimos

n 1
H(P) = T p, log — .
i=1 1 Pj

0 nimero H(P) €& chamado a entropia de P.
Se Q € outra probabilidade sdbre Qn (com
q = Q({wi}) > 0) definimos

p(P,Q) = 129

Provar

a) D(P,Q) 20 e D(P,Q) =0

se e somente se P = Q.
1 -
b) Se py = 5 i=1,..,n entdo

Y Q@ H(Q) < H(P) = 1log(N)

c) Se Q. ={uj,eeeyu} e f:0 - Or
e sdbre entao

H(pf'l) s H(P)
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CAPITULO 7
VETORES ALEATORIOS

7.1 - Propriedades bdsicas

DEFINIGAO 7.1.1 - Seja (Q,P) um espago de probabilidades

e R" = {(xys+00sx ):x,€R}. TOda fungdo

X:0 + R® & chamada um vetor aleatdrio (n-dimensional).

. n [ .
Seja T :R" 4+ R a fungdo (xpeeesx )i x;, 1si<n,

e X, =m,o0 X, l<isn.
R 1

DEFINIGAO 7.1.2 - A fungao A+ P[X€A] definida para to-

do A< R® & chamada distribuigdo do

vetor aleatdério X (também distribuigho conjunta). A dis

tribuigldo do vetor aleatdrio X serd denotada com £(X).

DEFINIGAO 7.1.3 - As distribuigbes das X;» 1< isn, sao

chamadas distribuicbes marginais. Sejam

{x.,4%,,500+} 08 valores da varidvel aleatdria X,. Os

i1l’"iz i

possiveis valores de X = (xl,...,xn) estio contidos no

conjunto {(xlj TEEFE S ):l < iy < = lci<n}. Como no ca
1 n

Ky : . -
so de varidveis aleatdrias, a fungao

(xljl,...,xnjn)»—f>P[X = (xljl"'°’xnjn)] determina £ (X).
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Vamos denotar essa fungao por

Pol(Xy, seeeyx )
X lJl njn

(Note que o valor de Py vai ser muito freqllentemente
igual a O em geral), Também determina as leis £(Xi),

1< i< n, porque

—
P[Xi=xij] = 2 P[x=(xijl'“"xidqj—l’xij'xi+l’Ji+1’

Jqrmerdg_pdjqpreeesd
1 i-1 Yisl n ’e "xndn)]

= E px(xljl’""xi-l,j—l’xij'xi+Lj+1"'"xhjz
‘jl"""]i-l' Ji+l yeoe h]n

. . . «
O conhecimento da distribuigao conjunta de n va-
.’ . ’ . . ’ .
riaveis aleatorias e o instrumento necessario para calcu=-

lar a distribuigdo de fungdes do vetor aleatdrio
n

X.yseeeyX como or exemplo z X, max X, min X,
( 1 ’ n)! y P P ) is1 i? 15350 1! 1< i<n i

n
iillxil, etc.

EXEMPLO 7.1l.1 - Consideremos a distribuigdo conjunta da

figura correspondente ao vetor (X,Y).

34

2d>l/6 o 1/4
(Figura 7.1.1)
1L o 1/6 o 1/k

[
~
o
o
=
T
-
(W
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As seguintes tabelas ddo a distribuigdo de algumas

fungdes de (X,Y).

X+Y valores |distribuicdo
o] 1/6
2 2/6
3 1/4
4 1/4

vy valores |distribuicdo
1/6
1 1/6
2 5/12
3 1/4

XAY valores [distribuicdo
o 1/3
1 2/3

X valores |distribuigéo
o] 1/3
1 5/12
3 1/4

Y valores distribuicdo
0 - 1/6
1 5/12
2 5/12
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7.2 - Distribuiglo conjunta de varidveis aleatdrias inde-

pendentes.,

Se jam xl,...,xn n varidveis aleatdrias indepen-

i

A relagdo entre a distribuiglo conjunta e as distribuigdes

dentes, os valores de X, sao o conjunto {xi ' Xy yeeel)a
1 2

marginais estd dada pela Proposigéo 5.4.1.
Reescreveremos essa proposigdo da seguinte forma:

PROPOSIQAO 7.2.1 - As varidveis xl,...,xn sao indepen-

dentes se e somente se

n
pX(xljl’ e !xnjn) = izrlpxi(xi'ji)

Dizemos entao que a distribuigao conjunta € o "pro

duto" das distribuigdes marginais.

7.3 - Distribuigdes condicionais

Vamos considerar um vetor bidimensional (X,Y).
Sejam os valores possiveis de X e Y os conjuntos

{xl:xzo-OO}, {yl,yz....}.

DEFINIGAO 7.3.1 - A fungio (xi,yj)HP[Y=yle=xi] se
P[X=xi] >0 e O se P[X=xi] =0 &

chamada distribuicfo condicional de Y dado X.
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O valor desta fungéo no ponto (xi,yj) serd deno-
tado por u(xi;{yj]). Note que para cada x;, tal que
P[x=xi] > 0, § u(xi,{yj}) - 1, e portanto € uma probabi-

lirdade sobre {Yl’y2”"} tal que no conjunto A vale

u(xi;A)(dsz) ZE; u(xi;{yj]\ = PlY € AlX = x;] .
{j5Yj€A}

E conveniente as vézes definir a nogdo de distri-
buigdo condicional de uma maneira um pouco diferente.
Seja Q uma probabilidade sdbre {yl,yz,...} determinada
pela sucessao q; = Q({Yi}). Definimos

P[Y:yj]X=xi] se P[X:xi] >0

a(xi;{yj})
Q({7,}) se Plx=x;] =0

e agora ﬁ(xi;A)

Z: a(xi;{Y.}) € uma probabilida
{3:7 €A} J
de. sobre {yl,yz,...} para todo X; i=1,2,40.

Dada a distribuigdo de Y, dado X e a distribui=-
GZ%o0 de X, a distribuig@o de Y estd determinada pela

fdérmula contida na seguinte

PROPOSIGAO 7.3.1:
Plyea) = I m(x;5a)py(x;)

Nota: a mesma fdérmula é vdlida com U substituida por m.
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Demonstracao:
plyea] = L\__ P([YeAln[x=x,]) =
{i:py(x,)>0]}
= Z‘ P[YEA X=x ) =
{1:p4(x;)>0] | X=x; Ty (x;
= X, 3 b. 4N = x. 3 x. .
(11 (%, )>0] u(xy34)py(x;) £ u(x;54)py(x,)

7.4 - Expectdncia condicional

Seja Y uma varidvel aleatdria integrdvel e

Ac N com P(A) > 0,

DEFINIGAO 7.4.1 - O nimero E(Y|A) = E%KT' f Y dP € cha
- A

mado expectdncia condicional de Y dado

A (como Y & integrdvel, éste numero estd bem definido).

Intuitivamente a E(Y|A) € o valor médio esperado

de Y se A ocorreu.
Seja agora X outra varidvel aleatdria com valo=-

res {xl'x2""}'

PEFINIGAO 7.4.2 - A varidvel aleatdria

B(rlx) = 2. m(r|ixex,))T

{11py(x;)>0} (x=x,]

€ chamada expectdncia condicional de Y dado X.
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Intuitivamente ela dd para cada valor de X o va-
lor médio esperado de Y.

Se jam {yl,yz,...} os valores de Y.

DEFINIGAO 7.4.3 - Afungdo x,—Z Y5 u(xi,{yj}) € chama-
J

da funclo de regressido de Y sobre X.

A seguinte proposigao contém uma lista das princi-

pais propriedades da expectancia condicional.

Nota: Se escolhemos Q tal que I qj|yj| < » poderiamos
J

usar | em lugar de J na Definigao 7.4.3. Se cha

mamos é a fungao obtida usando ﬁ a parte a) da Propo-

'siglo 7.4.1 é vdlida quase certamente.

PROPOSIGAO 7.4.1 - Seja Y integrdvel

a) Se g ¢ a funglo de regressdo de Y sdbre X, en-
tdo E(Y/X) = goX.

b) E(s|X) =1

c) E(CY|X) = CE(Y|X)

d) E(Y+z|X) = E(Y|X) + E(Z|X)

e) E(E(Y|X)) = EY

f) E(h(X)Y|X) = h(X) E(Y|X) (aqui se supde que E h(xf<
< ® e que EY? < », e portanto h(X).Y € integrd-

vel. Ver anexo 2).

Demonstracio: b), c) e d) decorrem imediatamente das pro=
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priedades correspondentes para expectancia.

a) E(Y|X) = ZE; Ffi%ETT(,[ YAP) Iy x ] =

{i:px(xi)>0} 1 [X=x;]

l (-]
Z P[X:xi] JIl:X:Xi] (Jil yj I[Y:y—'j])dp I[X:xi]=

{410y (x;)>0)

' 1
{i:px(Zx‘)>o} P X:xi] (§ Yj P(X:xi.Y=YJ-])IEX=xi] =
1

Z (Z y; PlY=y |X=x;])I

{i:pg(xy)>0} [X=xy]

(2 vy, ulxsly )Ty
{isz(Xi)>O} J J [x 1]

e(x; )Ty = ; =goX .
{i=é§;xi)>o} (X=x;1 7 i=1

e) EE(Y|X)

=x, (/ ydp)p[x=xi] -
{i:px(xi)>o} P[x_ il [x=

> [ we- /U[X“i]

{i:px(xi)>0} [X=$i]

J/ YdP.

0

{11py(x,;)>0}

Esta Udltima igualdade decorre do fato de que

P{w:pX(X(W’)) = 0} =



1]
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E(h(X)Y|X) = i h(X)YdP)I =
(h(x)Y|x) {i:pz(x.)>0}P[X=xi] ;{X=xi]) [x=x, ]
Png;)] ( de)I[X—x ]

{420 (x4 )>0] [xex,] | X=Xy

{i:py(x;)>0] P[X"‘ 1] (f[x-mp)I i])(‘vi h("i)I[kxil)

E(Y|X) n(x).

A seguinte proposigao contém uma das propriedades

mais importantes da expectdncia condicional.

Suponhamos que se quer predizer Y usando X.

Mais precisamente, se deseja deterinar uma fung&o h tal

que

do.

h(X) seja o "melhor" preditor de Y, em algum senti-

Bste sentido vai ser o de distdncia quadrada média.

Significa que queremos determinar h de tal forma que

E(Y-h(X))2 seja minima.

A proposigao nos diz que tal fungao existe e &

igual a4 fungdo de regressdo de Y sobre X.

PROPOSIGAO 7.4.2 - Seja Y tal que EY? < ». Eutho

E(Y|X) = g(X) & tal que YV h

E(Y - n(x))? 2 E(Y - B(Y]|X))?

Demonstracao:

E(Y - n(x))? = B(Y - E(Y|X)+E(Y|X) - n(X))? =
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= E(Y - E(Y|Xx))? + [B(Y|X) - h(X)]? +

+ 2 E{(Y - E(Y|X)) (E(Y|X) - n(X)))}.

Como E(Y|X) - h(X) = (g=h)eX & uma fungho de X

¢

o terceiro térmo do membro direito & igual a (Proposigho

7.4.1, £))
2 [E(Y[X) - n(x)JE(Y --E(Y|X))

Mais E(Y - E(Y|X))

EY - E E(Y|X) = EY - EY = O

(a primeira igualdade decorre da Proposigo 7.4.1 e) e d)
e a segunda da Proposigao 7.4.1 e)).

Portanto
E(Y-h(x))2 = E[Y-E(Y[x)]2+[E(Y|x) - h(x)]2 2 E(Y.E(Y|‘x))2

que € o resultado desejado.

Outra nog&o que é de utilidade & a de variincia

condicional.

DEFINIGAO 7.4.4 - Seja Y +tal que EY? < . A varidvel
aleatdria var(Y|X) = E(YZ{X) - (E(Y1X)2

€ chamada varidncia condicional de Y dado X.

A seguinte proposig&o indica as propriedades funda

0] « N 3 . I
mentais das variancias condicionais.
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PROPOSIGAO 7.4.3
a) wvar(Y|X) =L [§ Yi u(xi;{yj}) - g Y u(xi;{yj})]ID&ﬁj
b) var(Y) = E var(Y|X) + E(E(Y|X) - EY)?

Demonstragdo: a) A demonstragdo é semelhante a da parte

a) da Proposigdo 7.4.1.

b) var(Y) = E(Yz) - (EY)2 = E{E(YZYX)-(E(Y|X))2] +

+ E(E(Y|X))? - (EY)? = E var(Y|X)+E(E(Y|X)-E(¥)]?

Em continuaglo exemplificamos as nogdes introduzidas até

agora.

EXEMPLO 7.4.1 - Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias
independentes tais que £ (X) e Poisson
com pardmetro A > O e £.Y) e Poisson com pardmetro

M > O, Calcular:

a) a distribuiglo condicional de X dado X+Y,
b) a fungdo de regressdo dé X dado X+Y,

c) E(X|X+Y)

d) var(Y|X)

e) verifique a fdérmula contida na Proposigao 7.4.3 b).

Solugaox Vamos determinar primeiro a distribuigao conjun-

tade X e Y e a distribuiglo de X+Y.
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FONNE BT, |
M

py,y(ird) = P[X=1,Y=5] == 5T
i=0,l,o.o
.=O’l.'o-
Agora P[X+Y=t] = 'Zo P(X=i,Y=t-i] =
1=
f e-xki et&pt-i - e-(k+u) t (t)ki ut-i -
i=0 i1(t-1i)! t! j=0 ‘i
-(A+u)
t
= g_fT—_7(x+U) .

Portanto a distribuigdo de X+Y e Poisson com pardmetro

A+l
a) u(t;{i}) = P[X=i|X+Y=t] = g%%;i;::f'il
- oMt oM -t 4 _(t Aot
il(t-i)!e-(x+u)(k+uf T )it

t A Wi, p (te-d
= (i) (x+u) (X:ﬁo
para O < i< t t=0,1,...
Portanto a distribuigao condicional de X dado
¢ s . a A o
X+Y € binomial com parametro —KIE_' Isto significa que
b A (i) O0sis t

A+
(t;{i}) = . < s
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; - A A
(média de uma distribuigao binomial com parametros t,{:;)

¢) E(X|X+Y) = go (X+Y) = (__f”f_).x )
+u
t .2 T v . Vs 2 _ tAu _
d) iZO i% u(t;{4i}) - [igol u(t;{il})] acymIvni
- tAM
(A +1)?
Portanto
var(X|X+Y) = (X+Y)Ay
| (A+u)?
e) var(X) = A
(X+Y)Au } [(X+Y)X Jz _
E|A——t= |+ E |-—— - | =
t(’\ﬂ-l) A+
o (r)du | E[X[(xw)-(uu)] 2 _
(A+a)? A +u
A A2
= X:L + (x+u)2 var(X+Y) =
YV S UH UL VVE: S X (' I
A+l (A+H)2 (A+u) Atp ) A .

7.5 - Predigdo linear

Dado um vetor aleatdrio (X,Y) vamos estudar ago-
ra o problema de encontrar o "melhor" preditor linear de

Y no sentido de que minimize a distdncia quadrada média
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esperada. Antes de dar resposta a ésse problema vamos in-

troduzir vdrias definigbes prévias. Nesta segao vamos su-
2 2

por que EX° < o, EY <o e que var(X) >0 e var(Y)>0

para evitar casos triviais.

DEFINIGAO 7.5.1 - O nimero E(X-EX)(Y-EY) & chamado cova-

ridncia de X e Y e € denotado por

cov(X,Y). Note que se L2 denota o espago das varidveis

aleatdrias tais que EX2 < o entao a covariancia € uma
fungdo de L, X L, em R.
0 fato de que a covaridncia existe € uma conseqlién
cia da desigualdade de Cauchy-Schwarz contida no Anexo 2.
A fungao cov:szL2 — R tem as seguintes proprige
dades

PROPOSIGAO 7.5.1

a) cov(X,Y) = E(XY) - (EX)(EY)

b) cov(X,Y) = cov(Y,X) (cov € simétrica)

c) Se var(X) = 0 (ou var(Y) 0) entao cov(X,Y) =0

d) cov e bilineal (cov(aX,Y) = a cov(X,Y) para a € R,

e cov(X+Z,Y) = cov(X,Y) + cov(z,Y)
X,Y,Z varidveis aleatdrias em L2.

Demonstracgio:

a) cov(X,Y) = E(X-EX)(Y-EY)

E[XY- (EX)Y-(EY)X+(EX) (EY)] =
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= E XY - (EX)(EY).
b) Decorre imediatamente de a).

c) Decorre de a) e do fato de que se var(X) = O entdo

X = EX, com probabilidade 1.

d) cov(aX,Y) = E(aX)Y - E(aX)EY = a[E(XY)-(EX)(EY)] =

a cov(X,Y)
cov(X+2,Y) = E(X+Z)Y - E(X+Z)EY = EXY + EZY -

- (EX)(EY) - (EZ)(EY) = cov(X,Y) + cov(Z,Y)

DEFINIGAO 7.5.2 - Se cov(X,Y) =0, X e Y sho ditas

- .
nao-correlacionadas.

Py y = Eggigizl é chamado o
! XY

coeficiente de correlagdo entre X e Y.

DEFINIGAO 7.5.3 - O nudmero

2 X-EX\ ;Y=-EY, 2 X-EX\2 _  Y-EY\2
Nota: Como Ipl = IE(T;_)(U_—)l < E(T—) E('o——)

resulta que |p]| s 1.

(Ver desigualdade de Cauchy-Schwarz no Anexo 2).

PROPOSIGAO 7.5.2 - Se E(Xi) <, 1< i< n.

n n
var( £ X.,) = I wvar(X.) + £ cov(X.,X.).
(B, %) = I, ver(x) + B covix; x))

n n 2
Demonstracdo: var( £ X.) = E[ £ (X.-EX, =
¢ (E %) = o0 £ (xg-mx,))

n
2
= iil E(X,-EX;)" + I E(Xi-EXi)(Xj - Exj) =

i3
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n
'M:;
=

var(X,) + 2 I cov(X.,X
1 i<j 1

) .

i= J

. -~
Vamos agora resolver o problema enunciado no come-

go desta segao. Suponhamos que EX = EY = O, var(X) =

= var(Y) l. Queremos encontrar a e B tais que

E(Y - aX - a)2 seja minimo. Agora E(Y-ax.s)2 = E(Y-ax)2+

2 2 2

+ B2 = EY® - 20E(XY) + a’E(x?) + 82 = 1-2ap, o+ o+ B,
’

Claramente € conveniente tomar g = O. Esta dltima
expressao (completando o quadrado) € igual a
(c )

+ 1 2
Px,y - Px,y

e portanto o minimo se obtém tomando

a=p e B =0,
XY

0 valor de E(Y-G.X-B)2 para éste particular par
€ 1-p2.

0 caso geral € resolvido reduzindo o mesmo ao caso

anterior. Sejam

=0 ' = ]
Y Y Y' + EY X cx X' + EX

onde EX!' = EY' = 0, var(X') = var(Y') = 1.

Entlo

E(Y-aX-b)?

2
E(Y'o, + EY - a0, X' - aBX - b)" =

ao - - b.2
- o2 5y - 27Xy, , BY - aEX - b

Y Oy
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ag
Quando a e b variam X ¢ EX -~aEX - b varrem to

g
Oy Y
dos os possiveis pares de numeros reais e, portanto, o mi

nimo se obtém tomando

aO‘X
—2 = p e EY - aEX = b = 0
ag
Y
ou seja
oYp .
i = e b = EY - 4EX .
9%

PROPOSIGAO 7.5.3

a) PaX+b,cY+d - sgn(ac)pX’Y se (ac) £ 0

b) Se 1 entlo Y = 4X+b com probabilidade 1.

lPx, vl

Demonstracgao:

cov(aX+b,cY+d) _ cov(aX,cY) _
= = =

a) an+b,cY+d

%ax+b Tcy+d Ialoxlch
ac cov(X,Y) _
Talle] 0,0 ’ = sgn(ac)pX,Y

XY
a segunda e a terceira igualdades decorrem das proprieda-

des ca covariancia contidas na Proposigao 7.5.1.

b) Dado X e Y definimos X' = X;EX e Y' = Y;EY .
X Y
Px,y = 1 implica Pyr,yr = 1, pela parte a).

Como E(Y‘-pX')2 = l-pz, lp] = 1 implica l-p2 =0

e, portanto, Y'-pX' = O com probabilidade 1 e desta iden

tidade decorre a parte b) imediatamente.
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7.6 - Independéncia de Vetores aleatdrios

DEFINIGAO 7.6.1 - Seja {xa} uma famflia de vetores
acl
aleatdrios (com valores em R"). Dize-

mos que sfo independentes se

n
Vul,az,...,an, VAl,...,An, (Ai SR, 1< i< n)

. n
p[xOL € A, 1lsi<n] = T7

i i i=1

P[xCle € Al

Note-se que a definigdo & similar a de independén-
cia de varidveis aleatdrias (os conjuntos A; agora sao
subconjuntos de Rn). A grande maioria das proposigoes re
ferentes a varidveis aleatdrias podem ser generalizadas
para cobrir o caso de vetores aleatdrios. Nés n3o vamos
utilizar essas generalizagdes. Para efeito dé ser usada
na segdo seguinte s§ vamos observar que se W € uma dis-
tribuigdo em R™ & possfvel construir vetores aleatdrios
xl,xz,...,xk tais que sf@o independentes e S(Xi) = U pa-
ra todo 1< i < k. A demonstragao é/igual a corresponden
te para varidveis aleatdrias. (Ver Proposigio 4.4.1).

Também fungdes de vetores independentes sio independentes

(Vver Proposiglio 5.4.3).
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7.7 - Mais sObre as distribuigbes de Poisson e Binomial

Consideremos a seguinte distribuigao conjunta das

varidveis V e W.

! -p -p_gf -p p° -p p~
lj e.p P 9: 2 9' T ? k!
e P-(1-p)
0,6 } ' } }
l-p — 1 2 3 k v

Figura 7.7.1

PROPOSIGAO 7.7.1 - £(V) e Poisson com pardmetro p,

£(W) e binomial (1,p) e P(VEW) s p2.

Demonstragdo: As duas primeiras afirmagdes sfo facilmente

verificdveis.
Agora
P(VAW) = 1-(1-p) - ¢ Pp = p-e™Pp = p[1-e7"P] .

Como e P 2 l-p a dltima expressao € menor ou

igual a

pl1-(1-p)] = p°

que € o resultado desejado.

Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias que tém

0os mesmos valores {xl,xz,...}.
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PROPOSIGAO 7.7.2

ERENCRENCRIE e,

Demonstracgio: Seja B = [i:px(xi) > pY(xi)i e

A= {x;:1i € B}. Como 1 = izl px(xi) =

(=] ©
iil pY(xi) é fdcil ver que iil]px(xi)-pY(xi)l =

2 igB Py(x;) = py(x;) =~ 2[P(xcA) - P(¥ea)] =

2[P(X€A,X=Y) + P(X€A,X£Y) - P(YeA,X£Y) - P(YeA,X=y)] =

2[P(X€A,XAY) - P(YEA,X£Y)]s2P(XeA,X£AY) < 2P[ X£Y].

Consideramos agora uma distribuigdo de Poisson com

-np k
- e n
pardmetro np (pnp(k) = 3 k=0,1,...) e uma
distribuigéo binomial com parametros n e p
n k n-k
(bn,p(k) = (k) P g k=0,1,...,n, @ O se k > n).

Temos o seguinte importante resultado.

PROPOSIGAO 7.7.3

@

by, p(k)=p (k)| = 2np

(e portanto se np € limitado (por exemplo np + A) e
@

p~ O, Eo Ibn’p(k)-pnp(k)l + 0).

Demonstragio: Sejam (Vl,Wl),...,(Vn,Wn) vetores aleatd-
rios independentes todos com a distribuigido

da Figura 7.7.l1. Entlo como ViaVoseea,V sdo independen
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n
tes £( Z Vi) é Poisson np. (Ver Exemplo 7.4.1).
i=1

n
Igualmente .\:(_El wi) e Binomial n,p.
1=

Pela Proposigdo 7.7.2 temos

I [b, ()-p, ()| = 28l

n
V. z W,
k=0 # = ]

i 2 i=1 %

nes

i

< 2P(‘U1[V:L Aw]) =2 i}El P(V, £ W) = 2np? .

Nota: Nao € diffcil provar com métodos elementares que

z

k lbn’p(k)-pnp(k)l < 4p (Ver [5]). Também & cer-

(0]
@©
to que k_E__Olbn,p(k)-pnp(k)l < 3p mas a prova € mais com-

plicada. Para resultados mais elaborados ver [8].

EXERCICIOS

1. Provar que o melhor preditor constante em disténcia mé
dia quadrada de uma varidvel aleatdria X com EX2 <o

e a constante EX.

2, Provar que para todo A <€, Y dintegrdvel

/AYdP = / E(Y|X)dP

A
3. Suponhamos que a varidvel aleatdria X +tem uma distri-
buigéo de Pascal com‘parémetro 2. Seja ® o tempo ao
qual observa-se a primeira cara. Calcular a distribuigéo

condicional de ¥ dado X.
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4., Se a distribuiglo de X e Poisson com pardmetro A >0,
e a distribuigdo condicional de Y dado X e Poisson

com pardmetro A > 0, qual € a distﬂibuig&o de Y?

~
a

5. Se Y = 4X + b provar que cov(Y-¥,X) = O.
6. Se Xiveoor X nao sdo correlacionadas entfo

n
var(iEl a X, + bix =

nesys

2
a; wvar(X,)
j=1 & i

7. a) Provar que se X e Y sao independentes entdo nao
sao correlacionadas.

b) Seja X wuma varidvel aleatdria tal que &£(X) &
simétrica. (£(X)(A) = £(X)(-A)). Seja g:R =+ R uma
fungao par. Entdo

cov(X,g(Xx)) = 0

(E em geral X e g(X) nho sdo independentes).

8. [og =0yl s 0 <0, +0

9. Calcular a reta de regressio de Y sGbre X e a fun-

gdo de regressdao de Y sdbre X para a distribuigao

conjunta da figura.
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1
L eenveea—=--0 n
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1 T
]
L . 4 }
b4 1 2 3

10, Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias independen
tes ta#l que &£(X) & binomial (n,p) e £(Y) ¢€ bing
mial (m,p).
Calculkarx:.
a) A distribuigdo condicional de X dado X+Y.
b} A funglo de regressdo de X sébre X+Y.
c} B{x|x+Y)

d) Verificar que E[E(X|X+Y)] = EX.
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CAPITULO 8

INTRODUQRO A0 TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

s . s . Y [
O objetivo da presente segéo e introduzir a nogao
A . . . . o -
de convergencia em distribuigao e enunciar uma versao do
Teorema do Limite Central. Nio pretendemos dar nenhuma de
monstragéo geral déste importante resultado jd que cremos
’ '3 - Pd
que as técnicas usadas em sua demonstragao excedem o ni-
vel déste livro. Sua inclusfo aqui tem o propdsito de mos
trar que s se pretende estudar o comportamento limite de su
cessOes de distribuigdes hd necessidade de introduzir ne-
cessiriamente distribuigbes nfo concentradas em espagos

discretos como os estudados até agora.

8.1 - A distribuigido Normal

Consideremos a fungao 5

X
-5
e - < X < 4+

1

Van

f(x) =

Esta fungéo é chamada densidade normal e suas propriedades

. . o . . s @
mais importantes estao contidas na seguinte proposigao.
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PROPOSIGAO 8.1.1

a) £ €& par, e =20,
b) f & decrescentz em [0,+w).

c) f €& concava em [=-1,1] e convexa em {x:x 2 1}

e {xix < -1}.

4 +o
d) /( f(x)dx < » mais ainda // f(x)dx = 1.
-0 -0

Demonstraglo: a) e b) sio imediatas.

c) derivando f duas vézes temos f!'(x)

-xf(x)

f(x) = (iz-l)f(x). Portanto f"(x) <

o

se |x| s 1

e f"(x) >0 se |x|] >1 o que prova c).

e se x 2 1,

|

1

Jan

d) Como f & limitada e f(x) <

e
f f(x)dx < » e portanto
(8]

/0+mf(x)dx = 2£+mf(x)dx < o

4+
Para provar que // f(x)dx = 1 basta provar que

Lo

¥ +
(j/ f(x)dx)( /' f(y)dy) = 1. Mas o membro esquerdo
-0 /o

2.2
1 +® 4o = 5_%X_
€ igual a > j/ e dxdy. Passando a coordena-
-0 -0
das polares X = r cos @, Yy = Tr sen @ 0 r < o,
0s< @ < 2m, |%§%4g%1 = r temos que esta integral € iguwal
’

a



1 +o 21 - %— 4+ -5
_— /’ /’ e r dr dy = }/ e rdr =1 o0 que
21 0 0

prova d).

As vézes & importante poder dar rapidamente uma
cota superior para a cauda da distribuigéo normal e a ra-
pidez da convergéncia a 0. A seguinte proposigéo € dtil

para isso.

PROPOSIGAO 8.1.2

¥x >0 £§§l (l-lg) <}/+mf(x)dx < fix)
x x

Demonstracfo:

=) fm £(y) (1 + =5)ay

Yy

porque a derivada do membro direitc € igual & do membro
esquerdo (Teorema Fundamental do Cdlculo) e entlio éles di
ferem uma constante. Essa constante deve ser 0 porque am-
bos os membros convergem a O quando X 4 o,

De modo similar prova-se que

)G -5 = [ 200 - 2pay
X x y

Como °

j, £(y) (1 --2p)ay S// £(y)ay ﬁf £(y) (1 +-35)ay
x y

X DS y

o resultado estd provado.
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Vamos indicar a funglo

J_ f(y)dy por o¢(x) .

Da Proposigao 8.1.1 resulta imediatamente que ¢ € uma
funglo de distribuiglo. Valores aproximados de ¢ estio
contidos na Tabela n? 1, Note que dado que f ¢€ simétri-

ca séd os valores de ¢ para x 2 O sido necessdrios.

8.2 - Convergéncia em distribuigdo

Sejam F e {Fn}n=l,2,... uma fungdo de distri-

buigdo e uma sucess@o de fungdes de distribuiglio respecti
vamente.
DEFINIGAO 8.2.1 - Dizemos que Fn converge em distribui-
gdo a F (ou converge fracamente) se
Fn(t) + F(t) sempre o que t & um ponto de continuidade
de F. Se X sdo varidveis aleatdriascom fungdes de dis
tribuigao Fn dizemos que Xn converge em istribuigao
a F (e escrevemos S(Xn) + F) se as fungdes de distri-
buigdo Fn convergem fracamente a F.

E fdcil construir exemplos de fungbes de distribui

- . 2 . ’ > .
¢ao correspondentes a variaveis aleatorias discretas que

convergem a fungdes de distribuigido ndo discretas. Por e-
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2 -
xemplo se X  toma os valores {O,%,E,...,Eﬁl,i} com

probabilidades ﬁ%i e F_ & a funglo de distribuigio de

n
X entdo S(Xn) + F onde

1 t 21
F(t) = ¢t 0<t< 1
0 t <O

0 seguinte teorema pode ser utilizado para cons-
truir exemplos déste fendmeno embora seja claro porque
sua importdncia nfio reside nesse fato.

Seja X ,X5,... uma sucessao de varidveis aleatd-
rias independentes e idénticamente distribuidas com
Exi < o,

Seja u = EX; e o2 = var(Xl).

TEOREMA 8.2.1 (Teorema do limite central)

neap

X - ny b _%_
Va<b P |lasd=l T ¢ b]—’/ 1 . dx =
Va 0. a V2T

= ¢(b)-p(a) .

Vamos agora utilizar éste teorema em alguns exemplos par-

ticulares para calcular probabilidades aproximadamente.
Mais adiante vamos provar uma versio particular

déste teorema e ao mesmo tempo demonstrar que na fdrmula

de Stirling a constante e€ = Jam,
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EXEMPLO 8.2.1 - Consideremos a distribuigado da figura

1 &

31

n

1

5t

1

Edb T
(0] t

=

2 3
Se jam xl,xz,...,xso, 50 varidveis aleatdrias in-
dependentes e idénticamente distribuidas com a distribui-

géo da figura. Calcular aproximadamente a probabilidade

de que a soma seja < 55.

Solugdo: A média e a varidncia da distribuigdo da figura

sdo 1 e %—. Entao

50
50 L X -5
R T
- =
50 2
z, Xi - 50 1 . - %__
= P[ — < 1] £ dx = ¢(1) = 0.84
% ] L ey (1)

EXEMPLO 8.2,2 - Jogue uma moeda equilibrada 50 vézes.
Calcule aproximadamente
a) A probabilidade de que o numero de caras seja = 20 e

s que 30.
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b) A probabilidade de que o nimero de caras seja 23.

Soluglo: Seja X tal que £(X) ¢ binomial om parimetros.

509%‘-

P[20 < X < 30] = P[19,5 < X < 30,5] -

_ p[19:5-25 X - 25 _ 30,5 - 25
Vie  VER V32
1,56 _x2

2 ..
e ax = ¢(1,56) -
1,56 Jam

X-25.

= P[-1,56 < < 1,56] =

- ¢(-1,56) = 2¢(1,56)-1 = 0,88,

pPl22,5 < X < 23,5]

b) p[x=33]

22,5-25 _ X - 25 _ 23,5 = 259 _
Pl V%? < ¢§9 < VE%Q ] =
X - 25

ﬁ?z

jr ' —— = ¢(-0,43)-p(-0,71) =
e dx = ¢ WU ’ =
-0,71

k1]

p(-0,71 <

n

‘09 L‘B]

¢(0,71) - ¢(0,43) = 0,76 - 0,67 = 0,09.

Nota: A adigdo e a subtragido de 1/2 nos cdlculos efetua-

dos em a) e b) deve-se ao fato de que esta corregao
fornece uma melhor aproximagao ao valor verdadeiro da pro
babilidade. Esta corregdo sé é utilizada no caso da apro-

ximagdo normal & distribuiglo binomial.
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Voltamos agora ao Teorem: do Limite Central em uma
situagdo muito particular., Este € um dos primeiros teore-
mas limite da teoria das probabilidades e cremos que sua
demonstragdo € instrutiva.

TEOREMA 8.2.2 - Sejam X11X5 000 varidveis aleatdrias in-
1 1/2

dependentes X, = . Entao
i o 1/2
\7/x P[Sn_-_%_s x] ——¢ (x)
\/i n -9 o
I

e a constante e° da fdérmula de Stirling € igual a Nam,

Demonstracio: Vamos estudar primeiro o caso de n par.
N NS
Pln-x > < 52n < n+x Eﬂ =

Z P(s, = K]

n
n-xvg<k<n+fdg
definindo Jj = k-n temos que

P[[s, -n|< x \/%]: Z Pls, = n+j] .
|3]<x VB

1]

p l‘SZn-nl < x \/%]

Agora

. 2n 1 2n! 1
PESZn—n+J] (n+j) 220~ (n+j)1(n=-j)! 52n =
2n! n! n! 1
T nln! (n+j)! (n=j)! 52n

n(n- ees =+
= P[S,,=n] (n+j)(%2j-1§..f(i31)
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1
P(S,_=n] - =
2
n (1+J)(l+ )....( n-g+l)
= Pls, =n] '7’ ———i————
k=0 (1+-——)
j-l 1
Definimos An 3 = TT —
’ - —
k=0 (1+n_k)
Entao
log An,j =- .z log(1l + — ) .

Como 1log(l+x) = x(1+e(x)) para |x|] < 1 onde e(x) + 0

quando x -+ O nds temos

1 . .
log A, . = - b —%—-(l+e(nik)) .

Escolhamos € . tal que
n,J

; J J
min e(-%) < e .s max ¢ef )
Osks j-1 27K ™ ogks g1 PTK
e
j—l j
1 A .= =(1 ) Z .,
o€ n,J ( +env\])k=0 n-k

Como j varia no conjunto B = {3:]3l < x.Vgg

max Ien}ji < sup_ le(y) | o .
JEBn lyls—=
W2
Temos agora
3=l 5 4 ;
tog Ay, 5 = ~(lreg )2, wam = ~(breq 5) B E(I:EJ
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Fazendo um argumento similar ao anterior podemos escolher

e!' . tal que
n,J
j=1
log A_ , = =(1+er )T 3
n,J n,j’x=0 0
onde
max [e! .| »+ 0 .
. n
JeB
Temos 32
log A = -(l+en J) o
ou seja
(- —)(he' )
A . = e »J
n,J
E fdcil ver que existem numeros 6n j tais que
’
z
j€B rén,jl -+ 0
e .2
- J
A = (1+¢8 . n .
n, J ( n’J)e
Temas finalmente
.2
-
n n
P[S,,nl< x VBT = (Z (148, e ™ )Pls, =n] .
JeB,
Pela fdérmula de Stirling
~1 [z
P[S2n_n) ——;E n
e temos
2

1+8 -d
P[‘]S2 -n|< x\/—] (1+ ) Z \/—g e 1
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fazendo a mudanga de varidvel
/2 - J2
Yy=3dVg e by = vy -yy=Vg

o membro direito & igual a

y2
-9
(l+6n) by Ay e 2
ec -x<yj<x
quando n 4 « isto converge a
2
x _y°
1 [ -z W
_c e 0
e -X

Vamos agora estimar
P[|52n-nl> x\/g] .
n n
P[ISZn-nl> x\/;] < ZPESZn > n + [x \/E 17 .

Pela desigualdade (5.2.2) esta dltima expressfo & menor
ou igual a

{n+[x \/—H—]}é {n+[x \/rI]}l
2-72 2-72

— 2 2
(n+[x VE]-(2n+1)}) ([xVE -1y

. 1
quando n 4 «» a dltima expresséao converge a —» e por=-

tanto

S2n-n
lim 1im sup P[|—=——| > x] = o0 .
X n

2
1 2
Pelo exercicio 3 -—E}/ e dy = 1 e portanto
e
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Do exercicio 2 decorre agora imediatamente que

S, -n

< x] »+ 8(x).
n
2
O caso em que n ¢€ impar decorre do fato de que
Me > 0
2n+1
S - = S - n
P [ l 2n+1 2 _ 2n > e 0
\/2n+1 \/n N4
) 2 2

e do exercicio 4.

EXERCICIOS

2. 2 £
1. Se Xn X entao £(Xn) + £(x).

2. Se F e F sdo fungbes de distribuigloe a e b,
a < b, que saoc pontos de continuidade de F
Fh(b) - Fn(a) + F(b) - F(a)

entao F_ + F.
n

3. Se {En} € uma sucessfio de fungbes de distri-

n=l,2,...
Uuigao e F & 20, crescente continua a direita,

lim F(x) = 0 Fn(x) - Fnex) + F(x) - F(-x) Yx ponto

X4 =co.

de continuidade d@a F e

Tim 1im sup 1 - {Fn(x) - Fn(-x)} =0
X2 4o n .
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entdo F ¢& uma fungdo de distribuigdo.

4L, Se ¥Ye >0 P[an-Ynl 2 e] + 0 e se S(Xn) 4+ F

entdo S(Yn) + F.

5. a) O nimero de descontinuidades de uma fungfo de dis-
tribuigdo F e no mdximo enumerdvel. (Portanto o

conjunto de pontos de continuidade €& denso).

b) Se Fn + F entdo

Ya € R 1lim sup Fn(a) < F(a)
n

c) Se F +F e F € contfnua em a € R a = a

entdo Fn(an) -+ F(a).

d) F +F, a e b pontos de continuidade da F

a_ =+ a, b -+ b entlo
n n

[F,(b,) = Fo(an)] - [F(v,) - Fla,)l—=o

n

' 2n 1 1
6. Provar que —_—
q ( n ) 22n )

membro esquerdo € o térmo central da distribuigdo bino

. (Sugestao: observe que o

mial. Use o Teorema do Limite Central e o exercicio 5 d)).

k

-n n_ _ 1
n! — 2 °

7. Provar que 1lim e
%o k

ey

(0]

(Sugestao: Considerar varidveis aleatdrias independen-
dentes idénticamente distribuidas Poisson (1)

e usar o Teorema do Limite Central).
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Provar a Lei Fraca dos grahdes numeros usando o Teore-

ma do Limite Central.

- . . .
Se {Xn} e X sao varidveis aleatdrias com
n=1,2,...

valores no conjunto [xl,xz,...} e

= P[Xn=xk] - pk = P[X:x Vk=l,2,...

pnk k]

entao S(Xn) + £(X).
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CAPITULO 9

INTRODUQKO AO PASSEIO AO ACASO

Este capitulo tem como objetivo utilizar as técni-
cas e resultados dos capitulos anteriores em um modélo
particular de grande importidncia. Este teha tem a peculia
ridade de que com técnicas mais ou menos elementares ¢
possivel obter resultados bastante profundos e corrigir
parcialmente a nossa intuiglo sdbre o comportamento das
flutuagbes aleatdrias. A referéncia natural para éste te-

ma & [2].

9.1 - Notagao e propriedades bdsicas

Nesta segao (On,P ) denotard o seguinte espago

n

I
. n
de probabilidades: 0 = {-1,1} 75 se w = (xl,...,xn]eﬂn

entdo definimos xi(w) =x; i=l,...,mn X =0 e

i
S, = I X i=0,1,...n; o nimero de 1 e -1 na su-
1 j=0 J

cessdo w (a e b respectivamente) estio dados pelas

equagoes

a+ b=n

a -b

S,(w)
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isto €
. n + Sn(w) 5 _ n - Sn(w)
- 2 - 2
A a b
Definimos para O < p< 1, q = l-p Pn(w) = pq .
Em relag8o a P, {Xi} é um conjunto de

i=l,.¢.,yn
varidveis aleatdrias independentes e idénticamente distri

buidas

Pn[xi=1] = p Pn[Xi=-l] = 1l-p =q .

Por trajetdria associada ao ponto entendemos a fun
gdo ir—S.(w) i=0,1,...,n; estas costumam ser represen=-
i

tadas graficamente por diagramas como o da Figura 9.1.1.

34
2 1
1]

i i 1
v T T

(0] 1 2 3

&t
U

Figura 9.1.1

O experimento aleatdrio que sugere &ste modélo & o
seguinte. Suponhamos uma particula na origem da reta real.

Por algum mecanismo aleatdrio selecionamos 1 ou -1 com



147~

probabilidade p e q respectivamente. Se o resultado &
1, a particula se move uma unidade para a direita (de 0 a
1); se o resultado é -1, uma unidade para a esquerda (de
0 a -1). Se depois de 1 movimentos (tempo i) a partfcu-
la se encontra na posigéo k e o resultado é 1, a parti-
cula se move para a posigéo k+l; se é -1, para a posigéo
k-1, Note-se que Si indica a posigéo no tempo 1i. Vamos
calcular agora as probabilidades de alguns eventos que
sfo de grande interésse.

Comegamos por
Pn[sl >0, S, > 0,...,S = x] onde x > O.
Denotamos por N(n,x),(n',x') o nimero de trajetdrias
4 = = x! -
tais que Sn = X Sn, = xt. Egcreveremos N(n,x) em lu
gar de N(O,O),(n,x)' Dados x e n o numero de 1 e =1

(a e b respectivamente) estd determinado. (a = E%E,

n-x n
b = =5~ ). Claramente N(n,x) = (—=). Resulta que
Pn[Sl>0,...,Sn=x] = (ndmero de trajetdrias desde (0,0)
até (n,x) que sio sempre >0) paqb = {N(l,l),(n.x) -
[nimero de trajetdrias desde (1,1) até (n,x) que tocam ou
a b .

={N - -
cruzam o eixo]} P q ={ (0,0), (n-1,x-1) [(ndmero de trajetd
rias desde (1,1) até (n,x) que tocam ou cruzam o eixo]}.

Para calcular o segundo membro da expressio entre

. Y -
colchetes usaremos o chamado principio da reflexao.




-148-~

Sejam , A e B dois pontos que estdo sbbre o eixo

das abcissas (Ver figura 9.1.2).

O/c
A'O\\Tk\yg//iy//
Figura 9.1.2
Dada uma trajetdria que toca ou cruza o eixo e que
vai desde A a B reflete-se o segmento que vai desde A
até o primeiro zero da trajetdria (ponto C na figura 9.1.2)
Obtemos assim uma trajetdria desde A' até B. E fdcil

: R v A
ver que esta construgao estabelece uma correspondencia

1-1 entre as trajetdrias que vio desde A a B e tocam

ou cruzam o eixo e todas as trajetdrias desde A' a B.

Este resultado € conhecido como principio da reflexfo.

Temos entéo

a b
Pn[Sl>O,...,Sn=x] =rPa {N(n-l,x-l) - N(l,-l),(n,x)} =

p" b{N(n-l,x-l) - N(n-l,x+l)} =

P20 10T - (BTh = ptPrth - (oY)
2 2

Agora
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QD - O3 = i - e R o)

fste € o nimero de trajetdrias de (0,0) até (n,x)
que sdo sempre > O,

Resulta entéao

b
pn[sl>o,sz>o,..., o=X] ( )y 22 .
n ab
Como Pn[sn=x] = (a) P g9 resulta que
a-b a-b
Pn[sl>o'82>o"'"Sn-1>0lsn—x] == =5

que é uma probabilidade condicional de interésse.

Um problema relacionado com o cdlculo anterior €
o seguinte. Em uma eleigéo com dois candidatos, o candida
to numero 1 recebe a votos e o candidadto numero 2 b
votos com a > b e a+b = n. Suponhamos que os votos sao

contados um a um. A probabilidade de que durante tdda a

a=-b

apuragdo o candidato nimero 1 leve vantagem ¢ a5p * Isto

segue do fato de que o numero total de trajetdrias possi-
veis € (2) e o mimero de trajetdrias desde (0,0) até
(n,a=b) que estejam sempre acima do eixo & (:) a-b

a+b’
Vamos agora calcular

H
i

2n P2n (o primeiro retdrno & origem ocorre no tempo2n]

P, [S,#0, 5,£0,...,S, . # 0, S

2n 0]

2 [ndmero de trajetdrias de (0,0) até (2n,0) que s&o

>0 exceto nos tempos O e 2n] pnqn =
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2 [ndmero de trajetdrias desde (0,0) até (2n-1,1;

que sho >0]p"q"

- 1
z(n ) 553 p'q® por (9.1.1)

iS%ﬁ:igl (2i- ) p'q" = %—(zn'z)(pq)

Se o passeio ao acaso & simdétrico podemos obter

uma expressdo aproximada para f2n usando a Fdérmula de

Stirling. Temos

e - 2 (2n- 2)(2n'2) '(zn'z)V2n 2n-2)

2n 7 o0 (521)2 L o~ B=IN\GracD) (- 1)"'1 -n-1)\on (n-1)
_ 1 e 1 1
T 2VFW nvmcl  2vA n/ = ’

Vamos agora calcular dado 4 > O.

PL+2k La primeira passagem por 4{ > O ocorra no tempo

4+2k] (Observe-se que 4+2k, k=0,1,... sao os unicos tem

pos nos quais uma primeira passagem pode ocorrer). Este

cdlculo pode ser efetuado utilizando o chamado principio

de dualidade, que vamos utilizar sem formular precisamen-

te. Se observamos a trajetdria da Figura 9.1.3.
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N\

b -

Figura 9.1.3

vemos que estd sempre abaixo de 4 e que percorre uma
distancia vertical de 4 unidades em 4+2k unidades de
tempo. Se a observamos em sentido contrdrio, temos uma
trajetdria >0 que chega no tempo 442k a & > 0. Por=-
tanto o ndmero de trajetdrias contidas no evento é igual
ao nimero de trajetdérias desde (0,0) até (L£+2k,L) que

s8o >0 e entao a probabilidade procurada €

Resulta entlo que esta probabilidade é igual a

L+2ky, 1 L+k k L+2k 4 L+k k
G | TozE? O = ) g e

9.2 - Passeio ao acaso simdtrico

Vamos a considerar desde agora em diante sd passeios

ao ocaso simétricos. (p = q = %).
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PROPOSIGAO 9.2.1
pZnEslzo...Sano] = PZn[slﬁo....,sznﬁo]

L]
Demonstracao:

P2n[sl#o,...,32n#o] = 2p2n[sl>o,...,32n>o] =

=_§§H [mimero de trajetdrias desde (0,0), > 0]

=—gzﬁ-[ndmero de trajetdrias desde (1,1), 2 1]
2

=-Z%E:i[nﬁmero de trajetdrias desde (0,0), = O
desde O até 2n-1] =

= P2n_l[slzo,...,52n_120] = P2n[slzo,...,52nzoj

(porque Son-1 € sempre  # 0).

Denotemos com u, = P2n[82n=0].
PROPOSIGAO 9.2.2
pZnESl#O,...,szn£0]= P[52n=0] = u,

n

Demonstracao:

P2n[sl£o,...,52n£o] = 2p[sl>o,...,s 0] =

2

n
2381 Pzn[Sl>O,...,Szn=2j] =

n
1
2321 (N2nfl,2j-l = Nono1,2541) 2n =

(ver demonstragio da fdérmula (9.1.1))

2
='giﬁ[(Nzn-l,1‘N2n-1,3)+(N2n-1,3'N2n-1,5“"4N2n-1,2n-1n
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2 _ _2n,0 _
=—2n “2n-1,1 = 2n = FanlS

(s n=/Qj = Y2n
Vamos agora a estudar a distribuigdo e comportamen

to limite da varidvel introduzida na seguinte

DEFINIGAO 9.2.1 - M = max S, .
l<i<n

PROPOSIGAO 9.2.3

1 n
Pok = P M =k] -—B([n_k]) k=0,1,...,n
2
Demonstracdo: Definimos M = max S-] para k=21 temos
2<i<n+1

P [ Mn+

pn+l,k = "ns+l =k] = Pn+l[xl=l’Mn+l=k]

+ Pn+1[Xl=-l,Mn+l=k] = n+l[x =1 M = k=1]

[x ==1,M L=k+1]

L(p + P )
n+l 2 n,k=-1 n,k+1

A dltima igualdade decorre do fato que X, € in-
dependente de M_ e de que £(Mn) = £(Mn).

Para k = 0 temos também

1
Ph+1,0 = “ns+1 -1,M<1] = E'Pn[MnSl]

1 1
5{P [M =1] + P [M =0]} = E(pn,l + Dy o)
Ou seja provamos as duas seguintes fdrmulas
P =2(p_ 4 +p ) (9.2.1)
n+1,0 2'¥n,1 n,o0 Mk

1
Phn+l,k = E(pn,k—. * pn,k+1) (9.2.2)
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Agora
Ph,0 = pn[Mn;o] = pn[slso,...,sngoj =
n+1l
2..___.
=P .. [s;=0,...,s . 50] = [nfl] E?f%fff
2[757] 2[757] (5571],7 2
1 C‘E_
= (g

A peniltima igualdade € uma conseqliéncia das Propo

sigbes 9.2.1 e 9.2.2,

A férmula (9.2.1) permite calcular P, ; conhecen
’
do p e a fdrmula (9.2.2) calcular p conhecendo
n,o0 n,2
pn’O e pn,l etc. Ou seja, pn’O determina pn,k para
todo k21, Agora é fdcil calcular p ou entao verifi-

n,k
1 n
k =_I-1 ( n-k
y 2 C 3 )

car diretamente que a fungao u ) satisfaz

as equagdes (9.1.1) e (9.1.2) e u g =P, g+ Portanto
’ 1

nk = Pn,x ™1, 0s ks n.

PROPOSIGAO 9.2.4

u2
M X - e
n 2 2
¥x=20 Pn[n <x] = \/;[) e du
Demonstracgio:
[Mn 1 ( n
n'n 2n k<x/5 C 2 ]

Mudando de fndice temos



2 <%
onde 6n =1 se n € pare O se n ¢€ impar.
Como
()2 = V&2
n =
[EJ on mn
temos
n 1 n
lim P [— <x] = 2 1lim — ()
n n J
N o 2 n-xvn n

9.3 - Uma introduglo informal & lei do arco seno

Vamos definir agora uma sucessfio de varidveis alea

tdrias da seguinte maneira:

To = nimero de térmos na sucessao Sise++»S_  que sho
. . L3 I3 ~
positivos ou que sao iguais a O mas o termo an-

terior é positivo.

A prova da seguinte proposigao pode ser encontrada em [2],

Capitulo 2.
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PROPOSIGCAO 9.3.1

P2n[72n=2k]

Poxl 82k Po (k) (52 (nok)=C]

(25 (3r0F)

22n

Note que esta fungio tem a forma de U e portanto os va-
lores mais provdveis sfo O e 2n; os menos provaveis
sdo os valores prdximos a n. Pelo exercicio 6 do Capitulo
8 (ou pela Fdérmula de Stirling diretamente) esta udltima

- I . 3
expressao € aproximadamente igual a

l —

1
Sk Ni(ak)  ma/E(1-E)

Se O0< a<b<l e

1
Y AYZun 0 < < 1
(vy) = Wy (1-y) ¥
0}
y=1
€ natural pensar que
72 b
n .
Pla < 5= < b] /, g(y)ay .
nN—- a

1

2/y(1-y)

) resul-

1
Como '[ g(y)ay = 1 ( %; (arc sen ,fy) =
(0]

ta ent@o que a fungao
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o x< O
x
F(x) = f g(y)dy = é arc sen J/x 0 < x <
(0]
1 x =21

¢ uma funglo de distribuigao e

T
2n

1

Pla < 3= < b] + F(b)-F(a) ¥Yo<a<bcl

2
E fdcil ver entdo que

T2n
lim P[EE— < x] = F(x) .
-]

n-
- T
Como O < T2n+l 2n < 1 temos em geral que
Tn 2
P[;—— < x] E,O T arc sen Jx

que € a chamada lei do arco seno.

Note que a funglo tem forma de U

ca com respeito ao ponto

g
1
3 no qual assume o
e

mfnimo. A Proposigdo 9.3.1

’ - ’ s
e € simetri

seu valor

a lei do arco seno dao idfia

de que a intuiglo a respeito das flutuagdes aleatdrias po

de estar equivocada.
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EXERCICIOS

1. Provar que

p[52n=o]
p[slzo,...,szn_le,52n=o] = =
(P5,,=01 = (*2)(pa)™)
2n n ¢
. 1
2. Seja p=q = 5 . Provar que
u
2n-2 2n, 1
a) h2n = "2n (u2n = ( n) 22n )
Y2n 1
b) = =1 -5 (portanto h, =1u, ,-u, )
2n-2
. ©
3. Provar que El 2n f2n = ® (o tempo médio para retornar
n=

4 origem & infinito).

(Sugestlo: usar a aproximagado de f,, dada pela férmu

la de Stirling).

4. Dois jogadores jogam uma moeda equilibrada n vézes.

Provar que a probabilidade de que ambos os jogadores

2
obtenham o mesmo ndmero de caras & - z (n) .

220 o K

& (ny2 2n
5. Provar que kEO (k) = ( ) ¢
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ANEXO 1

ALGUNS RESULTADOS SOBRE SERIES NUMERICAS

DEFINIGAO 1 - Dada uma sucessao {a,} , seja
n 1 i=0,l,ooo
S = I a, . A sucessao de somas parciais
n i=0 1 ®
{s_} denominamos série L a onde a é o
N 0n=0,1,.0 k=0 Kk’ n

d 03 ’ . ~ d Y
endsimo (n-gésimo) térmo da série.

DEFINIGAO 2 - Se 1lim S, = 4, dizemos que {4 € a soma
Il ©

da série, e escrevemos L a {L. Caso a

20 k -
=0 ®
’ s . ~ . .
s€érie seja de termos positivos, escrevemos I ak = 4o,
se lim Sn = +o.
nNn-$o

@©

DEFINIQAO 3 - Dizemos que a série I ak € absolutamente,
. k=0

@
. L3
convergente se lim I lail < +o. Escrevemos entao,
© nseo 1i=0

kEO Iakl < 4+,

E simples verificar que a convergéncia absoluta im

plica convergéncia.
Seja N = {0,1,...}, e h:N + N uma bijecao.

A sucesséo {ah(n)}n_o 1 é dita um reordenamento da
=0,1,... -

sucessdo {a } , € a série & a um reorde-
n"'n=0,1,... u=0 h(n)
@©

namento da série I a, .
—_— k=0 k

TEOREMA 1 - Se uma série é absolutamente convergente (ou
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de t&rmos positivos), qualquer de seus reordenamentos €

absoalutamente convergente (convergente), e tddas as sé-
ries obtidas por reordenagéo convergem para o mesmo li-

mite. Reciprocamente, se todo reordenamento converge para

um mesmo limite finito, a série & absolutamente convergen
te.

©

@
DEFINIGAO 4 - Dizemos que uma série dupla I I a

®.

n=0 m=0 nm
absolutamente convergente, se UM tal que
k s
Vi, ¥s, T L J|a_| < M.
n=0 m=0 nm

Se h:N =+ NxN & uma bijegldo, a sucessao (a sé-

rie) {ah(n)}n=0,l,... (nEO ah(n)) é dita um reordenamen-

).

to da sucessido {a__} n=0,1,... (da série I T a
= nm am nm

m=0,1,...

TEOREMA 2 - Se a série L I a converge absolutamente
n m
(ou € de térmos positivos), entao qualquer
a
reordenamento tem a mesma soma. Esse valor comum é deno-

minado soma da série.

TEOREMA 3 - Se a série I I a n é absolutamente conver-
nm

gente (ou de térmos positivos), entlo ¥n, ¥m,

(e =]

Z a e X _a sfo absolutamente convergentes (con-
m=0 nm n=0 nm
© ® ® ) ® @
vergentes e I Z a = Z [ Z a ] = I [ I a .
& )’ n=0 m=0 1M =0 lm=0 1M m=0 'n=0 nm]
TEOREMA 4 - Seja {ai}. 0.1 uma sucessao alternada
1=U,l 5000

(a 20, a;<0, a 20,...)tal que lai+1l 2 |ai| e

2
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n
lai[ 4+ 0 quando i 4 «. Entao Sn = iEO a; converge.

EXERCICIOS

@
1. Calcular I n pn, onde O < p < 1, usando o Teorema 3.
n=1
[=-]
2. Provar que & (k+r—1)....(k+1)qk = (r-l);
k=0 (l-q)

lql<l’ r=l’2,-¢. .

para
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ANEXO 2

A apresentagdo déste material cldssico estd basea-
da esséncialmente em [4]. Seja X uma varidvel aleatd-
ria sébre (Q,P) um espago de probabilidades. Definimos

para p > 1 a . norma-p de X como o numero
1

Il = (&]x|P)P
Antes de provar o Teorema 2, necessitamos alguns resulta-

dos prévios.

TEOREMA 1 (Desigualdade de Young) - Seja @:(0,+w) + [Opw)
continua, estritamente crescente,
p(u) — = 4w, 9(0) = 0. Seja ¢ = w-l. Definamos para

+c0

todo x 2 R

¢ (x)

j;x @ (u)du
[ e

Entdo para todo a,b € [0,+x)

Y (x)

ab < ¢(a) + Y(b)
a igualdade vale se e sdmente se b = @(a).

Demonstracdo: Claramente
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e+ [P (av = a v
) A

Isto €&

¢(a) + ¥(v(a)) = a 9(a)

De aqui

¢(a) + ¥(b) = a 9(a) + ¥(b) - ¥(p(a))

A desigualdade decorre agora considerando os casos

¢(a) < b e o¢(a) >b nas figuras

P Y
® ANN ///
)

¥ (b \\ b

/ b

0(a)
/;9 /COV
a a
v(a) £ b ®(a) > b
Para p > 0, p £ 1, definimos q = Bgf . Entlo % + % = 1.

COROLARIO 1 - Para p>1, a=20, b= 0

p q
absf‘_.,.E_
P q
com igualdade se e sdmente se aP = b4 .
- . p=-1 -
Demonstracgao: Seja ®(u) = u® ~. Entlo
a P|a p
¢(a) = wPl gy = B = 2
o P lo p
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_..2'_ b _1_ q|b q
b(v) = v, . w(b)=[ PT gy v ond
0 ql, q
aP bd
Por o teorema anterior temos ab < N + e com igualdade
se e sdmente se b = @(a) = aP 1, 1sto ¢
1
p"l , .
b = a que € equivalente a
P
bp-l= e = ap.

Sejam agora X e Y duas varidveis aleatdrias
sobre (Q,P).

TEOREMA 2 (Desigualdade de HBlder para p>1l) - Seja

P
p-1

X e L e Y¢€L onde > 1 e =
P q P q
Entao

Blx| s %l ¥l

a igualdade vale se e sOmente se T A2 0 e B > 0 tal

que A|x|P = B|Y|9.

Demonstraclo:Se P[X=0] = 1 ou P[Y=0] = 1 a desigualda-

de € trivial. Se nio € éste o caso pelo co-

roldrio anterior

x| vl o1 x[P o, o1 |y|®
Xl T ™ ® 2 g w2

e tomando esperangas resulta

_EBlXjly] 1,1 _,
P q

I, 1¥il



ou seja EIXYI < HXHP “Y”q'

A dltima afirmagéo decorre imediatamente do corolé
rio.

No caso em que p = q = 2 obtemos a chamada desi-

gualdade de Cauchy-Schwarz

g|xy| = 5V/2|x|? 8Y/2|y|?
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Distribuicdo normal

= _e
F(x)=$f e Tdt

= 0,00. 0,03. 0,04. 0,08. 0,08,
0,0 | 0,5000 0,5080 0,5160 0,5239 0,5319
o,1 | 0,5398 0,5478 .0,5557 0,5636 0,5714
0,2 | 0,5793 0,5871 0,5948 0,6026 0,6103
0,3 | 0,6179 0,6255 0,6331 0,6406 0,6480
0,4 | 0,6554 0,6628 0,6700 0,6772 0,6844
0,5 | 0,6915 0,6985 0,7054 0,7123 0,7190
0,6 | 0,7257 0,7324 0,7389 0,7454 0,7517
0,7 | 0,7580 0,7642 0,7704 0,7764 0,7823
0,8 | 0,7881 0,7939 0,7995 a,8051 0,8106
0,9 | 0,8159 0,8212 0,8264 0,8315 0,8365
1,0 | 0,8413 0,8461 0,8508 0,8554 0,8599
1,1 | 0,8643 0,8686 0,8729 0,8770 0,8810
1,2 | 0,8849 0,8788 0,8925 0,8962 0,8997
1,31 0,9032 0,9066 0,9099 0,9131 0,9162
1,4 | 0,9192 0,9222 0,9251 0,9279 0,9306
1,5 | 0,9332 0,9357 0,9382 0,9406 0,9429
1,6 [ 0,9452 0,9474 0,9495 0,9515 0,9535
1,7 | 0,9554 0,9573 0,9591 0,9608 0,9625
1,8 | 0,9641 0,9656 0,9671 0,9 86 0,9699
1,9 | 0,9713 0,9726 0,9738 0,9 50 0,9761
2,0 | 0,9772 0,9783 0,9793 0,9R03 0,9812
2,1 | 0,9821 0,9830 0,9838 0,9846 0,9854
2,2 | 0,9861 0,9868 0,9875 0,9881 0,9887
2,3 | 0,9893 0,9898 0,9904 0,9909 0,9913
2,4 | 0,9918 0,9922 0,9927 00,9931 0,9934
2,5 | 0,9938 0,9941 0,9945 0,9948 0,9951
2,6 | 0,9953 .0,9956 0,9959 0,9961 0,9963
2,7 | 0,9965 0,9967 0,9969 0,9971 0,9973
2,8 | 0,9974 0,9976 0,9977 0,9979 20,9980
2,9 | 0,9981 0,9982 0,9984 0,9985 0,9986
3,0 | 0,9987 0,9987 0,9988 0,9989 0,9990
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TABELA N¢ 2

Distribuigio de Poisson

e-kxk
Py (k) = —1—

h{i 0,1. 0,3, 0,3, 0,4 0,8. 0,6.
o | 0,9048 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488
1 | 0,0905 0,1637 0,2222 0,2681 0,3033 0,3293
2 | 0,0045 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0,0988
3 | 0,0002 0, €11 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198
4 - 0,0001 0,0002 0,0007 0,0016 0,0030
5 - - - 0,0001 0,0002 0,0004
6 —_ - —_— p— — -—

}Q; 07 0,8. 0,9. 1,0. 18. 3,0.
o | 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679 0,2231 0,1353
1| 0,3476 0,3595 0,3659 0,3679 0,3347 0,2707
2 | 0,1217 0,1438 0,1647 0,1839 0,2510 0,2707
3 | 0,0284 0,0383 0 0494 0,0613 0,1255 0,1804
4 | 0,0050 0,0077 0,0111 0,0153 0,0471 0,0902
5 | 0,0007 0,0012 0,0020 0,0031 0,0141 0,0361
6 | 9,0001 G,0002 0,0003 0,0005 0,0035 0,0120
7 - - - 0,0001 0,0008 0,0034
8 - - - - 0,0001 0,0009
9 - - - - - 0,000%

:}Q\ 2,8, 3,0. 3,6, 4,0. 45, 5,0.
o | 0,0821 0,0498 o 0302 0,0183 0,0I11 0,0067
1 | 0,2052 0,1494 0,1057 0,0733 0,0500 0,0337
2 | 0,2565 0,2240 0,1850 0,1465 0,1125 0,0842
3| 0,2138 0,2240 0,2158 0,1954 0,1687 0,1404
4 | 0,1336 0,1680 0,1888 0,1954 0,1898 0,1755
5| 0,0668 0,1008 0,1322 0,1563 0,1708 0,1755
6 | 0,0278 0,0504 ,07,1 0,1042 0,1281 0,1462
7 | 0;0099 0,02:6 o 0385 0,0595 0,0824 0,1044
8 | 0,0031 0,co081 0,0169 0,0298 0,0463 0,0653
g9 | 0,0009 0,0027 c¢,0066 0,0132 0,0232 . 0,0363

‘10 | 0,0002 0,0008 0,0023 0,0053 0,0104 0,0181
11 - 0,0002 0,0007 0,0019 0,0043 0,0082

12 - 0,0001 0,0002 0,0006 0,0016 0,0034

13 - - 0,0001 0,0002 0,0006 0,0013

14 - - - 0,0001 0,0002 0,0005

15 - - - - 0,0001 0,0002
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TABELA N2 3

Distribuigdo binomial

b, () = (P* (1-p)"7"

0,3151 0,3874 0,2684 o,yblx 0,0403 0,0098
0,0746 0,1937 0, 3020 0,2335 0,1209 0,0439

" }P\ 0,06. 0,10. 0,20, 0,30. 0,40. 0,50.

4 o | 0,8145 0,6561 0,4096 0,2401 0,1296 0,0625
1| 0,1715 0,2916 0,4096 0,4116 0,3456 0,2500
2 | 0,0135 0,0486 0,1536 0,2646 0,3456 0,3750
3 | 0,0005 0,0036 0,0256 0,0756 0,1536 0,2500
4 | o,0000 0,0001 0,0016 0,0081 0,0256 0,0625

6 o| 0,7351 0,5314 0,2621 0,1176 0,0467 0,0156
1| 0,2321 0,3543 0,3932 0,3025 0,1866 0,0938
2 | 0,0305 0,0984 0,2458 0,3241 0,3110 0,2344
3 | o0,0021 0,0146 0,0819 0,1852 0,2765 0,3125
4 | 0,0001 0,0012 0,0154 0,0595 0,1382 0,2344
5 | o,0000 0,0001 0,0015 0,0102 0,0369 0,0938
6 | 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007 0,0041 0,0156

8 o | 0,6634 0,4305 0,1678 0,0576 0,0168 0,0039
r | 0,2793 0,3826 0,3355 0,1977 0,0896 0,0312
2 | o 0515 0,1488 0,2936 v,2965 0,2090 0,1094
3 | 0,0054 0,0331 0,1468 0,2541 0,2787 0,2188
4 | 0,0004 0,0046 0,0459 0,1361 0,2322 0,2734
5 | 0,0000 0,0004 0,0092 0,0467 0,1239 0,2188
6 | 0,0000 0,0000 0,0011 0,0100 0,0413 0,1094
7 | o,0000 0,0000 0,0001 0,0012 0,0079 0,0312
8 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007 0,0039

10 o | 0,5987 0,3487 0,1074 0,0282 0,0060 0,0010
1
2
3 | o,0105 0,0574 0,2013 0,2668 0,2150 0,1172
4 | o,0010 0,0112 0,0881 0,2001 0,2508 0,2051
5 | o0,0001 0,0015 0,0264 0,1029 0,2007 0,2461
6 | 0,0000 0,0001 0,0055 0,0368 0,1115 0,2051
7 | o,0000 0,0000 0,0008 0,0090 0,0425 0,1172
8 | o,0000 0,0000 0,0001 0,0014 0,0106 0,0439
9 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0016 0,0098
o

00,0000 00,0000 00,0000 00,0000 00,0001 00,0010
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Distribuigio binomial

(continuagio)

" k\.” 0,05, 0,10. 0,30. 0,30. 0,40, 0,50,
15 o | 0,4633 0,2059 0,0352 0,0047 0,0005 0,0000
1| 0,3658 0,3432 0,1319 0,0305 0,0047 0,0005
2 | 0,1348 0,2669 0,2309 0,0916 0,0219 0,0032
3 | o,0307 0,1285 0,2501 0,1700 60,0634 0,0139
4 | 0,0049 0,0428 0,1876 0,2.86 0,1268 0,0417
5 | 0,0006 0,0105 0,1032 0,20061 0,1859 0,0916
6 | o,0000 0,0019 0,0430 0,1472 0,2066 0,1527
7 | o0,0000 0,0003 0,0138 0,0811 0,1771 0,1964
8 | 0,0000 0,0000 0,0035 0,0348 0,1181 0,1964
9 | 0,0000 0,0000 0,0007 0,0116 0.0612 0,1527
10 | 0,0000 0,0000 0,0001 0,0030 0,0245 0,0916
11 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0006 0,0074 0,0417
12 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0016 0,0139
13 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0032
14 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005
15 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
20 o | 0,3585 0,1216 0,0115 0,0008 0,0000 0,0000
1| 90,3774 0,2702 0,0576 0,0068 0,0005 0,0000
2 | 0,1887 0,2852 0.1369 0,0278 0,0031 0,0002
3 | 0,0596 0,1901 0,2054 0,0716 0,0123 0,00I1
4| o,0133 0,0898 0,2182 0,1304 0,0350 0,0046
5 | 0,0022 0,0319 0,1746 0,1789g 0,0746 0,0148
6 | 0,0003 0,0089g 0,1091 0,1916 0,1244 0,0370
7 | o,0000 0,0020 0,0545 0,1643 0,1659 0,0%39
8 | 0,0000 0,0004 0,0222 0,1144 0,1797 0,1201
9 | 0,0000 0,0001 0,0074 0,0654 0,1597 0,1602
10 | 0,0000 0,0000 0,0020 0,0308 0 1171 0,1762
11 | 0,0000 0,0000 0,0005 0,0120 0,0710 0,:602
12 | 0,7000 0,0000 0,0001I o 0039 0,0355 0,7201
13 | o oooo 0,0000 0,0000 0,00 O 0,0146 0,0739
14 | 0,0000 0,0000 0 0000 0,0002 0,0049 0,0370
15 | o oooo 0,0000 0,0000 0,0000 0,0013 0 0-48
16 | o oooo 0,0000 0.0000 0 0000 0,0003 0,0046
17 | o oooo 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0011
18 | o 0000 0,0000 0,0000 0000 0,0000 0,0002
19 | 0 ovoo 0,0000 0,000t 0,0000 0,0000 0,0000
20 | 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
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NOTAS AOS CAPITULOS

CAPITULO 1

Exercicio 4 - Seja {xl,xz,...] uma enumeragao dos racio=-
nais de R. Seja A = (xn-l, xn+l). Calcu-

lar 1lim_sup A e lim_dinf A_ .
n n n n

CAPITULO 2

Talvez seja conveniente remarcar que uma das vanta
gens do tratamento formal da andlise conbinatdria € que
permite, por exemplo, dizer explicitamente qual é o espa-
¢o amostral de muitos experimentos e cremos também que e-
vita erros (ou pelo menos os torna mais dificeis) nos cdl
culos das probabilidades de certos eventos.

A demonstragio da Proposigio 2.8.1 pode ser descri
ta em linguagem mais intuitiva. Seja W um ponto fixo de
um conjunto Q contendo n+l elementos. Os subconjuntos
de 1 com k elementos (que sio (n;l)) podem ser clas
sificados em dois grupos; os que contém W e 0s que nao.
O primeiro grupo tem (k?l) conjuntos; o segundo (:).

Portanto (n;l) = (k?l) + (2),

EXERCICIOS
13. Uma urna contém n-1 bolinhas brancas e uma preta. Se

fazem extragdes sem reposiglo até esgotar o conteddo
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da urna. Calcular a probabilidade de escolher a bolinha

preta na extragao i, 1 s i < n.

CAPITULO 3

EXERCICIOS

14, No Exemplo 3.4.2, tomemos como espago de probabilida-

R

des Cr L ¢coma probabilidade usual. Neste espago os
’ .

casos favordveis se identificam com C; n Mas a probabi-
1

lidade de C; n neste espago é diferente da calculada no
’

Exemplo 3.4.2. Onde esta a falacia?

CAPITULO 4
EXERCICIOS
13. Seja (Q,P) um espago de probabilidades e {A_}

n n-l,2,.u
uma sucessao de conjuntos independentes. Para

[--]
0< x< 1 seja ¢@(x) = xA (1-x). Entlo Il o(P(4)) < =.

CAPITULO 6

PROPOSIGAO 6.1.7 - O < X tX entao E X, * EX .

Demonstracgdo: Seja Un o uma sucessao de varidveis alea-
’
tdérias simples tais que O < U + X .
n,m n
Seja V_ = su U . temos que V_s V e U
J m 1sn§m n,m) q m m+1 n,m

< Vm < Xm se m 2 n, portanto E Un m < E Vm < E Xm) mzn,

Se m= » obtemos X < 1lim V_< X e E X < 1lim E V_ <
n m n m

m m
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€ 1lim E X +se agora n -+ o temos X < limV < X e
m m ) m

m
lim EX < 1lim E V_ < 1lim E X ou seja V_*+ X e

n n o m o m m

lim E V= 1im E X . Mas as V_ s2o varidveis aleaté-

m n
rias simples, portanto EX = lim E Vm = lim E Xn o que
. n

n
prova a proposig&o. (O exercicio 2 decorre facilmente des
ta proposigdo).

Na Definigdo 6.3.2 na realidade a hipdtese EX2 <

ndo é usada. SS & necessdrio que E|X| < w. Claro que en-

tdo var(X) pode ser +w. A raiz quadrada de 02

X e deng

tada por Ox ; e chamada desvio-padrao.

Uma aplicagao muito importante da desigualdade de

Chebycher estd contida na seguinte proposigao.

Lei fraca dos grandes niumeros

. - : 7 .
Seja ({X_} uma sucessao de variaveis a-
N n=1,2,...

leatdrias independentes identicamente distribuidas tais

que E(Xi) < . Sejam y = EX 0? = var(Xl) e S _ =

1’ b ol

n
= I X, . Temos o seguinte resultado
i=1 "1

PROPOSIGAO (Lei fraca dos grandes mniimeros):

S

n P
n

M e

S
Demonstracdo: Seja e > O, P[I;E-- M| 2 €] =

= P[ligl(xi-u) l > ne] (ChebZChev)




n
var('El(Xi-u)) ) no2 _ o2 .
< =573 =227 mae
n e n e ne
EXERCICIOS

@®
9. Provar que E|X| < » se e sdmente se nZln P[] 2n] < =

10. Sejam X e Y varidveis aleatdrias simples com valo

. res xl,xz,...,xN e yl,yz,...,yM respectivamente.
Se EX'"Y"=EX"EY" para todo n = 1,2,....,N-1;

m=1,2,c0000,M=1 }entao X e Y sao independentes.

11. (Produtos de varidveis aleatdrias independentes).

Se jam X, 9X5,000,X  n varidveis aleatdrias indepen-

dentes idénticamente distribuidas tais que P[Xl >0] =1

e E (log X1)2 < », Entido ¥e >0
n[E(log X;)=¢] n n[E(log Xl)+e]
Ple < 17T X; < e 1 =2
i=1
var(log Xl)

P .
ne

(Sugestéo: tomar logaritmos e usar a desigualdade de
Chebychev). (Bste resultado indica que o produto cresce

E(log Xl)]n

como [e e ndo como (E Xl)n ).

12, Generalizar a Lei fraca dos grandes nimeros ao caso
. 7 . ’ . -~ .
no qual as variaveis aleatorias sao independentes mas
ndo idénticamente distribuidas supondo que ¥ n var(xn) <

< M (varidncias uniformemente limitadas).
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13. Consideremos uma varidvel aleatdria X com a seguin-
. . . -
te distribuigao:

1 AR

PlX n]:—x—lF, A >0,
e =

n=1,2,... (Ver exercicio 13 do Capitulo 3). Calcular

EX e var(X).

CAPITULO 7

As hipdteses feitas ao inicio da segdo 7.5
(var(x) > 0, var(Y) > 0) s6 comegam a ser utilizadas na

Definigﬁo T.5.3.

A distribuigao da soma de varidveis aleatdrias in-
dependentes ndo foi especialmente tratada em nenhuma seg3o
déste livro. Mas note-se que alguns casos particulares fo
ram estudados. No Exemplo 7.4.1 provou-se que a soma de
duas varidveis aleatdrias independentes com distribuigdes
de Poisson com pardmetros A e W respectivamente e no-
vamente Poisson (A+u). No Exercicio 10 do Capifitulo 7 um
resultado sobre a distribuigdo da soma de duas varidveis
aleatdrias independentes com distribuigdes binomiais
( (n,p) e (m,p) respectivamente) & necessdrio. (A dis-

tribuigdo da soma e binomial (n+m,p)).
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CAPITULO 8

Talvez seja conveniente dar énfase a propriedade
crucial contida no Teorema Central do Limite, que o fato

que a distribuigao limite (normal) e a mesma qualquer que

. . . . -
seja a distribuigao ‘comum as Xi .

EXERCICIOS
10. Jogue uma moeda equilibrada 36 vézes. Calcule aproxi-
madamente a probabilidade de que o numero de caras sg

ja =215 e <20.
11. se F_+F e F & continua, entao F_ converge uni-

‘"formemente a F.

12. Se {Xn} € uma sucessdo de varidveis aleatd
n=1,2,...

rias tais que

fungdo de distribuigldo de X =F o F

onde F = I[ entiao X a.
a,+co) n

CAPYTULO 9

Os subindices nos espagos (Qn,Pn) poderiam ser
eliminados se um construisse um espago de probabilidades

e uma sucessdo infinita de varidveis aleatdrias indepen-
1 p

dentes {X } tais que X = . Tal cons-
N n=1,2,... n -1 q

a« ’ rd ’ . a
trugao e possivel mas as técnicas usadas nela estao por
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cima do nivel desta monografia. Tal espago "grande" conte
ria os (ﬂn,Pn) como "subespagos" e as P seriam res-
trigbes de uma probabilidade P definida sdbre uma fami-

lia de subconjuntos désse espago.

SOLUQOES E RESPOSTAS PARA ALGUNS EXERCICIOS

CAPITULO 1

3. AUB=(AAB)A (AN B)

A-B=AA (AN B)
k. lim_sup A_ = R lim_inf A_ = ¢
CAPITULO 2
4L, Consideremos a identidade

n a n k
(1e6)™ = E (]) ¢ (1)

Derivando sucessivamente temos
n-1 2 n k-1
n(l+t) = k£1 (k) k t (11)
n
n(n-1) (1+t)""2 = Z, (2) k(k-1) t¥°2 (II1)

Substituindo t por -1 em (I) obtemos a)
Substituindo t por 1 em (II) obtemos b)

Substituindo t por -1 em (II) obtemos c)
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Substituindo t por 1 em (III) obtemos d).

5. a) Para 1< j< k< i temos (i)(?) = (2)(i:§)'

Isto pode ser provado idretamente ou senao observan
do que ambos os membros correspondem a duas formas diferen
tes de calcular o numero de pares de subconjuntos A < B
de um conjunto com i elementos tais que #(A) = j e
#(B) = k. No membro esquerdo escolhe-se primeiro um sub-
conjunto de k elementos e depois um subconjunto déste
com j elementos. No membro direito escolhe-se primeiro
um subconjunto com j elementos e depois k-j dos restan-
tes i-j pontos para formar o subconjunto B de cardi-

nal k. Temos que

k k
M) (1+6)* = (D) . ()Y = ZoQ) e

agora a) decorre da fdrmula

O = OHEY

b) Substituir t por -1.

I C A I IR N COM | o W o
R COME G TN GO M G I
a o v (a=- n-1 v (a=-
=@+ I DV s x0T -

(&) + (1™ (7 + (0t 3hH = 1™ (2D .
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7o i) = () + () = G+ (H + () =

= D)+ 2D+ () v 2D - (@) -

M)+ (M) (M2 e (0H - (D)

9. Substituir em 8 a, b e 4 por n.

n+m n+m-1
10. ( n ) ( m-1 )
1
13. a
CAPITULO 3

©
1. a) éﬁn A ¥ lim sup A_

(-]
Portanto P(llmnsup An) = l;m P(éinAk) 2 LunnsupI%%)
Em forma semelhante prova-se a outra desigualdade.

b) Decorre imediatamente de - a).
@
2. Seja a € ) entdao a = fj [a,a+%).

n=1
Portanto se P fo0sse uma probabilidade P({a}) =

= lim P([a,a+%)) lim %»: 0. Como ()} & enumerdvel isto
n

n
O o que & impossivel.

implicaria P(Q)

©

o
3. U A. = £ B. onde B, = A, e B, = A, - A,
j=1 1+ i=1 1 1 i i j=1 J

i 2 2, Como Bi < Ai Vi temos que
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P B.) = P(B.)’ Z P(A.
) =P(E B = P(B)s I R()

;4

I R € T C ) L

k=0 k! k=0 X! el
1
5. z
7. a) 0 = {£f; £11, 4 Iq + {0}]}
3
A= {f: fen, L f£(i) > 9}
i=1

P(A) =1 - P{f: f ¢ n,_gl £(i) < 9}

Pela Proposigao 2.9.4 temos

(3;9) 22
p(A):-.l-looo =1-455 = 0,78 .

b) 0,384.

20

(1o)

35

32)
10. Se m = 1 temos

1,m 1,m-1 1 1,m=1

(1-ﬁ .(1--ﬁ) (l"ﬁ')‘(l'i' -

lym=1 1
(1 - ﬁ) -5
Reiterando a desigualdade temos que
n

1.0
(1-5) =21-5¢

n
e portanto 1 - (1 - %J £ 1- (1 --%) --%— ou seja que o
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jogo "frio" é melhor (apesar de que em geral parece provo

car menos "satisfagao" porque um joga menos tempo).

11. P(lim sup A ) = lim P(éjn A) < limnsup(k;n P(A, ))=o0.

I

14. Seja @I T, cR a aplicagao que transforma a

Irr,n
fungdo f € I na fungdo de C? n Que se obtém
’

ordenando em forma crescente os valores da f. Isto &

f(Ir) = {11,12,...,ip} com 1< i) <di,<...< 1p < n

-1 P
e # (£77({1.})) = k p(f) = . 4, I j-1 J
J J =173 % k+1, I k]
o iml isl
(8 }4=0) - Aeora, #OTHO) = g

1
mente depende da f. Ou seja, se P €& a probabilidade
)

que clara-

~ I -
uniforme sdbre I T, Pp(e l({f}) #-———%———- e portanto
#(C,n
se um usa como espago amostral C? n ©8 resultados nao
14

R
v8o ser os mesmos. A escolha de Cr n COmO espago amos-

tral nio § a adequada.

CAPITULO 4

3. %

5. a) %% b) nao.
6. 3.4 12
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11. Seja A = {x: x = js, j=1,2,...}

@ . ©
1 1 1 1 1 1
P(A) = T — = z = .
(a) j=1 Cy (js)l+Y l+y(J=1 c I Y) al+Y
Seja agora 1 < jl < j2 <eee< jn . Como os p., sao primos
n ’ . . s
temos N..A., = {x: x é divisivel por T p. } -.
i=1 Ji i i
Portanto
3 1 : :
P( A, ) = I = T-[——'—r'a TT P(A,)
i=1 Ji ( ﬂ-p ) Y i=1 (p ) Y i=1 Ji
i=1 Ji Ji

O que prova a independéncia dos Aj j=1,2,«4.

n
. P({1}) = 1im P( ﬂ A ) = 11m T p(aS) =
cy n J 1 i=1 J
1
= lim TT (1 - P(A.)] = 1im TT (1 -—Fz) -
n i=1 J n iml P. +Y
J

Esta identidade claramente implica o resultado.

12. a) ig«. b) 2.

13. Seja w € Q3 ¥n w € ﬁ B, onde B, ¢ iguala A
i=1 1 i

ou Ai . P(Bi) s Py v(l-pi) =1 - m(pi) onde

-z @&ﬁ)

p; = P(4;). Portanto P({w}) s TT [1 - ?(p;)] s o i=1 .
i=1

i
Se z m(pn) = ® isto implicaria que para todo w,
n=1

P({w}) = 0 o qual & absurdo porque £ & enumerdvel.



' CAPITULO 5 -
P(B_ ) z p a1 T+s
r+s k=r+s+1 P q
L P(B IB ) = = = =
r+s'"r/ T P(Br) o k-1 Do
L paq
k=r+l

A equagdo Q(Br+1) = Q(Br) Q({1}) 4implica rapidamente

que
Q(B,) = ¢“(8,) = [1 - Q({11)1" k=1,2,....
para k 2 2 temos
Q({x}) = (B, _; - B,) = QB _;) - (B,) =
= [a(B)1*™ - [a(8)1" = [a(B)1*7! [1-a(B,)] =

= Q({1}) [1 - q({1})1%"t .

5. Temos Pé%?;;%) = nil « Tomemos k 2 A . Seja
) P({k+1}) P({k+4}) -
P({k"’J}) P({k})_PW °"-m§_—l}-)
= p((x)) EDED) o &P s

< P((x}) @7 .
Para J 2 O temos em geral
P({k+3]) = P({K}) ()

Agora
P({x})

P((x) | (xt x=k}) = - y
P(0) Io @)




-186-~

= K=o

8. 0 = {xl,xz,...]. Se A< P(A) = _E

R I,(x;)p, e

1

X:8 + R definida por X(xi) = x; .

9. Dado € > O seja n tal que p) P[x=xi] < e .
i=sn+1l

Seja & > O tal que x, g (x-6,x+6) para i=l,2,...n

Ent8o se y pertence a ésse intervalo |F(x)=-F(y)| < e .

CAPITULO 6

2. Vamos provar que se A % Q entido E IAmIYIf Ely]|.
(Isto implica imediatamente o resultado).
Se jam {yl,yz,....} os valores de Y e B =

m
= I [Y=y.]. Como Iy |Y] € uma varidvel aleatdria
i=1 1 m
simples temos que E|Y| = lim E I, |Y|. Agora

m m

lim E(I, |Y|) = 1im lim E(I, I, |Y|) =
im B(1, |¥]) = 1im 1im 5(1, Ty |¥])

lim l1lim E(I Y lim E I Y
- Lim lin B(1, Iy [¥]) = lin B I |Y| -

m
= E|Y| .
A primeira igualdade decorre do fato que IAm I, Y| ¢
, m
uma r.a. simples, a segunda porque E(I I, |Y|) & cres
An "Bp

cente em n e m,
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2
o

n n
3. = iz * 16

5. Podemos supor e < 1. Seja h(x) = x%-e2 . Temos

I 2z h sobre [-1,1]. Agora

{x:|x]|2¢€]

PLIx|2e] = E(I(,, | |ae) X) = E(n+X) = BX° - &® .

CAPITULO 7

1. E(x-a)2 E(x-Ex)2 + [E(x)-a]® + 2 E(X-EX) (EX-a) =

= E(x-EX)? + (Ex-a)? = E(x-EX)? .

3. Ple=j | x=i] = BE=d,X=i] 22,3, ...
P{X=i]
J=1,2,e00,i=-1
2 i=2
= P_4q 1

(i-l) p2 q1-2 i=-1

ou seja a distribuigdo condicional e uniforme sébre

{1,2,.0.,i=1}.

5. Temos que provar que cov(Y,X) = cov(Y,X). Pelas pro-

priedades da covariancia, cov(¥,X) = & Oi . A identi-
dade a verificar e portanto equivalente a cov(Y,X) =
-~ 2 ’ . ’ -~ OYP
= a ox y @ qual e imediata da formula a = 5 .
X
8. 02 _ = var(X+Y) = 02 +02 42 cov(X,Y) (Proposigao
* PXaY = 9% Y ’ ¢
7.5.2).

A desigualdade de Cauchy-Schwarz (Anexo 2) implica

|cov(X,Y)| £ 0, ¢

XY
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ou seja =0,0y < cov(X,Y) < 040y © Pportanto

2 2 2 2
- 20
X + O 2 X OY £ 0 <

2
Y + 0, + 2 0

o Y x %y

2
(ox - oY) S oy,y S (cx + oY)

o que implica ‘OX-GYI < 0X+Y < oy + CY .

CAPITULO 8

1. P[Xn < x] P[Xn < x, X x+e]+ P[anx, X > x+e] <
< P[X < x+e] + P[|Xn-X] z €]
isto €

F_(x) - P[[X -X| 2 e] s F(x+e) .
Tomando limites um prova que
Ve >o0 lim_sup Fn(x) < F(x+e) .
Em forma semelhante é fdcil provar que
Ve >0, F(x-e) s lim_inf Fn(x).

O resultado decorre do fato que F & continua em x.

2., Seja x um ponto de continuidade da F. Escolhendo
a=x e b>a temos
lim inf (1 - Fn(x))z lim inf [Fn(b).-Fn(x)] = F(b)-F(x)
ou seja 1 - lim sup Fn(x) 2 F(b) - F(x), ¥t .
Portanto 1 - lim sup Fn(x) 2 1 - F(x) o que implica que

F(x) 2 lim_sup Fn(x). Tomando x = . e a < x em forma
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semelhante obtemos
limninf En(x) 2 F(x)

o que prova o resultado.

7. Vamos provar primeiro que se X e Y sfo duas varid-
veis independentes tais que S(X) = Poisson ()) e

£(Y) = Poisson (u), entdo £(X+Y) = Poisson (A+u)

k k
P(X+Y = k]= I P[X=i, Y=k-i] = I P[X=i] P[Y=k-i] =
i=0 i=0
= ;:( e-)\ )\i e-u uk-i - e-()\+u) 12{ (k) )\i kK-i
i=0 i (k-i)! - kI 420 i .
[ ]
=(A+u)
k
= 2 ) (A+u)"
Se ja agora [Xn} uma sucessao de varidveis

n=l,2,...
aleatdérias independentes idénticamente distribuidas

Poisson (1). E X =1, var(xn) = 1. Pelo Teorema Central

do Limite

n
Z_ X,=-n (o] 1
i=1 = }s o_.f f(x)ax = »

ou seja

o 1
P[iil X; < n]—35 .

n
Como £(121 xi) = Poisson (n) temos que
n n _-n nk
Pl X, €£n] = % ———m-
i=1 4 ] k=0 k!

o que prova o resultado.
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9. Vamos provar uma proposigao que & mais geral e que tem
um interésse independente. Seja (1 um conjunto enume-
rdvel e {P_} uma sucessao de probabilidades de

nn=1,2,... -]
20, I p,=l
1

terminadas por sucessoes {p_.} P
nk n=1,2,.. nk k=
k=1,2....
Seja P outra probabilidade sobre 0 determinada por su-
cessado {p, } . Se Yk, 1lim p = p entio
{py k=1,2,... " nhe Tk k
(o]
T p - p_ | —oO.
k=1 nk k
Demonstracdo:
© N -] ©
L |p,-p | s Z |p,-p | + I z
k=1 Py k=1 PPyl k=N+1 1K © k_N41 K
agora
- <] © ®
T p,.< I p +| I p, - I P
k=N+1 K k=N+1 ¥ k=N+1 ™ k=Ns1 K
mas
(=<} (o] N
T p,- I pl=1J(2-2 p,)-(1- T pJ)i
k=N+1 ™K poNs1 K k=1 DTk =1 k
N N N
= Ikil Prk = Pyl = E | PracPrcl
Portanto
© N ©
z - < 2[ -p, | + L .
k=llpnk pkl k=l|pnk kl k=N+1 pk]

Escolhendo primeiro N e depois n grande € fdcil ver
que o membro esquerdo € arbitrariamente pequeno quando n

é grande o que prova o resultado.
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Uma conseqiiéncia desta proposigao é a seguinte:

Se A< (] temos que

|2,(a) = P(a)] £ T Ipyopyl

e portanto

lim su ]Pn(A) - P(A)| =0 .
N4 AC

11. Como F ¢€ continua dado € > O, existem pontos

x; < X, <...< x, tal que F(xl) <e, 1= F(xk) < e,

k

F( - F(xi) < e iz1,2,400,k=1.

Xi41)
Se ja ng tal que V'n 2 n ,qu 1< i< k
(F(xi) - Fn(xi)| <e .
Agora é fdcil ver que para todo x ,

an(x) - F(x)| < 2¢

analisando o que acontece em cada um dos intervalos.
CAPITULO 9

1. [ndmero de trajetdrias de (0,0) até (2n,0) que sdo 20]
p?q® = [ndimero de trajetérias de (0,0) até (2n+l,1) que

2n+1 1 n n 2ny.. n.n 1
n+l) 2n+1) P9 = (Il)p 9 n¥1

s8o > 0] p7q™ = (

p2n[52n = 0]

n+l
n . n
1 ny, 1 n\2 1
b, = M=M= = = = .
k=0 (k) P (k) o = k=0 (k) 22n
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5. A probabilidade de obter k caras é»igual a de obter
(n-k) caras. Se indicamos com 1 e =1 cara e coroa

e pensamos que o0s Jjogadores realizam seus jogos consecuti

vamente, o experimento pode ser representado por uma su-

- . . . . .
cessao de 2n varidveis aleatdrias independentes idénti-

1 1/2
camente distribuidas X, = y i=1,2,...,2n . Se
: i 1-1 1/2
Si’ i=1,2,..+.,2n dindica as somas parciais a condigao

que o primeiro jogador obtemha k caras e o segundo (n-k)

caras corresponde ao evento S2n = 0, Portanto a probabi-
. P . 2ny 1

lidade buscada no exercicio 4 e igual a (11)—525 .

. -
Do exercicio 4 temos entao

n
1 n, 2 2n, 1
2 = .
22n k=0 (k) (n) 22n
Portanto
2 2n
T (= .
k=0 K n)
ANEXO 1
pn l<m<n
l. Seja . a =
nm (o} m > n
[oo] n [+ @ (-] -] -] @® n
Z n = I Z a = Z [ a = L [ Z =
n=1 ° n=1 m=1 nm m=l n=1 n_’m] mms1l nnmp]
®© m -]
= Z

'L = l E m .
mel 1P " (T-p) ma1 © T (15)2
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ERRATA

Para identificar as correg¢des usaremos o seguinte método:
ne da pdgina, n? da linha, de cima para baixo e de baixo

para cima. Exemplo: pag.20,+5 ou pag.35,-7.

pag. 6,=3:
n k
) kil (-l)k-llsi <i Z: <i. <n ;:i IAiJ
1515 e asd s
pag. T,+1
1.3.7. Ilimnsup An = l%m sup IAn H
Tlim_inf A_ = lim inf I, .
pag. 7,-4
... a notagéo flA é a fungao...
page. Ty=2
£],(x) = £(x)
rag. 7,=-1
fIA
pdg.11,=7
#(Am.m) = n(n-1)...(n-m+1)
pag.l3,=2



=194~

pag.l4,+8
g(£) = (f|Al,...,flAp)
pag.16,-3
n(n-l)
2
pag.l16,-1
n!n—l}
2
pag.l1l7,+8
A= {(1,j):1 < js i< n}
pag.18,+7
g(i)-1, i = 1
£(i) =
g(i)=g(i=1), 1 < i s m
pPag.20,+4 1
n+§- .
n! = /27 n e
pag.20,<4
n+1/2
log(n!) =j(
1/2
pag.21,+4
x
I(x) = J log y dy
o
rag.21,-5
1/2 1
a, =‘f log 7 dy ,
(o] 1-(5)
pag.22,+7

«eee dos n primeiros...
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pag.22,-7
ne-l n-1
g(n) = £ () (k)
pag.23,+6

n
Z (-1)V(®) = (-1)™(®*1) (usar Proposiglo 2.8.1)
v=0 v n

pag.23,+7
(usar Proposigio 2.8.1)
pag.23,=-2
o . (iy(ky _ dyi-j
(SUgeStao' (k)(j) = (j)(k-j))
pag.35,-12
como & P, converge
j=1 1
pag.35,-11
z ;. <
J=k le ©
pag.35,-8
P(A,) £ T p;. <c¢€
i j=k *J
pag.36,=5
da segao 2.
pag.37,+9
1
Py = Py =+2=Pg = ¢
pag.l4o0, =4
1 2 r-1
= 1(2-d) (-3 - {2h)y,
pag.41,+9

menor



pag.4l4,+10
CR
3,52
pag.U46,-7
N

pag.53,-6 e =5
Os udltimos térmos sdo iguais, por indugido,a

n r n r
TOR(Ay) TT () € TTOP(AD) T P(ay)

i=1 i=n+l i=n+2
pag.59,+8
A
pag.63,+4
wgn p(w) =1

pag.67,-10

fechado
pag.67,-8

P(B,) ”%‘

pag.70,=7 e =6

(Sugestao: Usar a seguinte ...

pag.71,+2
pretas. coee urna
pag.71,+3
urna
pag.86,-1 A

oc.<px(k) BT‘ LY
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prag.87,+8
E(X) = [X(w)P(aw) =
pag.88,-3
weQ
pag.89,+2
menor
pag.89,~5
Proposigao 6.1.1
pag.89,-3
EX = lim E(X A Y ) <
M-y
pag.91,=-2
esperangas
pag.91,=1
esperanga
pag.92,+1
«e. serao usadas como sindnimos.
rag.93,-1
ésperangas
pag.94,+9
esperanga
pag.94,-6
[xl,xz, e n}
Pag.95,-6

esperangas



pag.97,-4

pPag.97,=-3

pag.100,=2

pag.102,+1

pag.102,+5

pag.102,-2

pag.104,4+7

pag.104,4+8

pag.109,+6

pag.l09,+7

~-198-
pares de varidveis independentes
vyt o, 7y, xtyT e xTYY
ese distribuidas com lei ...

g(x) = e(|x]) = g(e) )

g(x) = |x|T

!x_b!Z

I <
{x:1x=2y+e} (u+e-b)2

1 2
em (Q = {0, 5 n yooe,yl}

f:{0,1] s Re Ac [0,1]

LY P[X=(xljl,o.o’xi X

- 1 ’ -’x e e
Ly 7713 74+1,35,

.es pX(xljl“f"xi-l,ji_l’xij'xi+l,ji+l e
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pag.109, figura 7.1l.1

Y
34
24 1/6, 1/4
1+t °© 1/6 o 1/4
o1 2 3
1/6' T T X
pag.1l1ll,+4
{xil’xiZ"'J'
pag.l112,~9
Q({yj}) se P[X:xi] =0
pag.112,-8
INEPAY
pag.112,-6
Dada a distribuigdo condicional de Y dado
pag.113,45

7.4 - Esperanga condicional
pag.1l13,-9
» .. @speranga condicional de Y ...
pag.113,-1

é chamada esperanga condicional ...
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pag.l1l4,+4
DEFINIGAO 7.4.3 = A fungao ...
pag.1l1l4,-8 e =7
b) E(1|x) =1

c) E(cY|X) = cE(Y|X)

pag.ll5,+1
) esperangas.
pag.l15,+2
) 1
a e e F[Y—-'_xj e e
pag.l1l5,+4
LU (E y L)
j -3
pag.ll5,=6
@
see = I = X .
e glx) (X=x,] = &°
pag.115,-5
.o (f YdP) ...
[X=x;]
pag.l1l15, =4
LAY [ - de = de =
isp,(x,)>0
pag.l16,+6 { Px i) }
) esperanga e e
pag.116,+8

ees determinar ...
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pag.116,-10

eeo de minima distidncia ...

pag.l117,+2
+ 2 E{(Y - BE(Y|X)) (E(Y|X) - n(X))}.
pag.117,+5
7.4.1, e) e £))
pag.l1l17,+6

2E{[E(Y[X) - n(x)]E[(Y-E(Y[X))|X]]

pag.l17,+7

Mais E[(Y-E(Y|X))]|X] = E(Y|X) - E(Y|X) =0

pag.117,+8
«++ Proposigdo 7.4.1 d) e f))
pag.l1l17,+9
frase nula
pag.118,+2
2
a) var(¥]x) = 55 ¥5 -o. -(5 ¥, u(xgs{y P
pag.l21,=4

e cov(X+Z,Y) = cov(X,Y) + cov(z,Y))

pag.122,=3

ces var(X.,) + 2 I
1 i<j
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pag.123,-8
’ 2
e 1l - pX,Y .
pag.124,+4
ag
X . = (ver Proposigdo 7.5.3 a))
oy  Pxv,yr T Px,y § *0r
pag.128,-3
pardmetros r=2, 0 < p < 1
pPag.131,+2
INTRODUQAO AO TEOREMA CENTRAL DO LIMITE
pag.l131,+5

Teorema Central do Limite.

pag.132,-7

/:+mf(x)dx Z eeee

o]

- pag.l32,-2
_ lb X l = r

aér.cp; -

pag.133,+8

. +o
e oo / f(y)dy(—fjﬁ

x x

rag.135,=-8

TEOREMA 8.2.1 (Teorema Central do Limite)

pag.l138,+1

eee Teorema Central do limite ...
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pag.139,+2
j=-1 1
= P[Sznan] T-T 3 .
k=0 (1l+=—r)
pag.1l43,-5
eses Teorema Central do Limite ...
pAg.lkj,-h
-n n nk 1
lim e T k—!' = ? .
pe Y- k=0
pag.1l43,-1
«es Teorema Central do Limite).
pag.1ll4h,+2
ees Central & Limite.
pag.1l47,-8
n
X N(n,x)‘— (n+x).
a3z
pag.148,-2
a b n-1
= P {(n+x -l) - es e
2
pag.l49,+1
ny, a=-=b ny, x
ces = (a) — = (a) = (9.1.1)
pag.149,+7
_ a=b a=-b x
**" T ™m T a¥b T m
pag.150,+3
2n-1
= 2( ) ce e o



pag.150,+8

pag.l5l,-l+ .

pag.152,-7

pag.153,+4

pag.153,+7

pag.l54,+4

pag.l54,=-4

pag.l54,=-2

pag.156,+3

pag.157,+3

=204~

2<

max (Si-Sl)

isn+1l

a)
28 [3]

_i_ T (
2T k<x/n

if) (zé?;k)

(25K

|

22n

)

)



pag.157,+5

Pag.157,+7

pag.158,+3

pag.158,+4

pag.159,-9

rag.159,-3

pag.160,=1

pag.163,-8

pag.167,-3
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1lim P, [ee..

2n
pe Y- )
P2n[....
P [ - P2n[52n-0]
2n-°*°*°*°*4 = n+l

(pZn[52n=o] = vee

n
lim I |a.| < +w.
n+eo i=0 1

-]

nEO ah(n)

lag il = lagl
cp(u) - t= ,

U~ +e

(8] - PROHOROV, YU V.





