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L. Matematica 1, Matematica Basica

Pelo Prof. Jairus Khalagai, Universidade de Nairobi

I Pré-requisitos do curso ou conhecimentos prévios

Unidade 1: (i) Conjuntos e Funcdes (ii) Fun¢des Compostas
Os conhecimentos atinentes a matematica do nivel secundario sdo um pré-requisito para

esta unidade, que enquadra-se no nivel 1.

Unidade 2: Operac0es Binarias
PressupGe a aplicacdo de conhecimentos de Matematica Béasica 1. Esta unidade é

também de nivel 1.

Unidade 3: Grupos, subgrupos e Homomorfismo
Tem como pré-requisito a Matematica Basica 2.

E uma unidade de nivel 2.

IIL. Tempo
120 horas
IV. Material

Os Materiais a usar para este modulo consistem em:
Materiais de estudo (impressos, CD, on-line)
(materiais de pré-avaliacdo contidos nos materiais de estudo).
Duas actividades de avaliacdo formativa por unidade (sempre disponivel com a data de
submisséo especificada). (CD, on-line).
Referéncias e Leituras a partir de Fontes Abertas (CD, on-line)
Arquivos da Actividade ICT
Aqueles que dependem de software com direitos autorais
Aqueles que dependem de software de Fonte Aberta
Aqueles que sdo autbnomos

Arquivos de video



Arquivos audio (com versao em cassete)
Fonte Aberta de Arquivos de instalacdo de software

Calculadoras graficas e software licenciado onde estiver disponivel.



V. Fundamentac¢io do Mdédulo

A importancia do ensino da Matematica Basica reside no facto de ela desempenhar um
papel crucial no preenchimento de lacunas que o professor- estudante possa ter,
advindas da matematica aprendida no nivel secundario, como por exmplo, a falta de um
dominio apropriado do sistema de nimeros reais e fungdes elementares, etc.

Serve também como plataforma de langcamento para a Matematica do nivel
Universitério, através da introducdo ao estudante & ciéncia do raciocinio, chamada

Légica e aos topicos relacionados.



VL Conteudo

6.1 Visao Geral

Este mddulo consiste em trés unidades que sao as seguintes:

Unidade 1: (i) Conjunto e func¢es (ii) composicdo de funcdes

Esta unidade comega com o conceito de conjunto e depois é introduzida a Idgica que
fornece aos estudantes técnicas para distinguir argumentos correctos de incorrectos
usando proposicdes e seus conectores. Assim, € essencial o dominio dos contedos
sobre 0s conjuntos de nimeros reais nos quais definem-se fungdes elementares.

A necessidade de se terem representagdes pictoricas de uma funcao supbe o estudo dos
seus graficos.

O conceito de funcdo pode ser visto como uma introducéo a ser feita por meio de um
conjunto de objectos. Isto necessita do estudo de arranjos de objectos num certa ordem

chamado permutacGes e combinacdes.

Unidade 2: Operac0es binarias

Nesta unidade olha-se para o conceito de operacGes binarias. Esta discussdo conduz ao
estudo das propriedades elementares de ndmeros inteiros como a congruéncia. A
introducdo as estruturas algebricas € o conhecimento de que se precisa para se transitar

para a unidade 3.

Unidade 3: Grupos, sub-grupos e Homomorfismo

Esta unidade é consagrada ao estudo de grupos e anéis. Estes sdo essencialmente
conjuntos de nimeros ou objectos que satisfazem certos axiomas. Os conceitos de sub-
grupo e sub-anéis sdo também importantes, merecendo o seu estudo aqui. Na procura
de casos de poucas exigéncias axiomaticas vao-se também estudar os conceitos de
homomorfismos e isomorfismos. Aqui estar-se-a reflectindo sobre o conceito de
transformacdo ou funcdo de um grupo para o outro ou de um anel para o outro por

forma a encontrar as propriedades a tal fungéo possui.



6.2 Plano Geral

Unidade 1: (1) Conjunto e Funcdes (ii) Composicao de Funcgdes (50 horas)
Nivel 1: Prioridade A. Nenhum pré-requisito

Conjuntos (4)

Logica Elementar (8)

Sistemas de Numeracao (6)

Numeros Complexos (4)

Relagdes e Funcdes (8)

Funces elementares e seus graficos (8)

Permutacdes (7)

Combinacoes (5)

Unidade 2: Operacg0es Binarias (35 horas)

Nivel 1: Prioridade A. Matematica Basica 1 como pré-requisito.
Grupos e sub-grupos (7)

Grupos Ciclicos (2)

Grupos de permutacdes (5)

Homomorfismos de grupos (4)

Grupos Factores (3)

Automorfismos (3)

Anéis, sub-anéis, ideais e grupos de quocientes (7)

Teoremas de Isomorfismos para grupos e anéis (4)



O diagrama abaixo mostra como as diferentes sec¢fes deste mddulo estdo relacionadas
uma com a outra.

O essencial ou o conceito nuclear estd no centro do diagrama.

Os conceitos que dependem um do outro estdo ligados por uma linha, por exemplo,
Conjunto é o conceito central e o sistema de numeros reais depende da ideia de um
conjunto e, por sua vez, o sistema de numeros complexos depende do sistema de

ndmeros reais.

Homomorfismos Grupos
Logica e e
Proposicional Isomorfismos Anéis
Sistema de
Numeros Reais CONJUNTO
Estructura
Algébrica
sistema de
numeros Fu ng(’jes Operagéo
Complexos e seus Binaria
graficos
Permutacdes
e

Trigonometria Combinages
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VIIL Objectivo Geral

Fornecer conhecimentos de Logica Matematica Elementar, conjuntos, numeros e
estruturas algébricas, requeridos para o ensino efectivo da matematica no nivel

secundario.

VIIL. Objectivos Especificos de Aprendizagem

(Objectivos Instrucionais)

No fim do mddulo, o estudante deve ser capaz de:

o Construir argumentos matematicos;

o Fazer conexdes e comunicar efectiva e economicamente ideias matematicas;

o Examinar padrdes, fazer abstraccGes e generalizar;

o Demonstrar compreensdo das varias estruturas matematicas, as suas

semelhancas e diferencas.
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IX. Actividades de Ensino e Aprendizagem

Modulo 1: Matemética Bésica, Pré-avaliacéo
Unidade 1: Conjuntos e funcdes
AvaliacOes e Solucdes

Questdes de Pré-avaliacéo

1. Dada a equagdo quadrética:

2x*-x-6=0
As raizes sao
a. {-4, 3}
b. {4, -3}

C. {2, -Error!}
d. {-2, Error!}

2. O valor da fungdo f(x) = 2x* + 3x + lem x =3 é
a. 19
b. 28
c. 46
d. 16

3. Qual dos seguintes diagramas abaixo representa o grafico de y = 3x(2 — x)

Y
/
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4. A solucdo da equacéo sen(x) = — %na amplitude 0 < x° < 360° é:

a. {150° 210°%
b. {30°, 150°}
. {210°, 330}
. {30°, 330°}

o O

5. Dado o tridngulo ABC ao

lado

Qual das seguintes sentencas € correcta:
a) cos(a) = Error!

b) sen(a) = Error!

c) tan(o) = 2

d) sec(a) = Error!

Unidade 1: Soluc¢des das questdes de Pré-Avaliacdo

As respostas seguintes correspondem as questfes de escolha mualtipla:

Qlc Q2b Q3b Q4c Q5¢c

Unidade 2: Operac0es Binarias

1. A inversa da funcdo

13



f(x) = Error! é:

(a) flx)=x-1

(by  f*(x)=Error!
(c) f(x) = Error!
(d  f'x)=Error!-1

2. Se sen(Error! ) = Error! entdo

sen(x) em termos a o €:

@) Error!
(b) o4 - o
(©) o

(d) Error!

3. Uma menina tem 3 saias, 5 blusas e 4 lengos. O numero de combinacdes diferentes
consistindo numa saia, numa blusa e num lengo que ela pode fazer com estes artigos €:
a. 220

b. 60
C. 12
d. 150

4. Dado 0 nimero complexo

z=1-1i temos que Arg(z) é:

@) 450
(b) 1359
(€) 2250

(d) 315°



5.Sea*b=a’+ab-1, entdo
5*3 ¢

@ 39

(b) 41

(c) 23

d 25

Unidade 2: Solucdes das questbes da pré-avaliacao:
Ql.c Q2.b Q3.b Q4.b Q5.a

Unidade 3: Grupos, sub-grupos e Homomorfismo

1. Qual das seguintes operacgdes, &€ uma operacdo binaria?
(a) Radiciacao de um namero

(b) Tomar o predecessor (antecessor) de um ndmero natural
(c) Tomar o sucessor de um nimero natural

(d) Determinar a soma de dois nimeros naturais

2. Recorde-se da definicdo de homomorfismo e diga qual das seguintes é um

homomorfismo de um grupo G de nimeros reais sob multiplicacéo ou adicao.
@ o(x)=2"

(b) ¢(x) = 6x

© ¢x)=x

(d) ¢(x)=x+5

2. Para um grupo G se a x a=h em G, entdo x é:
(@ b

(b)  ba®

(c) a'b

(d) a'ba®

4. Se um elemento a num anel R é tal que a? = a entdo a é chamado
(@) nilpontente

(b) caracteristica

15



(c) idempotente
(d) identidade

5. Seja R um anel e x [1 R se existe um Unico elemento a € R tal que xa = a, entdo ax é:

@ e
(b) a

() -x
(d) x

Unidade 3: Solucdes das questbes de pré-avaliacdo

1.d 2.c 3.d 4.c 5.d

16



Sobre a Pré-Avaliacdo: Comentérios pedagogicos para os estudantes

As questBes nesta pré-avaliacdo sdo destinadas a testar a sua prontiddo para o estudo do
maodulo.

As 5 questdes que se lhe apresentam para a unidade 1 requerem a matematica do nivel
secundario. Qualquer erro por si cometido deve sugerir a necessidade de revisita aos
topicos da matematica do ensino secundario que sdo referidos nas respectivas questdes.
As questdes para as unidades 2 e 3 testam a sua prontiddo depois de ter completado as
actividades de aprendizagem para as unidades 1 e 2.

Se cometer alguns erros na pré-avaliacdo da unidade 2, deve rever o seu trabalho da
unidade 1 neste modulo. De igual modo, se cometer erros na pré-avaliacdo da unidade
3, deve rever o seu trabalho da unidade 2 neste modulo.
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X. Conceitos Chave (glossario)
1. Grupo abelinao: este é um grupo (G, *)noquala*b=b*aparaa, b € G.
2. Estrutura Algébrica: Esta é uma coleccdo de um dado conjunto G com uma

operacdo binaria *que satisfaz um dado conjunto de axiomas.

3. Operacdo binaria: esta é uma transformacdo que associa a cada par ordenado
de elementos de um conjunto G, exactamente um elemento de G.

4. Funcdo Composta: esta € uma funcdo obtida por combinar duas ou mais
funcbes simples numa dada ordem.

5. Funcédo: é um tipo especial de transformacdo onde um objecto € transformado a

uma Unica imagem.

6. Grupo: este é um conjunto ndo vazio G munido de uma operacdo binaria * tal
que:

() a*b e Gparatodoa, b € G,

(i) a*(b*c)=(@*b)*c paratodoa,b,ceG,

(iii) existe um elementoeem Gtalquee*a=a=a*e paratodoa € G, onde e

é chamado de identidade (elemento neutro da operacdo * em G)

(iv) Paracadaa € Gexistea' e Gtalquea*a'=e=a**a

onde a™* é chamado de inverso de a.

7. Homomorfismo: esta ¢ uma transformacdo ¢ de um grupo G para um outro
grupo H tal que para qualquer par a, b € G, tem-se ¢(ab) = ¢(a)d(b).

8. Isomorfismo: é homomorfismo que também é uma bijeccéao

9. Transformacdo: esta € simplesmente uma relacdo entre quaisquer dois
conjuntos dados.

10. Proposicao: esta € uma afirmacdo com valor de verdade. Assim podemos dizer
se ela é verdadeira ou falsa.

11.  Anel: este é um conjunto ndo vazio, digamos R, com duas operagdes binarias +

e * chamadas de adic¢do e multiplicacdo, respectivamente, tais que:

(i) (G, +) é um grupo Abeliano

(i) (G, *) € um semi-grupo multiplicativo

12. Semi-grupo: este € um conjunto ndo vazio S com uma operacdo binaria * tal
que

(1) a*beS paratodoa, b € S,

18



(i) a*(b*c)=(*b)*cparatodoa, b,c €S,
(iii) Para todos elementos a, b, ¢ € S, temos:
a*(b+c)=a*b+a*c e (@a+b)*c=a*c+b*c
13. Conjunto: este é uma coleccao de objectos ou itens com a mesma propriedade.
14, Sub-grupo: este é um subconjunto H de um grupo G tal que H é também um

grupo com respeito a operacdo binaria em G.

19



XI. Leituras Obrigatodrias

Leituran®l

Um texto para estudantes do nivel secundario da sec¢do de matemética de autores de
textos de Ciéncia da Escola Secundaria Livre, 2005, pp 38-47 (o nome do ficheiro em
CD: Secondary_School_Maths).

Leituran®2
(OriginaL: Elements of Abstract and Linear Algebra):Elementos da Algebra Abstracta e
Linear por E. H. Connell, 1999, Universidade de Miami, pp 1-13 (0o nome do ficheiro

em CD: Abstract_and_linear_algebra_Connell).

Leituran®3
(Sets relations and fucntions) Relaces entre conjuntos e func¢des por Ivo Duntsch e
Gunther Gediga methodos publishers (UK) 2000 (o nome do ficheiro em CD:

Sets_Relations_Functions_Duntsch)

Leituran®4

(Abstract Algebra: The Basic Graduate year): Algebra Abstracta. Ano Béasico de
Graduacao, por Robert B. Ash (Pasta em CD: Abstract_Algebra_Ash)

Resumo Geral e Fundamentacgéo

Todas das leituras obrigatorias sdo textos de livros de fontes completas abertas. Em
conjunto eles fornecem mais do que o material suficiente para suportar o curso.

O texto contém paginas especificas de referéncias para activar leituras e orientar

exercicios tais que sao referenciadas nas actividades de aprendizagem.
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XII. Recursos Obrigatorios

Wolfram MathWorld (visitado a 29.08.2006)

http://mathworld.wolfram.com/

o Este é um guia completo e compreensivo para todos 0s topicos em matematica.
Espera-se que os estudantes se familiarizem com este website e que sigam as palavras
chave e os topicos do madulo no site.

Wikipedia (visitado a 29.08.2006

http://en.wikipedia.org/

O Wikipédia fornece uma cobertura enciclopédica de todos os tdpicos de
matematica.

Os estudantes devem seguir as palavras chave para pesquisar no wikipédia.


http://mathworld.wolfram.com/
http://en.wikipedia.org/

XIII. Links uteis (liga¢des uteis)

(Set Theory) teoria de conjuntos (visitado a 29.08.2006)

http://www.mathresourece.iitb.ac.in/project/indexproject.html

o Leia qualquer das sec¢Oes clicando nos sectores circulares

o Trabalhe especialmente na sec¢cdo chamada “functions’.

o Clique no link NEXT no fim da pagina para se deslocar a frente

o Clique nos botdes da seta dupla >> para activar 0 movimento do contetdo.

Wolfram MathWorld (visitado a 29.08.2006)
http://mathworld.wolfram.com/SetTheory.html

o Leia esta entrada para a Teoria de Conjuntos

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 29.08.06)
http://www.wikipedia.org/

o Escreva ‘Set Theory’ na caixa de pesquisa e prima ENTER.

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

MacTutor History of Mathematics (visitado a 03.03.07)

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_ of _set theory

Para o seu interesse leia a histdria da Teoria de Conjuntos

Composicéo de Funcdes (vistidado a 06.11.2006)

http://www.bbc.co.uk/education/asquru/maths/13pure/02functions/06composite/index.s

html

o Leia a primeira Pagina

o Use os botbes das setas no fim da pagina para passar para a pagina seguinte

o A pégina 2 € uma actividade interactiva. Trabalhe nessa actividade

cuidadosamente.
o Leia a pagina 3 para detalhes na notacao.

o Teste a sua compreensao na pagina 4.
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http://www.mathresourece.iitb.ac.in/project/indexproject.html
http://mathworld.wolfram.com/SetTheory.html
http://www.wikipedia.org/
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www.bbc.co.uk/education/asguru/maths/13pure/02functions/06composite/index.shtml
http://www.bbc.co.uk/education/asguru/maths/13pure/02functions/06composite/index.shtml

Wolfram MathWorld (visitado a 29.08.2006)

http://mathworld.wolfram.com/Composition.html

o Leia esta entrada para a composicao de funcdes

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 06.11.06)
http://www.wikipedia.org/

o Escreva *‘Composite Functions’ na caixa de pesquisa e prime ENTER
o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.
Binary Color Device (vistado a 06.11.06)
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Algebra/BinaryColorDevice.shtml

o Este é um quebra-cabeca envolvendo operagdes binarias e tabelas de grupos.

Use o quebra cabeca para desenvolver a sua compreensao.

Wolfram MathWorld (visitado a 06.11.2006)

http://mathworld.wolfram.com/BinaryOperation.html

o Leia esta entrada para a Teoria de Grupos

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 06.11.06)

http://www.wikipedia.org/

o Clique ‘Binary Operations’ na caixa de pesquisa e prime ENTER

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 06.11.06)

http://en.wikipedia.org/wiki/Grupo__Theory

o Leia esta entrada para aTeoria de Grupos

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

MacTutor History of Mathematics (visitado a 03.03.07)
http://www-groups.dcs.st-
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http://mathworld.wolfram.com/Composition.html
http://www.wikipedia.org/
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Algebra/BinaryColorDevice.shtml
http://mathworld.wolfram.com/BinaryOperation.html
http://www.wikipedia.org/
http://en.wikipedia.org/wiki/Grupo_Theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Grupo_Theory
http://en.wikipedia.org/wiki/Grupo_Theory
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/HistTopics/Development_group_theory.html

and.ac.uk/~history/HistTopics/Development _group _theory.html

Leia para o seu interesse a historia da Teoria de Grupos.
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XIV. Actividades da Aprendizagem

Modulo 1: Matemética Bésica
Unidade 1, Actividade 1: Conjuntos e Funcdes
Objectivos especificos de aprendizagem

Até ao fim desta actividade, o estudante deve ser capz de:

o Distinguir uma funcdo de uma transformacéao geral.
o Demonstrar as relacdes entre conjuntos e funcdes
o Dar exemplos de conjuntos de numeros reais e algumas funcGes definidas em

tais conjuntos.

Visado Geral

As nocdes de conjunto e de funcdo sdo os conceitos fundamentais que em conjunto
constituem as bases da Matematica. Na verdade, as diferentes areas da Matematica
comegam com estes dois conceitos fundamentais.

Nesta actividade, demonstramos como 0s conjuntos de objectos sdo facilmente
extraidos das nossas situagdes circundantes. Em particular, vamos motivar o estudante a
ser capaz de facilmente exemplificar a transformacao geral e fun¢Bes no conjunto de
nameros reais.

Notamos que é de grande importancia para o estudante que ele seja capaz de distinguir
por meio de um diagrama uma transformacao geral de uma funcdo. Fazer isto vai ajudar

0 estudante no dominio de muitas propriedades de fungdes em cursos superiores.

Conceitos Chave

Funcdo: é um tipo especial de transformacdo onde um objecto é transformado numa
Unica imagem.

Transformacao: é simplesmente uma relagdo entre quaisquer dois conjuntos dados.
Proposicao: esta é uma afirmacdo com valor de verdade. Assim podemos julgar se essa
afirmacéo ¢ verdadeira ou falsa.

Conjunto: este uma coleccdo de objectos ou itens com as mesmas propriedades.
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Leituras

Todas as leituras para 0 modulo vém de livros de textos de Fonte Aberta (Open Source
text books). Isto significa que os autores fizeram-nos disponiveis para qualquer leitor
usé-los sem cobranga. Fornecemos cdpias completas destes textos nos CD’s que
acompanham este curso.

1. Um livro de texto para estudantes da seccdo de matematica do ensino médio, por
Autores de textos de Ciéncia da Escola Secundaria Livre, 2005, pp 38-47 (0 nome do
ficheiro em CD: Secondary_School_Maths).

2. (OriginaL: Elements of Abstract and Linear Algebra):Elementos da Algebra
Abstracta e Linear por E. H. Connell, 1999, Universidade de Miami, pp 1-13 (o nome do

ficheiro em CD: Abstract_and_linear_algebra_Connell).

Recursos da Internet
(Set Theory) teoria de conjuntos (visitado a 29.08.2006)

http://www.mathresourece.iitb.ac.in/project/indexproject.html

o Leia qualquer das sec¢Oes clicando nos sectores circulares

o Trabalhe especialmente na seccdo chamada ‘fuactions’.

o Clique no link NEXT no fim da pagina para se deslocar a frente

o Clique nos botGes da seta dupla >> para activar 0 movimento do contetdo.

Wolfram MathWorld (visitado a 29.08.2006)

http://mathworld.wolfram.com/SetTheory.html

o Leia esta entrada para a Teoria de Conjuntos

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 29.08.06)
http://www.wikipedia.org/

o Escreve ‘Set Theory’ na caixa de pesquisa e prime ENTER.

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.
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27
MacTutor History of Mathematics (visitado a 03.03.07)

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/ Biqinninqs_of_set_theory

Para o seu interesse leia a historia da Teoria de Conjuntos

Introducéo
a) Uma histéria da moagem de milho
A Jane caminha de uma vila para perto do mercado

carregando um cesto de milho para ser moido para

transformar em farinha. Ela pde o milho num contentor
da maquina de moer e comeca a girar a manivela. O
milho é entdo moido e da maquina vem a farinha que

depois ela leva depois para casa.

Questéo

Que relagéo vocé faz entre o milho, a moagem e a farinha?

b) Uma histdria de criancas nascidas no dia de natal no ano de 2005

Foi reportado no 25° dia de Dezembro de 2005 na Maternidade do Hospital Pumwani,
em Nairobi, cidade Capital de Kenya que um total de 52 maes deram a luz, cada uma,
um bebe. Este foi o registo mais alto da ocasido. Como sempre se tem feito, cada bebé

| recebe um rétulo para identifica-lo(a) em relagdo a mae.

Questoes
1. Na situacdo acima, dada a méde, como localizamos o bebé?

2. Dado o bebhé, como localizamos a mae?


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/HistTopics/Biginnings_of_set_theory

Actividade

Note que agora podemos representar a histéria da moagem de milho em forma de
diagrama, como se segue:

A B

Y

A

A = Conjunto de algum contetdo (neste caso, milho) a ser posto numa moagem
f = A transformacao ou a funcao a representar 0 processo na moagem

B = Conjunto do conteudo, produto resultante ou (neste caso farinha) a ser obtido.

Exemplo 1
Neste exemplo definimos dois conjuntos e uma relacéo entre eles, como se segue:
Seja A={2, 3, 4]
B={24,6,8}
f € uma relacédo que diz “é um factor de”.
Ex. 3 é factor de 6

Neste caso temos a seguinte transformagéo:

A B
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Exemplo 2

Pense numa série de situacOes idénticas e represente-as num diagrama de transformacao
COMO se mostrou acima.

Na nossa segunda historia de cada mée dar luz a exactamente um crianga pode ser

repesentada num diagrama de transformac&o como se segue:

A = Conjunto de bebés
B = Conjunto de méaes

f = relacdo que diz “bebé para”.
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Exemplo 3

i. Note que nesta transformacdo cada objecto é transformado numa Unica
imagem. Neste caso ela é uma funcdo. Escrevemos f: A — B

ii. Note também que na transformacdo acima mesmo se invertéssemos 0sS
papéis dos conjuntos A e B teriamos, na mesma, que cada objecto tem uma Unica

imagem. Assim escrevemos ...

B A

Neste caso temos:

B = Conjunto de mées

A = Conjunto de bebés

g = Relagdo que diz “é mée de”

Neste caso dizemos que a fungdo f tem uma inversa g. Normalmente notamos esta
inversa g por ™.

Assim paraf: A - B, temos f: B > A

30



Exemplo 4

Seja A={1,2,3,4,5}
B={235709,11, 12}
f:x—>2x+1

Ent&o temos a transformacgdo como se segue: f: x > 2x + 1

Uma outra notacgdo nesta transformacgéo seria

f(1)=3 f(2) =5, etc.

Em geral f(x) =2x + 1

O conjunto A é chamado de dominio de f e o conjunto B é chamado de o contra-
dominio de f. O conjunto {3, 5, 7, 9, 11} no qual todos elementos de A séo
transformados é chamado de amplitude (ou conjunto de imagens) de f. Note que aqui a

inversa de f é dada por f *(x) = Error!e é também uma func&o.
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Exercicio 5

Comecando com o conjunto

A={2 3,79, 11, 12} como dominio, encontre 0 conjunto de imagens para cada uma
das seguintes funcdes:

a) f(x) =3x -2

b) g(x) = 2x* + 1

c) h(x) = Error!

Exercicio 6

Determina a inversa de cada uma das seguintes fungoes:

a) f(x) = 3 - Error!
b) g(x) = Error!

c) h(x) = 3x* -2
Exercicio 7

Usando muitos conjuntos de nimeros reais, como dominios dé exemplos do seguinte:

a) Uma transformacéo que ndo € uma funcéo

b) Uma transformacéo que é uma funcéo

C) Uma transformacao cuja inversa ndo é uma funcao

d) Uma transformagéo cuja inversa é também uma funcéo.

Demonstre cada exemplo num diagrama de transformacdo. Se esta a trabalhar num
grupo cada membro do grupo deve produzir um exemplo de sua autoria para cada um

dos casos apresentados acima.
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Modulo 1: Matemética Bésica

Unidade 1, Actividade 2: Func¢des Compostas

Objectivos especificos

Até ao fim da actividade, o estudante deve ser capaz de:

. Demonstrar uma situacdo na qual duas instrugfes consecutivas mediante duas
ordens diferentes podem produzir resultados diferentes.

. Verificar que duas fungbes elementares operadas (uma depois da outra)
mediante duas ordens diferentes podem resultar em diferentes fun¢des compostas.

. Desenhar e examinar graficos de funcdes de classes diferentes comecando por

uma linear, quadratica, etc.

Visao Geral

Fungbes Compostas referem-se a combinac@es de diferentes transformacgdes simples por
forma a produzir uma funcdo, uma vez que revela-se importante o processo de
combinacgédo de duas simples afirmagfes mesmo na vida real por forma a produzir uma
afirmacdo composta. Na verdade, a ordem na qual duas instru¢des sao emitidas deve ser
considerada com seriedade de modo a que ndo se termine com alguns resultados
embaracosos.

Nesta actividade propomo-nos a verificar que duas funcdes elementares cujas formulas
sdo conhecidas se combinadas numa certa ordem irdo produzir uma féormula composta,
e se a ordem na qual sdo combinadas é revertida, entdo isto pode resultar numa férmula
diferente.

Notamos aqui que € igualmente importante que seja capaz de representar uma funcéo
composta pictoricamente por desenhar o seu gréfico e examinar a forma. Na verdade, o
estudante sera capaz de desenhar estes graficos comecando com funcBes lineares,

quadraticas e mesmo trigonométricas e assim por diante.

Conceitos chave

Funcdo Composta: esta é uma funcdo obtida pela combinacgdo de duas ou mais funcgdes
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simples numa dada ordem.
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Leituras

Todas as leituras para o0 modulo vém de livros de textos de Fonte Aberta. Isto significa
que os autores fizeram-nos disponiveis para qualquer leitor usd-los sem cobranca.
Fornecemos cOpias completas destes textos nos CD que acompanham este curso.

1. RelagOes entre conjuntos e fungdes (Set relations and functions) por Duntsch and
Gunther Gediga, Methodos publishers (UK) 2000. (Nome do ficheiro em CD.
Sets_Relations_Functions_Duntsch)

Recursos da Internet
Fungdes compostas (visitada a 06.11.06)

http://www.bbc.co.uk/education/asguru/maths/13pure/02functions/06composite/index.s
html

. Leia a primeira Pagina
J Use os botBes das setas no final da pagina para passar para a pagina seguinte
. A pégina 2 € uma actividade interactiva. Trabalhe nessa actividade

cuidadosamente.
. Leia a pagina 3 para detalhes na notagéo.

J Teste sua compreensdo na pagina 4.

Wolfram MathWorld (visitado em 29.08.2006)

http://mathworld.wolfram.com/Composition.html

. Leia esta entrada para a composicao de funcbes

. Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 06.11.06)
http://www.wikipedia.org/

. Escreve ‘Composite Functions’ na caixa de pesquisa e prime ENTER

. Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.
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Introducgéo
a)  Uma historia de Criancas da Creche
Duas criancas irmas, irmao e irmé, ele chamdo John e ela,

Jane, vao a uma creche chamada Pequenos Amigos

Numa manha eles acordam tarde e com pressa vestem-se e correm para a creche, Jane
primeiro, coloca meias e depois sapatos, mas 0 seu irméo John primeiro pde sapatos e
depois coloca as meias. O Jane olhou para ele e pds-se em gargalhadas a medida que

corria para creche, a frente do irméo.

Questéo

Por que é que Jane pbs-se em gargalhadas?
b) Uma histéria de visita a uma fabrica de
fermentacédo de cerveja

Um clube Cientifico numa escola secundaria chamada

Escola Pré-Universitaria de Nabumali em Uganda, numa
Sexta Feira fez uma excursdo a cidade de Jinja para
observar as diferentes fases da fermentacdo da bebida
chamada Nile Beer (cerveja Nile).
Notou-se que, de interesse especial, era a forma como alguns equipamentos usados no
processo podiam entrar em algumas camaras e sairem transformados. Por exemplo, uma
garrafa vazia podia entrar numa camara e emergir cheia de cerveja Nile mas sem tampa.

Depois entrava numa cadmara seguinte e sair ja tapada.

garrafa
vazia Camara Camara

(1) garrafa enchida (2) garrafa cheia
de cerveja Nile com tampa
sem tampa

Questéo
Pode tentar explicar o que é que acontce em cada uma das camaras da fabrica de

fermentagéo?
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Actividade

Notamos que na nossa histéria da creche o que esta em causa é a ordem na qual
devemos tomar a instru¢do no contexto de situagGes da vida real. A Jane riu-se do
irmao porque ela viu meias por cima de sapatos. Em outras palavras, o seu irméo
terminou com a instrugdo composta ou funcao que era inconcebivel.

Podemos olhar em outros casos através do seguinte exemplo:

Exemplo 1
Pense num numero, eleve-o a 2 e depois adicione 3 ou pense num ndmero, adicone 3 e
depois eleve-0 a 2. Se designamos 0 numero por X, entdo terminamos com dois

resultados, nomeadamente x* + 3 e (x + 3)? respectivamente.

Exemplo 2

Vocé pode produzir uma série de exemplos similares ao exemplo acima?

Se agora considerarmos a nossa historia de fermentagdo da cerveja no Uganda notamos
que cada Camara tem uma instrucao especifica do trabalho a fazer. E por causa disso
que qulguer que seja o produto que passe pela cdmara deve emergir transformado de
alguma forma. Podemos também reparar num exemplo onde as instrugdes sao dadas na

forma funcional com férmulas explicitas como se mostra abaixo:

Exemplo 3

Considere a composicédo das funcdes.

fix—>2xe g:x—>x+5

Aqui se estamos operando f seguida de g entdo duplicamos x antes de adicionar 5. Mas

se operamos g seguida de f entdo adicionamos 5 a x antes de duplicar o resultado.

Notamos isso da seguinte maneira

(Fo9)(x) = f (g(x)) que significa g depois f. Enquanto (g o f)(x) = g (f(X)) que
significa f depois g.
Assim temos:

: ° =
(@of)(x) =g (f(x)) =2x+5

Enquanto que
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Representando a composicéo (fo g)(x) = f (g(x)) =2(x +5)

Exercicio 4
Dadaafungdof:x »>3x+1 g:x—>x-2

Determine as seguintes funcdes:

a) fog
b) gof
) (fog)*
d) (gof)*

Tomando x = 3, desenhe o diagrama para cada uma das fun¢ées compostas acima como

0 caso do exemplo 3 acima.

Exercicio 5

Esboce o gréafico para cada uma das seguintes fungdes: assumindo que o dominio para
cada uma das fungdes é todo o conjunto R dos nimeros reais.

a) f(x) =2x-3

b) g(x) = 4x* - 12x

c) h(x) =x*-3x +1

d) k(x) = 2sen(x)
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Modulo 1: Matematuca Bésica
Unidade 2: Operagdes Binarias

Objectivos especificos de Aprendizagem

Ao fim da actividade, o estudante deve ser capz de:

. Dar exemplos de operacgdes binarias entre varias operacgoes;

. Determinar as propriedades de comutatividade ou de associatividade de algumas
operacdes binarias.

. Determinar algumas relagdes de equivaléncia de algumas estruturas algébricas.

Visdo Geral

O conceito de operacdo binaria é essencial no sentido de que ele conduz a criacao de
estruturas algébricas.

As operagdes binarias bem conhecidas como + (adi¢do) e x (multiplicacdo) constituem
0 conjunto R dos nimeros reais como uma das mais familiares estruturas algébricas. Na
verdade, as propriedades de comutatividade ou associatividade podem ser facilmente
verificadas respeitando estas operagdes em ‘R.

Todavia, nesta actividade definimos e apresentamos as operagdes binarias mais gerais
que sdo usualmente denotadas por *.

Por exemplo, para qualquer par de pontos X, e y, num dado conjunto, digamos G, x*y
podia mesmo significar que tome o maior dos dois pontos, E claro que x*y = y*x.
Consequentemente exibimos exemplos de estruturas algébricas mais gerais que surgem

de tais operacdes binarias.

Conceitos chave

Estrutura algébrica: esta é a colec¢do de um conjunto dado G juntamente com uma
operacdo binaria * que satisfaz um determinado conjunto de axiomas.

Operacdo Binaria: é um transformacéo que atribui a cada par ordenado de elementos

de um conjunto G, a exactamento um elemento de G.



Leituras

Todas das leituras para o0 médulo vém dos livros de textos de Fonte Aberta (Open
Source text books). Isto significa que os autores fizeram-nos disponiveis para qualquer
leitor usa-los sem cobranga. Fornecemos cépias completas destes textos nos CD que
acompanham este curso.

1. (Sets relations and fucntions) Relagdes entre conjuntos e fungbes por Ivo
Duntsch e Gunther Gediga methodos publishers, UK, 2000 pp 30-34 (0 nome do
ficheiro em CD: Sets_Relations_Functions_Duntsch).

Recursos da Internet
Binary Color Device (vistado a 06.11.06)
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Algebra/BinaryColorDevice.shtml

. Este € um quebra-cabeca envolvendo operacdes binarias e tabelas de grupos.
Use o quebra cabeca para desenvolver a sua compreensao.
Wolfram MathWorld (visitado a 06.11.2006)

http://mathworld.wolfram.com/BinaryOperation.html

o Leia esta entrada para Teoria de Grupos

. Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 06.11.06)
http://www.wikipedia.org/

. Clique ‘Binary Operations’ na caixa de pesquisa e prime ENTER

. Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.
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Introducédo: A historia do sistema de Reprodugéo.

Numa situacdo de vida real, entre os seres humanos, um

individuo mete-se numa relagdo com um outro individuo

do sexo oposto. Eles entdo reproduzem outros individuos

que constituem uma familia. Logo, temos que familias

com a mesma relagdo constituem um clé e diferentes clas

déo origem a uma tribo, etc.

Notamos gque mesmo na ecologia a mesma histéria pode
ser repetida. Por exemplo podemos comecar com um
individuo como um organismo, por exemplo, que é capaz
de reproduzir outros organismos da mesma espécie que
mais tarde constituem uma populacdo. Se diferentes
populacbes ficam juntas entdo elas constituirdo uma

comunidade, etc.

Questéo
Qual é o mecanismo que pode juntar dois individuos (seres humanos ou organismos

de ecologia) por forma a comecar a reproducao?

Actividade

Sobre a historia acima podemos dizer que no caso de seres humanos, 0 casamento é
que junta 0 homem e a mulher para mais tarde, depois da reproducdo, constituirem
uma familia. Em matematica o conceito de casamento pode ser visto como uma
operacdo binaria entre dois individuos. Se pensarmos no nosso diagrama de

transformacéo, temos o seguinte:
A B

Onde A = conjunto de homens casando num certo tempo

B = conjunto de mulheres que se casam no mesmo tempo
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* = gperagdo que diz x casa y.
Claramente x*y = y*x
Neste caso, esta operacdo binaria particular € comutativa. Se denotamos a relacdo
implicada pela operacdo binaria * por R entdo escrevemos xRy para significar x é
relacionado a y ou yRx para significar y € relacionado a x.

Se xRy = yRx entdo a relacdo é dita simétrica.
Questéo
Define algumas relacbes em conjuntos da sua escolha e verifique se elas séo

simétricas.

Em geral notamos que se uma operac¢do binaria * da origem a relacdo R entéo:

a) R é reflexiva se XRx
b) R é simétrica se XRy = yRX
C) R é transitiva se XRy e yRz = xRz

Para todos os elementos X, y, z num dado conjunto.
Uma relacdo R satisfazendo todas as trés propriedades: de reflexibilidade, de

simetria e de transitividade acima é chamada relagdo de equivaléncia.

Exemplo 1

Seja U o conjunto de todas as pessoas de uma comunidade.

Qual das seguintes é uma relacdo de equivaléncia entre elas?

I. é um tio de

ii. ¢ irmao de

Notamos que na parte (i) se R é a relagdo “é um tio de” entdo xRy ndo implica que
YRX.

Assim R em particular ndo é simétrica. Portanto, R ndo é uma relacdo de
equivaléncia.

Todavia na parte (ii) se R é a relagdo “é um irmao de” entdo xRx é valida. Também
XRy = yRx e finalmente xRy e yRz = xRz

Portanto R é uma relacdo de equivaléncia.
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Exercicio 2
Qual das seguintes € uma relacao de equivaléncia no conjunto de todos 0s seres
humanos?

I. € um amigo de

ii. é um pai de
Exercicio 3
a) Determine se a operacdo binaria * no conjunto R de nimeros reais é comutativa

ou associativa em cada um dos seguintes casos:

i x*y = y’x

ii. X*y =Xy + X

b) Define uma relacdo ~ no conjunto de niUmeros naturais como se segue
a~bseesomentesea+bépar.

Determine se a ~b é uma relacdo de equivaléncia em R

c) Da um exemplo de uma relagéo de equivaléncia no conjunto R de nimeros reais.

Se vocé esté a trabalhar num grupo, cada membro do grupo deve dar um tal exemplo.
d) Complete o exercicio 2.4.1 p. 34 sobre Conjuntos, Rela¢des e Fung¢Bes por Duntsch e

Gediga (solucdes nas pp 48 — 49).
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Médulo 1: Matematica Basica

Unidade 3: Grupos, sub-grupos e Homomorfismo

Objectivos Especificos

No fim da actividade o estudante deve ser capaz de:

Formular axiomas para um grupo bem como para um anel

Dar exemplos de grupos e sub-grupos

Dar exemplos de anéis e sub-anéis

Dar exemplos de homomorfismos entre grupos e isomorfismos entre anéis.

Provar alguns resultados sobre propriedades de grupos e anéis.

Visao Geral

Recorde-se que na nossa Unidade 2, actividade 2 olhamos para um caso de um

organismo individual ser capaz de reproduzir e dar origem a uma populacdo. Note que

uma populacao aqui se refere a um grupo de individuos da mesma espécie. Nesta

actividade vamos demonstrar que uma estrutura alegébrica geral pode dar origem a uma

especifica com axiomas especificos bem formulados.

Vamos também reflectir sobre a nocao de relagdes entre conjuntos usando

transformacdes e, por este meio, vamos definir uma transformacéo entre dois grupos

dados quaisquer. E nesta fase que o conceito de homomorfismo vai desempenhar um

papel fundamental. O facto de se olhar para as propriedades de uma transformagéo

entre dois conjuntos, satisfeitas com uma estrutura algébrica como 0s grupos sao,

podem ser de grande interesse e, na verdade, este € 0 comeco da aprendizagem da

propria Algebra Abstracta.
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Conceitos chave

Grupo abeliano: este é um grupo (G, *) no qual a * b = b * a para quaisquer a, b,
G.

Grupo: é um conjunto ndo vazio, digamos G, com uma operagao binaria * tal que:

Q) a*b e G para quaisquer a, b, € G.

(i) a*(b*c)=(a*b)*cparaquaisquera, b, c € G.

(iii) Existe um elementoeem Gtalquee*a=a=a*eparatodoa € Gondee é
chamado identidade

(iv) Paracadaae Gexistea' e Gtalquea*a’=e=a'*a

Onde a™ é chamado inverso de a.

Homomorfismo: é uma transformacéo ¢ de um grupo G para um outro grupo H tal que
qualquer par a, b € G, temos ¢(xy) = ¢(X)d(y)

Isomorfismo: este € um homomorfismo que também é uma bijeccéo.

Anel: este é um conjunto ndo vazio R com duas operacdes binarias + e * chamadas de
adicdo e multiplicacdo respectivamente tal que:

Q) (R, +) ¢ um grupo abeliano

(i) (R, *)éum semi-grupo multiplicativo

Semi-grupo: este € um conjunto ndo vazio S com uma operacédo binaria * tal que:

Q) a* b e Sparaquaisquer a, b € S.

(i) a*(b*c)=(a*b)*cparaquaisquera, b, c € S.

(i)  Paratodos a, b, c € S temos:
a*(b+c)=a*b+a*ce(atb)*c=a*c+b*c

Sub-grupo: este € um subconjunto H de um grupo G tal que H é também um grupo

com respeito a operacdo binaria em G

Leituras

Todas das leituras para 0 mddulo vém de livros de textos de Fonte Aberta (Open
Source text books). Isto significa que os autores fizeram-nos disponiveis para qualquer
leitor usa-los sem cobranga. Fornecemos copias completas destes textos nos CD que
acompanham este curso.

Abstract Algebra: The Basic Graduate Year, by Robert B. Ash (Pasta em CD:



Abstract_Algebra_Ash).

Fontes da Internet
Wolfram MathWorld (visitado a 06.11.2006)
http://mathworld.wolfram.com/Group.html

. Leia esta entrada para a Teoria de Grupos

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

Wikipedia (visitado a 06.11.06)

http://www.wikipedia.org/wiki/Group _html

o Leia esta entrada para a Teoria de Grupos

o Segue os links para explicar os conceitos especificos que queira.

MacTutor History of Mathematics (visitado a 03.03.07)

http://www-groups.dcs.st-

and.ac.uk/~history/HistTopics/DeveIopment_qroup_theory.html

Para o seu interesse leia a historia da Teoria de Grupos
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Introducédo: Historia de uma Sociedade Cooperativa

Em 1990, cem trabalhadores de uma certa Instituicdo no Kenya decidiram formar
uma sociedade cooperativa chamada CHUNA na qual eles (trabalhadores)
contribuiam regularmente com quotas mensais. Eles estabeleceram regras para
administrar a sociedade que incluiam termos para dar empréstimos. Foi dicidido
depois de eles terem dirigido a sociedade que algumas vezes os funcionarios
deviam fazer visitas regulares a outras sociedades cooperativas bem estabelecidas
no pais para ver como 0s outros as administravam.

Depois dessas visitas aperceberam-se que havia uma necessidade de mudar

algumas regras da sua administracdo por forma a criar consisténcia.

Questéo

1. Por que é que eles estabeleceram regras depois de formar a sociedade
cooperativa?

2. Que significancia pode atribuir as suas visitas as outras sociedades

cooperativas?

Actividade
Na histdria acima verificamos que uma sociedade cooperativa requer regras para
criar uma estrutura de funcionamento. Isto € equivalente a ter axiomas que sdo

satisfeitos por elementos de um conjunto ndo vazio como é o caso do grupo G.

Questéao
Pense noutras situagdes onde um grupo de pessoas ou objectos podem ter um

conjunto de regras entre eles que se assemelham aos axiomas de um grupo.

Exemplo 1
Considere o conjunto Z de nimeros inteiros e uma operacao de adi¢do (+). Temos

que
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0] a+bem Z para quaisquer a, b € Z.

(i) a+(b+c)=(a+b)+c paraquaisquera, b, c e Z.
(iii)  existe 0 € Z tal que
at0=a=0+aparatodoa e Z

(iv) para cada a € Z existe —a € Z tal que
a+(-a)=0=-a+aparatodoa e Z

Assim, {Z, +} é um grupo.

Observagoes

Verifique que o conjunto R de nimeros reais é também um grupo perante a operagéo de
adicéo.

Repare que se para qualquer grupo (G, *) temos que para qualquer par de pontos x, y
G,

X*y=y*X

Entdo G é chamado de grupo abeliano

Neste caso o grupo {R", +} ¢ abeliano.

A segunda questdo, que surge a proposito da historia acima, sobre a sociedade
cooperativa € principalmente de interesse comparativo, pois serve para determinar se a
estrutura criada pela CHUNA permite é comparavel aquelas criadas pelas outras
sociedades.

De igual modo as estruturas de grupos sao facilmente comparadas usando
transformacdes. Assim para quaisquer dois grupos dados, digamos G e H uma
transformacéo pode ser definida entre eles por forma a comparar as suas estruturas. Em
particular um homomorfismo ¢: G — H é uma transformacdo que preserva as
estrtuturas. Em outras palavras G e a sua imagem sub ¢ (denotado por ¢(G) em H) séo
estruturalmente o mesmo grupo. Repare que se um homomorfismo é uma

transformac&o sobrejectiva entdo ele é chamado de um isomorfismo.

Exemplo 2

Sejam G e H quaisquer dois grupos e seja e' a identidade de H. Entéo a transformacéo
¢: G — H, dada por

d(xy) = ¢

é um homomorfismo.

Na verdade para qualquer par x, ye G,
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d(xy) = €' =e'e' o) (y)

Exercicio 1

Seja G um grupo {R", x} de nimeros reais positivos sob multiplicacio e seja H o grupo
aditivo {R", +} de nimeros reais. Mostre que a transformagao:

¢: G — H dada por

d(xy) = log1ox
€ um homomorfismo.

Observacdes

1. Veja que um subgrupo H de G é um sujeito de G escrito H < G que € também
um grupo com respeito a operacgdo binariaem G.

2. Veja também que o elemento identidade de um dado sub-grupo, digamos H, de
um grupo G é o mesmo elemento identidade do grupo G

3. Repare que todas as consideragdes a respeito de grupos podem também ser
arrastadas aos sub-grupos para encontrar os resultados seguintes.

4. Note ainda que o teorema formulado abaixo é Gtil na determinacédo de sub-

grupos.

Seja G um grupo. Um sub-conjunto nao vazio H de G € um sub-grupo de G se e

somenete se a, b € H implica que ab™e H.

Exercicio 2

a. Sejam H e K sub-grupos de G, entdo mostre que HNK é também um subgrupo
de G

b. Seja H um sub-grupo de um grupo G. Mostre que Ha = H se e somente se a €
H.

C. Sejam G e H grupos e ¢: G — H um homomorfismo. Mostre que Ker(®) é um

sub-grupo de H
Onde Ker(®) = {x em G: ®(e) = €'}
Im(®) = {®d(x) em H: x € G}

Exercicio 3
Leia o capitulo 1 de Basic Algebra por Ash (pp 1 — 18) e complete o exercicio na p. 19.
Marque o seu proprio trabalho a partir do capitulo de respostas.
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XV. Sintese do Mo6dulo

Sintese do Médulo de Mateméatica Basica

Tendo estudado este médulo até este ponto, espera-se que conheca e domine 0s
conceitos envolvidos nos conteddos subsequentes.

Na unidade 1 os conceitos basicos sdo 0s conceitos de conjunto e funcdo, usados em
I6gica a qual fornece uma introducdo a ciéncia de raciocinio. Um bom dominio do
sistema de numeros reais é também necessario para definir com facilidade as funcGes
elementares.

Permutacdes e combinacfes juntamente com as funcdes trigonométricas completam
0s mais significativos topicos nesta unidade. Estes conceitos sdo apresentados numa
grande exposicdo patente nesta unidade.

Na Unidade 2 ocorre a introducdo as estruturas algébricas nas quais o conceito de
operacdes binarias desempenham um papel fundamental. O conceito de relacdo de
equivaléncia é essencial. Este conceito conduz a reparticdo de conjuntos em classes
de equivaléncias que facilitam o estudo mais aprofundado de conjuntos ou colecgdes
de espacos.

Finalmente a Unidade 3 destaca o estudo, em dois exemplos particulares, de
estruturas algébricas nomeadamente grupos e anéis. E importante destacar aqui suas
similaridades bem como as suas principais diferencas. Na verdade uma semelhanca
que o estudante deve encontrar € o facto de na estrutura de grupo podermos encontrar
um sub-grupo, como é o caso de anel e sub-anel. Todavia, a diferenca principal entre
as duas estruturas algébricas reside no facto de um grupo poder se definir com apenas
uma operac¢do binaria enquanto que um anel se define com duas operagdes binarias.
Estes factos sdo bem expostos nas duas actividades de aprendizagem nesta unidade.
Como consideracdo final sobre esta unidade, recomenda-se o olhar atento a definicdo
de transformagdes de um grupo para outro ou de um anel para outro e em particular
para 0 homomorfismo, conhecido pela preservagdo da estrutura de um grupo, um

aspecto essencial neste estudo.
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XVI. Avaliacao Sumativa

Modulo 1: Matemética Bésica

Unidade 1: Questdes de Avaliacdo Sumativa
Questao 1

a. Escreve a negacdo da seguinte afirmacéo

Se recebo um aumento salarial, vou comprar uma parcela de terra.

b. Use a tabela de verdade para mostrar que
Av(BAC) = (AVvB)A(AV)
C. Determine as tabelas de verdade para as seguintes proposicoes.

I. (A=B) =(AvB)
ii. ~(A=B) v(~AA~B)

Questao 2
a. Dada a definicdo de uma funcéo, diz com razdes e a partir do diagrama abaixo
se a transformacé&o representa uma fungéo ou nao.

A B

\I

Y

b. SejaA={x:-2<x<2}. Sejaf: A—>Reqg:A >R definidas por
f(x)=3x +4

g(x) = (x - 1)*

Determine a amplitude (a imagem) das fungdes f e g.

C. Formule a inversa de cada uma das seguintes funcdes

. f(x) =1+ Error!

ii. g(x)=\/3+x2

Questdo 3
a. Sejam duas fungdes f e g definidas em todo o conjunto de nimeros reais por
f(x)=x-1



g(x) = 2x

Determine as fungbes compostas (i) fog e (ii) gof

b. Dadas as funcdes h(x) = x + 1 e g(x) = x> + 4 onde cada uma destas funcdes é
definida em R, encontre

l. (hog)™

I1. As amplitudes de hog e goh

c. Na parte (b) acima encontre os valores de a tal que (hog)(a) = (goh)(a)

Questao 4

a. De quantas formas 6 rapazes podem ser escolhidos numa turma de 30 rapazes se 0
chefe de turma tem de estar incluido?

b. Um comité de seis pessoas esta para ser escolhido num grupo de 8 mulheres e
cinco homens.

i. De quantas formas esta escolha pode ser feita?

ii. Se um homem particular ndo deve estar no comité quantos destes comités terdo
mais mulheres do que os homens?

c. Uma caixa contém 15 bolas, das quais 5 sdo vermelhas, 4 sdo verdes e 6 sdo azuis.
De quantas formas trés bolas podem ser escolhidas se

i. N&o ha restriccdo?

Ii. As bolas devem ser da mesma cor

iii. Somente duas sdo da mesma cor

Questdo 5

a) Simplifique sen(40) — sen(30) + sen(26)
b) Resolve para x, 0 < x° < 360°

i. sec’(x) - 5(tan(x) - 1) = 0

ii. 2c0s(2x) + sen?(x) = 2cos(x)

d. Expresse \/:_3 na forma rcos(6 + o).

Depois resolve para 6 no intervalo 0 < x° < 180° a equacéo

A[3 cos(6) —sen(6) = 0
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Unidade 1: SolugGes da Avaliagdo Sumativa

Q1. (a) Se ndo recebo 0 aumento salarial ndo vou pagar o talhdo

54

(b)
1 3 4 5 6 7 8
A B C AAB AVB AVC (AVB) Av(B
A( AC)
AvC)
V Vv \Y \Y \Y \Y Vv \Y
\% \% F F \% \% \% \%
V F \Y F \Y \Y \Y V
V F F F \Y \Y \Y V
F \% \% \% \% \% \% \%
F \Y F F \Y F F F
F F \Y F F \Y F F
F F F F F F F F
(©). (i)
A AvB A—B (A—>B) —(
AvB)

V \Y Vv \Y

\% \% F F

F V \Y \Y

F F Vv F

(ii)
A ~A B ) A—B ~( ~Ar~B ~(A>B)
A—B) v(~AA~B)

\Y F V F F V F F
Vv F F \Y \Y F F Vv
F F Vv F F \% F F
F F F \Y V F \Y \Y




Q2

(@) Uma funcdo é uma transformacdo onde cada objecto € transformado numa Unica
imagem.

O diagrama ndo representa uma funcdo porque ha um objecto que se transforma em

duas imagens diferentes.

(b) Dado A={x:-2<x<2}
f(x)=3x+4

g(x) = (x - 1)°

Amplitude de f = {y: -2 <y <10}
Amplitude de g ={y: 0 <y <9}

(©)

i. Sef(x)=1+Error! entdof™*(x)=Error!

ii. Se g(x) =+/3 + X entdo g (x) =~/x*- 3

Q3

(a) Dadas as funces f(x)=x-1 e g(x)=2x?
i. (Fog)(x)=f(g(x)) =f(2x®) =2x*-1
ii. (900 (x) =g(f()) = g(x - 1) = 2(x - 1)°

(b) Dadas as fungbes h(x)=x+1 e g(X)=x*+4
i.(hog)(X)=h(g(x)) =h(®+4)=x*+4+1=x"+5

(hog)*(x) =+/x-5

Amplitude de hog = {y: y > 5}

Também (g 0 h)(x) = g(h(x)) = g(x + 1) = (x + 1) + 4

Amplitude de goh = {y:y > 4}

@ (hog)@)=a+5
(goh)(@)=(a+1)*+4

Portanto (a + 1) +4=a%+5

2a+5=5



Z2a=0
a=0
Q4
@) Se o0 chefe de turma tem de ser incluido estamos a escolher 5 rapazes numa

turma de 25. Portanto temos: 2°Cs = Error!

13C¢ = Error!
(b) (i) Isto pode ser feitoem =13 x 12 x 11

= 1716 formas diferentes

(if) Excluimos o homem que ndo deve estar no comité deixando-nos com quatro
homens e oito mulheres a serem escolhidos. Dado que as mulheres devem estar a mais
em relagcdo aos homens temos as trés opgdes seguintes:
Escolhendo 4 mulheres e 2 homens dé-nos ®Cy4 x “C, formas diferentes
Ou escolher 5 mulheres e 1 homem dando-nos °Cs x “C;
Ou ainda escolher 6 mulheres e nenhum homem ®Cs
Em total temos
8Cax*Cy+ BCs x *Cy +5Ce
=420 + 224 + 28 = 672 formas diferentes
(©)
i. °Cs formas
ii. °Cy x °Cy x ®Cs = 120 formas

iii. Temosou2GelRou2GelBou?2BelRou2RelGou2RelB

Q5
(@) Primeiro verificamos que sen(40) + sen(26) = 2sen(6)cos(6)
Portanto sen(40) - sen(30) + sen(20) = 2 sen(30)cos(0) - sen(36)
= sen(30)(2cos(0) — 1)
(b) (i) sec’(x) — 5(tan(x) — 1) = 0
1+ tan’(x) - 5(tan(x) = 1) = 0
tan’(x) — 5tan(x) + 6 = 0
Sejay = tan(x)

y’-5y+6=0

(y-3)y-2)=0

Portanto y=3
y=2

tan(x) = 3 ou tan(x) = 2
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x = tan™(3) ou x =tan™(2)
(ii)
(c) 2(cos*(X) - 1) + 1 — cos?(x) = 2¢os(x)
A[3c0s(0) — sen(6) = rcos(6 + )
= rrcos(0)sen(a) — rsen(0)cos(o)
rsen(o) :\/?3 e rcos(a) =1
r=+2 e tan(o) = Error! soo=300
+2cos(6 +30° =0
= c0s(6 +30° =0
- 0+ 30°=180°
. 6 =150°para 0 <6 <180°
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Unidade 2: Questdes de Avaliagdo Sumativa

1. Determine se a opera¢do binaria * no comjunto R de nimeros reais é comutativa
ou associativa em cada um dos seguintes casos

@ x*y=xy

(b) Xx*y=xy+y

2. (a) Seja S um conjunto ndo vazio com uma operacdo binaria * associativa definida
nele. Para x, y e z € S supde que x comuta com y e z. Mostre que x também comuta com

y*z

(b) Prove que se a, b € Z tal que a/b e a/c entdo a/mb + nc para todos m, n € Z. Onde
a/b significa a divide b.

3. Da a definicdo de uma relagédo de equivaléncia. Define a relacdo ~ em Z de inteiros
COMO Segue:

a ~ b se somente se a + b é par. Mostre que ~ é uma relacdo de quivalénciaem Z.

4. (a) A relacdo de congruéncia modulo n no conjunto Z de inteiros é definida como se
segue:

Para qualquer par x, y € Z x é dito congruente a y modulo n escrito xy = (modn) se n
divide x —y.

Mostre que esta relacdo é uma relagdo de congruéncia

(b) Mostre que a relagcdo ~ definida em N x X por [%) ~ (fjj sea+d=Db+céuma

relacdo de equivaléncia. Onde X € o conjunto dos nimeros naturais.
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Unidade 2: Respostas as questdes da Avaliacdo Sumativa

1. (a) Sejamx,y,z € R. Entdo x * (y * z) = X*(y * z) = (x*)%y?z = Xy*z.

Também (X * y) * z = X%y * z = (X%y)’z = x*y’z
Assimx*(y*z)=(x*y)*z

Portanto * é asociativa

Também temos que

X*y=xyey*x=yX

Assimx*y #y*x

Portanto * ndo é comutativa

(b) Sejamx, vy, z € R. Entdo
X*(y*z)=x*(yz+z)=x(yz+z) +yz+z

=Xyz+2ZX+YyzZ +2

Também

X*(y*z)=(xy+y)*z
=(xy+y)z+z
= Xyz + Yz +7Z

SXF(Y*F)E(X*Y)*z
Portanto * ndo é associativa
Também temos que
X*Yy=Xy+y € y*X=yx+Xx
LXFY 2y *FX

Portanto * ndo é comutativa.

2. (a) Dado que:
X*y=y*xe X*z=z*x
Temos pela associatividade de * que
x*(y*z)=(x*y)*z
=(y*x)*z
=y *(x*2)
=y*(z*x)
=(y*2)*x
Portanto x comuta também comy * z

(b) Agoraa/lb =>b=ka e alc=b=haparaalgunsk, h e Z.
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mb + nc = mka + nha = a(mk + nh)
= a/mb +nc

3. Um relacdo de equivaléncia é uma relacdo que é reflexiva, simétrica e transitiva.

Dada a relacéo
a~bseesdsea+hbépar.
Temos
(i) ata=2a=a~a reflexiva
(ijla~b=>a+b=2k=b+a=2k
—=b~a simétrica
(i) a~beb~c=a+b=2m e b+c=2n
—a+c=2m-b+2n-b
=2m+2n-2b
=2(m+n-p)=>a-~c.
transitiva

Portanto ~ € uma relacdo de equivaléncia.

4. (a) Para qualquer par X,y € Z, temos:

(i) ndivide x —x =0 é reflexiva = x = x(modn)

(if) ndivide x —y. Entdo também n divide y — x que é uma propriedade simétrica.

(iii) n divide x — y e n divide y — z. Entdo n divide também (X —y) + (y —=z) = x -
z

que € uma propriedade transitiva. Portanto congruéncia de modulo é uma relacdo de
equivaléncia.

(b) Notamos que:

(i) (a~b) ~ (c, d) dado que a + b = b + a que é uma propriedade reflexiva

(i) (a,b)~(a,d)y=>a+d=b+c
=d+a=c+b
= (c,d) ~ (a, b)
que é uma propriedade simétrica.
(iii) Agora supde que (a, b) ~ (c,d) e (c, d) ~ (e, f)
Enté&o temos que:
atd=b+c e c+f=d+e

=a+d+c+f=b+c+d+e
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—at+tf=b+e = (a,b)~(ef)

Portanto ~ é uma relacéo de equivaléncia.
Unidade 3: Questdes de Avaliagdo Sumativa

1. (a) Seja G um grupo tal que a® = e para todo a € G. Mostre que G é abeliano
(b) Seja G um grupo tal que (ab)? = a’b® para todos a, b € G. Mostre que G é
abeliano.

2. Dadas as matrizes

[1 0] [1 OJ [—1 OJ . (—1 OJ

o 1" lo -1)" (0 1 0 -

Verifique que eles formam um grupo multiplicativo

2. (@) Mostre que se G é um grupo de ordem par, entdo existe exactamente um
namero impar de elementos de ordem 2.

(c)  Se ae b sdo quaisquer dois elementos de um grupo G, mostre que a ordem de
ab é a mesma de ba.

3. (@) Se ¢ € um isomorfismo de um grupo G num grupo H, prove que

(¢(@))" =essea"=¢e

(b) Prove que o grupo multiplicativo da n-ésima raiz de uma unidade é um grupo
ciclico de ordem n.

4. (a) Seja C o campo de nimeros complexos.

DefinaA={a+ib:a,b e C}

onde i :\/-_l

Mostre que A é um sub-anel de C.

(b) Se a e b sdo elementos nilpotentes de um anel comutativo, mostre que a + b é
também nilpotente

D& um exemplo para mostrar que a situacdo anterior ndo ocorre se o anel ndo é

comutativo.
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Unidade 3: Respostas as questdes da Avaliacdo Sumativa
1 (a) Notemos que para todos a, b € G, temos:
a, b e G= b?=eumavez que a® = e paratodo ac G
- (ab)?=e
Assim
ab = aeb

= a(ab)®b

= a(ab ab)b

= a’bab’

= ebae

=ba

Portanto G é abeliano

(b) Dado que:

(ab)® = a’b?

ab ab = aa bb

Aplicando a lei de cancelamento temos ba = ab

Portanto G é abeliano

i 1
2.Sejae = [ OJ
0 1

Temos

a®=b’=c’=e
ab=c=bha
bc=a=ch

ca=b=ac

Assim G = {e, a, b, c} é fechado perante a multiplicacéo e é a identidde em G e cada

elemento de G € inverso de si proprio.
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Também notamos que a multiplicacdo de matrizes é associativa e portanto G é um

grupo comutativo.

3. (a) Supde que x € G ndo é elemento de ordem 2. Entdo x* # e = x = X"

Agora segue que existe um niimero par de elementos x tais que x* = e.

Assim existe um nimero par de elementos x em G tais que x> = e

Agora, uma vez que e satisfaz e’ = e temos que ha um nimero impar de elementos x
em G que séo de ordem 2.

(b) Supde para o elemento ab em G de ordem ab = m, isto é O(ab) = m

(ba)™ = a™4(ab)m

=a'(abab.... ab)a
N

m vezes
=al(ab)"a=e
Isto implica que O(ba) divide m = O(ab).
De igual modo O(ab) divide O(ba) = O(ab) = O(ba)
4. (a) Supde que y(a)" = e. Entdo
yv(@y(@w(@) ........ y(@) = y(@") = y(e)

Assim a" = e dado que y é um isomorfismo. Reciprocamente supde que a" =e.
Enté&o temos que:
e=y(e)=y(@")

= y(a)y(@™™)

=y(@y(@y(@) @) ... = y(@)"
Portanto, esta concluida a prova.

(b) Primeiro notamos que as raizes da equacéo z" = 1 onde z é uma variavel complexa
sdo encontradas por usar o teorema de DeMoivre que é

cosError! + i senError!

parak=0,1,2,3,n-1

estas raizes forma um grupo ciclico de ordem n gerado por

w = cosError! + i senError!
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5.(a) Sejaa+ib e Aec+id € A. Entdo
(@+ib)-(c+id)=(a-c) + (b-b)i € A. Também

(@a+ib) x (c +id) = (ac — bd) + (ad + cb) € A. Portanto A é um sub-grupo do anel C

dos nimeros complexos.
(b) Sejaa™ =0e b"=0. Também k = max{m, n}. Entéo
2k zk
+b 2k _ 2k—rbr:O
weo= 5

Daqui a + b é também nilpotente.

Exemplo

Considere o0 anel da matriz 2 x 2 sobre um campo F se

A

Claramente este anel ndo é comutativo. Tamos também que a2 = b?

+ b ndo é nilpotente.

0 O
:[ J.Masa
0 O
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completa em Kenya. Ele estudou na Universidade de Nairobi de 1974 onde obteve o
grau de Licenciatura em Ciéncias (Bachelor of Science (B. Sc)) em 1977, fez o
Mestrado em Ciéncias (Master of Science) em Matemética Pura em 1979 e o
Doutoramento em Filosofia (P.HD) em 1983. Especializou-se na area de Analise e
lecciona na Universidade de Nairobi desde 1980 onde subiu diversas categorias até a
de Professor Associado de Matematica Pura, na qual se encontra agora.

Tem participado durante anos em workshorps sobre o desenvolvimento de materiais de
estudos para o Programa de Ensino Aberto e a Distancia para os estudantes das areas
de ciéncia e artes nas quais escreveu livros de Analise Real, Topologia e Teoria de
Medidas.

Endereco

Prof. Jairus M. Khalagai
School of Mathematics
University of Nairobi

P. O. Box 30197 — 00100
Nairobi - KENYA

Email: khalagai@uonbi.ac.ke
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