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APRESENTACAO

Ola turma,

Nossa disciplina, Logica e Conjuntos, de 60h/a, servira de fundamentacao para todas as disciplinas
do curso. Nela, além de fundamentos da Logica, apresentaremos nogdes basicas de Conjuntos.
Com estes fundamentos, vocé, aluno, conhecera a linguagem matematica béasica e podera
perceber que esta linguagem ¢é essencial, o que Ihe possibilitara expressar melhor as afirmacgoes
e conclusdes que compdem o corpo tedrico da Matematica. Além disso, apresentaremos a ideia,
precisa e indispensavel para a sua formacao, sobre que é uma demonstracao.

A Logica é Util em qualquer area que exija raciocinios elaborados, bem como em casos praticos
do nosso dia-a-dia. Um conhecimento basico de Légica é indispensavel para estudantes
de areas como Matematica, Filosofia, Ciéncias, Linguas ou Direito. Seu aprendizado auxilia
0s estudantes no raciocinio, na compreensao de conceitos basicos e na verificacéo formal
de provas, preparando para o entendimento dos conteudos de topicos mais avancados.
A Logica Matematica tem hoje aplicagdes concretas extremamente relevantes em diversos
dominios. Ela é utilizada no planejamento dos modernos computadores eletrdnicos e é nela
que se justifica a “inteligéncia” dos computadores atuais.

Além da Loégica, a compreensdo de nocdes basicas sobre conjuntos é essencial para a
Matematica. Os conceitos da Matematica moderna, desde os mais basicos até os mais
complexos podem ser formulados na linguagem de conjuntos. Desse modo, para dar
consisténcia a qualquer afirmacao matematica, basta, entao, dar rigor as afirmacdes sobre
conjuntos. O carater fundamentalmente conceitual da Teoria dos Conjuntos da-lhe lugar de
destague em todas as areas em que o pensamento racional €, em particular, 0 pensamento
cientifico é fundamental e, parece natural que ela deva estar na base de todas as ciéncias.

A sua participacao nas atividades e em cada aula sera essencial para que vocé possa tirar o
maior proveito da disciplina. Estaremos a disposicéo para maiores esclarecimentos.

Desejo um bom curso a todos!
Francisco Gévane Muniz Cunha.




Logica: importancia, historia
e primeiros fundamentos

Ola!l Esta é a nossa primeira aula. Nela, aprenderemos um pouco da histdria

da Logica, como ela se iniciou, quais as pessoas que contribuiram para o seu
desenvolvimento e que ramos da Matematica e de areas afins se utilizam das
teorias da Logica para desenvolver suas proprias teorias.

Nossa disciplina, Logica e Conjuntos, servira de fundamentacao para todas as
disciplinas do curso. Nela, além de fundamentos da Légica, apresentaremos
nocdes basicas de Conjuntos. Com esses fundamentos, vocé, aluno, conhecera
a linguagem Matematica basica, uma linguagem essencial, que lhe possibilitara
expressar melhor as afirmacdes e conclusdes que compdem o corpo tedrico da
Matematica. Além disso, aprenderemos o0 que € uma demonstracao ideia precisa
e indispensavel para a sua formacao.

Objetivos

e Desenvolver a capacidade de usar e entender discursos
e (Conhecer a linguagem Mateméatica basica
e Estabelecer a ideia de demonstracdao matematica

‘ Légica e conjuntos



A Introducao a logica
T PI 1 matematica

OBJE

1.1 INTRODUCAO

TIVOS

Reconhecer a importancia da Légica

Estabelecer o ensino de Légica

Compreender os aspectos conceituais e relevantes
sobre a Logica

Conhecer o percurso histérico da Loégica e reconhecer

a Légica em uma perspectiva de valor histérico

este topico, faremos um breve passeio historico, desde a criagao da Logica por

Aristételes até o seu desenvolvimento e perspectiva nos dias atuais, a fim de

mostrar a vocé, caro aluno, a importancia dessa disciplina ndo apenas para a

propria Matematica como também para outras dreas

que se utilizam de suas bases tedricas.

Tradicionalmente, diz-se que a Loégica ¢ a ciéncia do raciocinio ou que estd

preocupada com o estudo do raciocinio. Ainda que atualmente esta ideia possa

ser considerada insuficiente ou mesmo ultrapassada devido a enorme dimensao e

diversidade que tem alcangado este ramo comum da Filosofia e da Matemadtica, ela

pode servir como uma primeira aproximacgao pa

ra o conteudo da Logica.

O sucesso dessa ciéncia , também conhecida como Ldgica Matemdtica, nao se deve

apenas ao fato de seus principios fundamentais
constituirem a base da Matematica. Sua relevancia
¢ evidenciada principalmente por ter seus padrdes
de andlise e critica aplicaveis a qualquer 4rea de
estudo em que a inferéncia e o argumento sejam
necessarios, ou seja, a qualquer campo em que as
conclusdes devam basear-se em provas.

A Légica é util a qualquer drea que
exija raciocinios elaborados, bem como em casos

praticos do nosso dia a dia. O conhecimento

-y

SAIBA MAIS

Inferéncia é uma palavra que deriva do
termo em latim inferentia e diz respeito
ao ato de inferir ou tirar conclusio. A
palavra argumento também vem do latim,
do termo argumentu e corresponde a um

raciocinio pelo qual se tira uma conclusao.

TOPICO 1




béasico de Logica é indispensdvel, por exemplo, para estudantes de Matematica,
Filosofia, Ciéncias, Linguas ou Direito. Seu aprendizado auxilia os estudantes no
raciocinio, na compreensao de conceitos bdsicos e na verificagdo formal de provas,
preparando para o entendimento dos contetidos de tépicos mais avangados.

A Logica Matematica tem hoje aplicagdes concretas extremamente relevantes em
diversos dominios. Uma aplicagao notadamente importante da Logica na vida moderna é seu
uso como fundamentagdo para a Computagdo e, em especial, para a Inteligéncia Artificial. A
Logica ¢é utilizada no planeamento dos modernos computadores eletronicos e é por meio dela
que se justifica a “inteligéncia” dos computadores atuais.

Embora a Logica seja um tema com amplas conotagdes interdisciplinares —
permeando as conversas informais entre amigos, a leitura de jornais ou revistas — seu
ensino, em particular a nivel basico, enfrenta sérias dificuldades, como sugere a ilustragao

a seguir:

www.jucimon.deviantart.com

Logica?
Sera que eu vou entender isso?!!!!

Figura 1- Charge sobre a Légica

A Logica tem sido tradicionalmente apresentada de forma abstrata, sem
exemplos concretos ligados a temas matematicos especificos. Mais particularmente
para o ensino basico, devemos destacar um componente bastante pratico e pouco

explorado da Légica Matematica apontado por Druck (1990, p. 10):

[...] o desenvolvimento da capacidade de usar e entender um discurso correto,
identificando construgdes falaciosas, ou seja, incorretas, mas com a aparéncia de
corregdo logica. [...] a capacidade de argumentar e compreender argumentos, bem

como a capacidade de criticar argumentagdes ou textos.

Assim, fica evidenciado que uma das principais fung¢des da Logica Matematica é

servir de fundamento ao raciocinio matemadtico, evitando ambiguidades e contradi¢des

Légica e conjuntos




por possibilitar determinar, com absoluta precisao
e rigor, quando um raciocinio matematico ¢

vélido e quando ele ndo o ¢, ou seja, ela fornece GUARDE BEM 1SS0!

técnicas adequadas para a andlise de argumentos.

Nesse contexto, estdo pressupostas tanto a ideia

A Loégica constitui-se como uma ciéncia

de provas ou demonstragdes essencial para a sua 2
autébnoma para estudar o pensamento

formagdo como professor de Matemdtica — como o
humano e distinguir inferéncias e

a nogdo que permite compreender e resolver

. . L. argumentos.
problemas, que de outra forma seriam intratdveis.

Do que expomos até aqui, queremos destacar
o papel especial da Logica como ferramenta para nos apropriar de objetos matematicos
(definicdes, representagdes, teoremas e demonstragdes) bem como um poderoso recurso
na organizacao do pensamento humano. Apds essa introdugao, faremos um breve relato

da histéria da Légica, destacando as contribuicdes recebidas, os avangos alcangados e as

principais ramificagdes dessa ciéncia .

1.2 UM POUCO DE HISTORIA

As raizes da Logica encontram-se na antiga Grécia, com as concepgdes de

alguns fil6sofos, entre eles Socrates e Platdo. Entretanto, no sentido mais geral da
palavra, o estudo da Loégica remonta ao século IV a.C. e teve inicio com Aristételes
(384—322a.C.), fil6sofo de Estagira (hoje Estavo), na Macedonia. Ele criou a ciéncia
da Loégica baseada na Teoria do Silogismo (certa forma de argumento vélido) e suas
principais contribui¢des foram reunidas em uma obra denominada Organun, que
significa Instrumento da Ciéncia. Dentre essas contribui¢des, destacamos:
i) A separagao da validade formal do pensamento e do discurso da sua verdade
material;
ii) A criagdo de termos fundamentais para analisar a l6gica do discurso:
Valido, Ndo Vdlido, Contraditorio, Universal, Particular.

A légica aristotélica era bastante rigida, mas
permaneceu quase inalterada até o século XVI. Esse primeiro
periodo é também conhecido como Periodo Aristotélico, o

que mostra a influéncia das ideias de Aristoteles.

Na Grécia, distinguiram-se duas grandes escolas de
Logica: a Peripatética (que teve a influéncia de Aristételes),
retratada no quadro A Escola de Atenas (Figura 2) do pintor

renascentista italiano Rafael; e a Estdica, fundada por Zendo de

Fonte: http://upload.wikimedia.org/wikipedia/

Elea (326 — 264 a.C.). Essas duas escolas foram durante muito
Figura 2 — A Escola de Atenas

AULA 1 TOPICO 1




tempo escolas rivais, o que de certa forma prejudicou

o desenvolvimento da Ldgica. Na verdade, as teorias

dessas escolas eram complementares.

VOCE SABIA?

e
Nos anos subsequentes, com a

O termo peripatético (em grego, contribuigdo de grandes matemdticos, como

peripatetikds) significa ambulante ou Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 —1716), George

o, . P . s ‘"
itinerante.Peripatéticos (ou “os que Boole (1815 — 1864), Augustus de Morgan (1806

passeiam”) eram assim chamados os .
— 1871) e, mais recentemente, Bertrand Russel
(1872 —1970), Kurt Godel (1906 — 1975) e Alfred

Tarski (1902 — 1983), a Lodgica Matematica

discipulos de Aristételes, em razao
do habito do filésofo de ensinar ao ar

livre, caminhando enquanto lia e dava

prelecdes, nos portais cobertos do Liceu ganhou grande destaque e passou a exercer

.. . grande influéncia na Informatica, Inteligéncia
(a primeira escola de Filosofia, aberta

. , . Artificial, entre outros campos da ciéncia. Um
por Aristételes), os peripatoi, ou sob as

4rvores que o cercavam. pouco mais do desenvolvimento da Légica pode

Estoico (em grego stoikds), que significa ser visto no texto abaixo:

resignado, inabaldvel, também estd
A Lobgica comegou a desenvolver-se com Aristoteles

associado a lugar ou, melhor dizendo, ao )
(384-322 a.C.) e os antigos filésofos gregos passaram

local onde Zenao gostava de promover . - .
a usar em suas discussdes sentengas enunciadas nas

seus encontros filosoficos: a parte formas afirmativas e negativas, resultando assim grande
coberta do Mercado de Atenas, stoa. simplificagdo e clareza, com efeito de grande valia
I o toda a Matematica. Por volta de 1666, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) usou em varios trabalhos
o que chamou calculus ratiotinator, ou logica mathematica ou logistica. Essas
ideias nunca foram teorizadas por Leibniz, porém seus escritos trazem a ideia da
Légica Matemdtica.
No século XVIII, Leonhard Euler (1707-1783) introduziu a representagao grafica
das relagdes entre sentengas ou proposi¢des, mais tarde ampliada por John Venn
(1834-1923), E. W. Veitch em 1952 e M. Karnaugh em 1953. Em 1847, Augustus
DeMorgan (1806-1871) publicou um tratado, Formal logic, envolvendo-se em
discussao publica com o filésofo escocés William Hamilton (que nada tinha a
ver com o matematico William Rowan Hamilton), conhecido por sua aversao a
Matemdtica, o qual, entre outras coisas, escreveu “A Matematica congela e embota
a mente; um excessivo estudo da Matematica incapacita a mente para as energias
que a filosofia e a vida requerem”. George Boole (1815-1864), ligado pela amizade
a DeMorgan, interessou-se pelo debate entre o filésofo e o matematico, escrevendo
The mathematical analysis of logic (1848) em defesa de seu amigo. Mais tarde,
publicou um livro sobre Algebra de Boole, chamado An investigation of the laws

of thought (1854) e, em 1859, escreveu Treatise on differential equations, no qual

12 ‘ Légica e conjuntos




discutiu o método simbdlico geral. O trabalho de George Boole foi ampliado por
Lewis Carrol (1896), Whitehead (1898), Huntington (1904 e 1933), Sheffer (1913)
e outros. Este periodo de desenvolvimento da Légica culminou com a publicagao
do Principia mathematica por Alfred North-Whitehead (1861-1947) e Bertrand
Russell (1872-1970), e representou grande ajuda para completar o programa
sugerido por Leibniz, que visava dar uma base légica para toda a Matematica.

A Algebra de Boole, embora existindo hé mais de cem anos, nio teve qual-
quer utilizagdo pratica até 1937, quando foi feita a primeira aplicacdo a
analise de circuitos de relés por A. Nakashima, que nao foi bem-sucedido,
pois, em vez de desenvolver a teoria jd existente, tentou desenvolver a
Algebra Booleana por conceitos préprios. Em 1938, Claude E. Shannon
mostrou, em sua tese de mestrado no Departamento de Engenharia Elétrica
do MIT (Massachusetts Institute of Technology), a aplicagio da Algebra
de Boole na andlise de circuitos de relés, usando-a com rara elegancia, o
que serviu de base para o desenvolvimento da teoria dos interruptores.

(DAGHLIAN, 1995, p. 17-18)

Completaremos nossa contextualizagdo do surgimento e do florescimento da
Logica, apresentando alguma sua classificagdo. Alguns autores, entre eles Abar
(2004), costumam dividir o estudo da Logica em Ldgica Indutiva, Gtil no estudo da

teoria da probabilidade; e Ldgica Dedutiva. Esta pode ser dividida em:

. LOGICA CLASSICA: considerada como o ntcleo da logica dedutiva. é
regida basicamente pelos principios da identidade, da contradi¢do e do
terceiro excluido.

° LOGICAS COMPLEMENTARES DA CLASSICA: complementam
de algum modo a Légica Classica, estendendo o seu dominio. Como
exemplo temos logicas modais, dednticas, epistémicas, etc.

. LOGICAS NAO-CLASSICAS: caracterizadas por derrogarem algum
ou alguns dos principios da Légica Classica. Exemplos: paracompletas
e intuicionistas (derrogam o principio do terceiro excluido);
paraconsistentes (derrogam o principio da contradigao); nao-aléticas
(derrogam o principio do terceiro excluido e o da contradigao); ndo-
reflexivas (derrogam o principio da identidade); probabilisticas,

polivalentes, fuzzy, etc.
Até aqui, vimos um pouco da perspectiva histérica da Loégica Matematica,
seu surgimento, e conhecemos algumas das pessoas que deram contribui¢des
para o seu desenvolvimento. No tépico seguinte, veremos por que a linguagem

matemadtica adota certo formalismo e por que ela necessita desse formalismo.

AULA 1 TOPICO 1




= Elementos da
T PI |Ogica matematica

OBJETIVOS

*  Reconhecer a importancia de uma linguagem
formal para a Matematica

. Definir e identificar proposig¢des e conectivos

*  Conhecer os principios que regem a Légica

Proposicional

2.1 INTRODUCAO

este topico, além de perceber a importancia de uma linguagem formal

para a Matematica, vocé verd a definicao de proposi¢do, um conceito

fundamental para a Matemadtica, e conhecerd os conectivos para compor
novas proposigdes a partir de outras.

Para compreendermos bem as defini¢des, os lemas e os teoremas que constituem
as teorias matematicas, ¢ imprescindivel que utilizemos uma linguagem mais precisa
e rigorosa do que a que usamos na vida corrente. A aquisi¢do desse habito pode ser
bastante facilitada com algumas nogdes e simbolos da Légica Matematica.

Na Matemadtica, ou em qualquer campo cientifico, estamos interessados em
saber quando uma afirmagao (ou proposigdo) é verdadeira ou ndo em um determinado
contexto. A linguagem usada na Matemadtica compreende designagdes (também
chamados nomes ou termos) e proposicoes (ou frases). As designacdes servem para
definir ou denominar determinados objetos matematicos, como ponto, reta, plano,
fungdes, figuras geométricas, equagdes, entre outros. Ja as proposi¢des exprimem

afirmagdes que podem ser verdadeiras ou falsas. Vejamos alguns exemplos:

Exemrro 1
1. Existem sacis ou ndo existem sacis.
2. O numero de alunos da UAB ¢ divisivel por 3.
3. Todos os alunos de Matemdtica sdo malucos e alguns alunos de

Matematica ndo sio malucos.

Légica e conjuntos




Nao ¢é necessdrio muito esfor¢o, nem uma teoria especial para afirmarmos
que a alternativa 1 é verdadeira, a 2 pode ser verdadeira ou nao, e 3 ¢ falsa, pois
enseja uma contradigao.

Porém, antes de respondermos se uma afirmagdo é verdadeira ou falsa, devemos

verificar se a frase esta gramaticalmente correta e se faz sentido. Vejamos agora estes exemplos:

ExempLo 2
1. Uma crianga levou sua filha idosa para passear em Marte.
2. Os mortos gritam ruidosamente a sombra das flores.
3. Jantamos pontos, retas e planos.

E 6bvio que dentro da linguagem poética sdo permitidos certos “desvios” ou nonsense,
achamada licenga poética. Mas, dentro da Matemética, por empregarmos linguagem objetiva
(e ndo a subjetiva, como na Literatura), precisamos adotar um formalismo e uma precisao ao
escrevermos. Assim, evitaremos que a teoria incorra em contradigdes, pois, historicamente,
foi isso o0 que ocorreu. A teoria desenvolvendo-se sem muita preocupagao formal, até que
surgiram alguns paradoxos, o que trouxe certa crise a Matemética.

A partir da necessidade de se estabelecer o que ¢ verdadeiro ou nao, de
forma a evitar contradigdes, surgiu um conjunto de axiomas, isto ¢, principios
evidentes que dispensam demonstragdao, bem como um conjunto de regras que nos
permitem deduzir verdades (como teoremas, lemas) das nossas hipéteses originais.

Nao buscamos a verdade absoluta, isto ¢, a verdade universal, do ponto de vista
platonico, que se aplicaria a todo contexto. Isso nao existe em nenhuma ciéncia, nem na
Fisica, Biologia, Quimica, Psicologia e, muito menos, na Matematica. O que buscamos
sdo paradigmas, isto ¢, modelos que expliquem razoavelmente os fatos estudados por
nos. Um fato pode ser explicado satisfatoriamente a luz de determinada teoria, que
pode ser inconsistente para a explicagao de outros fatos. Podemos citar como exemplo
as leis de Newton, que servem perfeitamente

para explicar um choque entre dois veiculos em

uma estrada, mas se mostram insuficientes para

¥ ATENGAQ!

A linguagem da Logica Matematica é um

explicar o choque entre particulas subatomicas.

E légico que nos interessa que as

~ . recurso para estudar e compreender a
conclusoes de nosso estudo possam ser aplicadas

a linguagem natural. Para tanto, a linguagem 1ogica de nossa linguagem natural.

que adotaremos para fazer a nossa analise deve

ser uma versao simplificada da linguagem natural.

TOPICO 2




Escolhemos como elementos basicos da linguagem as sentengas, e definiremos
regras para determinar como elas podem ser formadas a partir de sentengas mais simples.

A primeira nogdo que devemos ter na formalizagio da nossa linguagem ¢é a de proposicao.

2.2 DEFINICAO DE PROPOSICAO

ocricio 1 [

Proposicdo ¢ toda sentencga (conjunto de palavras ou simbolos) declarativa,

afirmativa que expresse um pensamento de sentido completo cujo contet-
do (asser¢ao) pode ser tomado como verdadeiro ou falso.

Uma proposigdo pode ser escrita na linguagem usual ou na forma simbdlica.

Vejamos alguns exemplos de proposigdes:

ExempLo 3
1. A lua é quadrada.

2. A neve é branca.
2

3. (eﬂ') ” eZﬂ

4. sen 7 =1

Uma proposigao ¢ necessariamente dada por uma sentenga afirmativa, pois nao poderiamos

atestar a verdade diante de sentencas interrogativas ou exclamativas, como por exemplo:

ExemrLo 4
1. Os réus foram condenados?
2. Venha a nossa festa!

Em nenhum desses casos, faz sentido questionar se ¢ uma sentenca verdadeira ou falsa.
Agora que conhecemos o que ¢ uma proposicao, caracterizada por suas
qualidades e os principios bdsicos da Logica Proposicional, daremos a defini¢ao de

valor légico de uma proposigao.

2.3 DEFINICAO DE VALOR LOGICO DE UMA PROPOSICAO

oericio 2 [

Denomina-se valor légico de uma proposicao a verdade (que representamos por V), se a

proposigao for verdadeira, ou a falsidade (representada por F), se a proposicao for falsa.
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Indicaremos o valor 16gico de uma proposigao p por V(p). Desse modo, exprimimos

que a proposicao p é verdadeira escrevendo V(p) =V e que p é falsa escrevendo V(p) = F.

ExEmPLO 5

Considere as afirmagdes (proposigdes);
1. Os homens sdo mortais.

2. As pedras sdo seres vivos.

E facil constatar que o valor lgico da proposigio (1) é verdadeiro (V) e o da
proposigao (2) é falso (F).

Para a Matematica, é preciso que as asser¢des sejam claras, objetivas, e que algumas
regras sejam previamente conhecidas. Podemos estabelecer uma analogia com um jogo.
Para entrarmos em um jogo (xadrez, futebol, etc.), seja ele qual for, temos que conhecer
as regras (ou leis) que regulam esse jogo. Da mesma forma, na Logica Matemética, temos

os seguintes principios (ou axiomas), que funcionam como regras fundamentais:
—  Principio da nao-contradicdo: uma proposi¢io ndo pode ser
verdadeira e falsa a0 mesmo tempo.
—  Principio do terceiro excluido: toda proposicdo ou ¢ verdadeira
ou ¢ falsa. Verifica-se sempre uma dessas possibilidades e nunca uma
terceira.

Os principios da nao-contradicdo e do terceiro excluido nos permitem
afirmar que as proposi¢des podem ser simples ou compostas. A caracterizagdo de

cada uma pode ser vista nas defini¢des abaixo.

2.4 DEFINICAO DE PROPOSICAO SIMPLES

ocrcio s

Proposicao simples é aquela que ndo contém nenhuma outra proposi¢do como

parte integrante de si mesma. E também chamada proposigdo atomica ou dtomo.

Indicaremos as proposi¢des simples por letras mindsculas ( p, q, 1, s ...).

Vejamos alguns exemplos:

ExempLO 6
1. p: a lua ¢ plana.

2. Qsenzr=0.
3. r: o homem é mortal.

AULA1
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2.5 DEFINICAO DE PROPOSICAO COMPOSTA

I]EFINIG[\D 4

Proposigao composta € aquela formada pela composi¢ao de duas ou mais proposigdes.

E também chamada proposigao molecular ou molécula.

Indicaremos as proposi¢des compostas por letras maiusculas (P, Q, R, S ...) .
Quando desejarmos destacar ou explicitar que uma dada proposi¢do composta P é
formadapelacombinagaodasproposi¢dessimplesp, q,1,...,escreveremos:P(p,q,1, ...).

Vejamos alguns exemplos:

\
Exempro 7
R ; 1.  P:osol brilha e a lua reflete a luz.
VOCE SABIA? . 2. Q: Ceara ganha ou o Ceard perde.

v
3. R:se V3 <7 eonumero 8é cubo perfeito,

As proposi¢gdes componentes de uma

entdo 25 ¢ um numero primo.

proposi¢do composta podem ser, elas Note que cada proposi¢do acima contém

mesmas, proposi¢gdes compostas. . .

outras proposi¢0es como suas partes integrantes.
As proposi¢des componentes da proposicio R
sio t: 3 < 7 ; u: o ntimero 8 é cubo perfeito; e

v: 25 é um numero primo.

Ao proferimos um discurso na lingua

|

SAIBA MAIS! natural, necessitamos de conexdes apropriadas

de ideias. A materializagdo dessas conexoes

5 PEDPERIIGES SE FORIEES D CLAEe 3 é realizada por particulas da linguagem

também formulas proposicionais ou .
S prop comumente chamadas conectivos. De modo

simplesmente foérmulas. , L .
anadlogo, na Matemadtica, precisamos de

conectivos que interliguem sentengas para

gerar sentencas mais complexas (mais ricas em significados).
Na proxima defini¢do, apresentaremos os principais tipos de conectivos usados na
Loégica. Voce tera a oportunidade de reconhecé-los nas diversas situagoes e, posteriormente,
conhecerd as regras para determinar os valores logicos das proposi¢des compostas

formuladas com esses conectivos a partir dos valores 16gicos das proposig¢des componentes.
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2.6 DEFINICAO DE CONECTIVOS

oerwicio s [

Conectivos sao as palavras que usamos para formar novas proposi¢des a partir de

a“_rro44 7y A

outras. Os principais conectivos sao as palavras (ou termos): “e”, “ou”, “nao”, “se ...

entao’”, e “... se e somente se ...”.

Na maioria dos casos, os conectivos ligam duas ou mais proposigdes (ou

afirmacgdes). Vejamos alguns exemplos, em que estao destacados os conectivos

usados para compor a proposigao. \
Exemrro 8 .
a. O numero 2 € par e 5 ¢ impar. 2 VOCE SABIA?
b. Um triangulo ABC ¢é escaleno ou ‘
isosceles. Voceé pode aprofundar seus conhecimentos
C. Neste ano, ndo houve inverno (esta consultando as referéncias que citamos e/
proposi¢ao deriva da proposicao ou visitando paginas da internet. Abaixo
“Neste ano, houve inverno”). . - .
o listamos algumas paginas interessantes
d. Se sabe Matematica, entdo faca
Medicina. que podem ajuda-lo nessa pesquisa. Bons
e. Um tridngulo ¢é retdngulo se, e estudos!
somente se, satisfaz o Teorema de 1. http://www.pucsp.br/~logica/
Pitagoras. 2. http://wwmat.mat.fc.ul.

Como podemos observar neste toépico, pt/~jnsilva/logica97/logicad7.html

as proposigdes serdo o objeto principal de = 3 http://turnbull. mcs.st-and.

estudo da Logica Matematica. ac.uk/~history/

Nesta aula, fizemos uma breve introdugao
ao estudo da Ldégica, conhecendo um pouco de

sua historia e percebendo sua importancia ndo apenas para a propria Matematica

como também para outras dreas. Vimos ainda a necessidade de uma linguagem

formal para a Matematica e apresentamos os elementos basicos para essa linguagem.

Na préxima aula, faremos uma introdugao ao célculo proposicional.
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A L A 2 Operacdes do calculo
proposicional

Ola, na aula anterior, vimos a necessidade da Matematica em dispor de uma

linguagem formal e tivemos o primeiro contato com os elementos basicos dessa
linguagem: as proposicdes e 0s conectivos.

Nesta aula, iniciaremos nosso estudo sobre calculo proposicional. Introduziremos
as principais operacdes deste célculo e estabeleceremos algumas relacoes
dessas operacdes com a algebra dos conjuntos. Conheceremos tabelas-verdade
e diagramas de arvore e aprenderemos a construir as tabelas-verdade das
proposicdes compostas obtidas do célculo com proposicoes.

Objetivos

e (Conhecer as principais operacdes do célculo proposicional

e Determinar o valor l6gico de proposicdes compostas

e [Estabelecer propriedades das operacoes

e Relacionar a algebra das proposicdes com a algebra dos conjuntos
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= Tabelas-verdade das
T PI 1 Proposicoes

OBJETIVOS

. Aplicar os principios fundamentais da Logica
Proposicional

. Conhecer e formular diagramas de arvore e tabelas-
verdade

. Determinar o numero de linhas de uma tabela-

verdade

1.1 INTRODUCAO

este topico, veremos como construir as tabelas-verdade das proposi¢des. Essas
tabelas nos possibilitardo determinar os valores logicos das proposi¢des para

cada atribuigao de valores logicos as suas proposi¢des componentes.

1.2 CONSTRUCAO DE TABELAS-VERDADES DAS PROPOSICOES

Paraa construgio de tais tabelas, necessitaremos
de dois principios bésicos. O primeiro é o principio

do terceiro excluido, que ja conhecemos, e diz que

GUARDE BEM ISS0!

toda proposicao ou ¢ verdadeira (V) ou ¢ falsa (F). O

segundo enunciaremos a seguir. O wvalor logico de uma proposicao
Indicaremos todas as possibilidades de ~ composta qualquer depende unicamente
valores légicos para uma dada proposicio, ~ dos valores logicos das proposicoes

correspondentes a cada atribuigio de  simples que a compdem, ficando por eles
valores légicos as suas proposigdes simples ~ univocamente determinado.
componentes, por meio de tabelas denominadas

“tabelas-verdade” ou, alternativamente, usando o que chamamos de “diagrama de

arvore”. Vejamos alguns casos:

1) PARA UMA PROPOSICAO SIMPLES A
Neste caso, pelo principio do terceiro excluido, temos 2 possibilidades para

o valor légico de a. Cada uma dessas possibilidades estd representada na tabela-
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verdade de a (Figura 3) que terd duas linhas.

Proposigao simples a

Tabela Verdade Diagrama de Arvores
a \')
1
a
2 F
F

Figura 3 - Tabela-verdade e Diagrama de Arvore de uma proposicao simples a
Vejamos agora como ficam essas representagdes para proposi¢des compostas.

11) PARA UMA PROPOSICAO A COMPOSTA POR DUAS PROPOSICOES SIMPLES A E B,
REPRESENTADA POR A(A,B)

Neste caso, devemos examinar cada par possivel de valores logicos para as
proposigdes simples a e b, para determinar o valor légico da proposi¢cao composta A.
Temos um total de 2x 2 =2 =4 possibilidades. Cada uma dessas possibilidades esta
representada na tabela-verdade de A (Figura 4) que terd 4 linhas. Nela, os valores V e
F se alternam de dois em dois para a proposi¢do a e de um em um para a proposigdo b.

Proposi¢ao composta A(a,b)

Diagrama de Arvore

Tabela Verdade
a b
1 \' \'4
2 \' F
3 F \'4
4 F F

Figura 4 - Entradas da Tabela-verdade e do Diagrama de Arvore de uma proposicio composta A (a,b)

111) PARA UMA PROPOSICAO A COMPOSTA POR TRES PROPOSICOES SIMPLES A, B E C,
REPRESENTADA POR A (A,B,C)

Neste caso, devemos examinar cada terna possivel de valores logicos para
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as proposicdes simples a, b e ¢, para determinar o valor logico da proposigao

composta A. Temos um total de 2x2x2 = 2° =8 possibilidades. Cada uma dessas

possibilidades esta representada na tabela-verdade de A (Figura 5) que tera 8

linhas. Nela, os valores V e F se alternam de quatro em quatro para a proposicao a,

de dois em dois para a proposi¢ao b e de um em um para a proposigao c.

Proposicao composta A(a,b,c)

Tabela Verdade

oo |N|o |un| & |wf o] =

i< << [<| v
T|nl< |[<|mn|<|<| o
7 |<|m|<[m|<|n|<| 0

Diagrama de Arvore

Figura 5 - Entradas da Tabela-verdade e do Diagrama de Arvore
de uma proposigao composta A(a,b,c)

Agora que vocé estd mais familiarizado
com tais representagoes, usando um raciocinio
andlogo, ndo sera dificil perceber a possibilidade

seguinte.

1v) NO CASO GERAL DE UMA PROPOSICAO
A COMPOSTA POR N PROPOSICOES SIMPLES
a,a,, ..
A(a;,a,,...,a,)

Neste caso, devemos examinar cada n—upla

5 an , REPRESENTADA POR

possivel de valores logicos para as proposigdes
simples a,, a,, ... , a,, para determinar o valor
légico da proposicdo composta A. Temos um
total de 2" possibilidades, ou seja, a tabela-

verdade de A tera 2" linhas. Nela, os valores V e

VOCE SABIA?

Tabelas-verdade derivam do trabalho de
Gottlob Frege, Charles Peirce e outros da
década de 1880, e tomaram a forma atual
em 1922 através dos trabalhos de Emil
Post e Ludwig Wittgenstein. O Tractatus
Logico-Philosophicus, de Wittgenstein,

utilizava-as para classificar fungdes
verdades em uma série. A vasta influéncia
desse trabalho levou, entdo, a difusdo do

uso de tabelas-verdade.

TOPICO 1
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-1

F s alternam de 2"~ em 2"~ para a proposigio

-2 -2 -
a,, de 2"° em 2" para a proposi¢io a,

ATENGAO! e, sucessivamente, até de um em um para a

proposigdo a,, .

Alguns livros utilizam para os valores

Para que vocé ndo fique confuso quando
légicos V e F, respectivamente, os valores .
estiver complementando seus estudos com a
1 e 0. Assim, para uma proposi¢do p
consulta a outros livros, devemos fazer um pequeno
qualquer, temos: R
esclarecimento quanto a notagao.
V(p)=V=1ouV(p)=F=0.
Por uma questdo didatica, daremos
N
preferéncia ao trabalho com as tabelas-verdade

em vez dos diagramas de arvore.
No proéximo tépico, estudaremos, de modo preciso e criterioso, as principais

regras do calculo proposicional.
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A Operagoes logicas sobre
T PI Proposicoes

OBJETIVOS

. Conhecer as principais operagdes com proposigdes

. Construir proposi¢des compostas por meio dos
conectivos da Logica

. Construir tabelas-verdade de proposi¢des compostas

2.1 INTRODUCAO

este topico, definiremos as principais operagdes légicas com proposigdes

e construiremos as tabelas-verdade dessas operagdes. Estas tabelas nos

possibilitardo determinar os valores légicos das proposigdes compostas
resultantes de cada operagdo para cada atribuicdo de valores légicos as suas
proposigdes componentes.

Vocé ja deve ter percebido (reveja na Aula 1) que as proposi¢des se ligam
através de expressdes chamadas conectivos para formar novas proposigdes. Os
conectivos sdo muito importantes nas operagdes logicas sobre proposi¢des. Nessas
operagdes, os operadores, também chamados operadores l6gicos, sdo os conectivos,
enquanto os operandos sdo as proposi¢des. No quadro 1, listamos as principais ideias

veiculadas por conectivos, bem como os simbolos usados para representa-las.

Conectivo Simbolo

Negagdo ~
Conjungao
Disjungao

Condicional

Tl o< >

Bicondicional

Quadro 1 - simbolo dos conectivos

As operagdes obedecem a algumas regras de um tipo de célculo, chamado de

AULA 2 TOPICO 2




calculo proposicional, que sdo semelhantes as regras sobre conjuntos (como intersegao,
unido, etc.). Vamos, agora, conhecer cada uma das operagdes definidas por meio dos

simbolos acima e construir as tabelas-verdade das proposi¢des compostas resultantes.

2.2 NEGACAO DE UMA PROPOSICAO

ocrncio [

A negagdo de uma proposicdo p é a proposicdo “ndo p”, que representaremos por “~ p”,

cujo valor légico é o oposto ao da proposicdo p.
e

A tabela-verdade de ~ p € bastante simples. Vejamos:

p ~Pp
F

F \%

Note que o valor légico de ~ p ¢ F quando o valor légico de p é V; e ¢ V
quando o valor légico de p ¢ F. Considerando as igualdades:
~V=F,~F=YV,

temos V(~ p) = ~ V(p). Vejamos alguns exemplos.

Exempro 1
a. p: Fortaleza ¢ a capital do Ceara.

~ p: Fortaleza nao ¢ a capital do Ceara.
Note que V(p) =V e V(~ p) = F e arelagdo V(~ p) = ~ V(p) é verificada, pois
V(~p)=F=~V=~V(p)

b g Sen(%)=0
~q: Sen(%);é 0

Entdo, V(q) =FeV(~q)=V.

Na linguagem do dia a dia, a negacdo de uma afirmagdo (pelo menos nos
casos mais simples) costuma ser feita “antepondo” o advérbio ndo ao verbo da
proposigdo, como em (a) do Exemplo 1. Mas hd outras formas de construir a negagao:

antepondo expressdes como “nao é verdade que” ou “é falso que” a proposicao que
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se deseja negar. Veja estas formas no exemplo seguinte.

ExempLro 2
r: Pedro ¢ eletricista.
~ r: Ndo ¢ verdade que Pedro ¢ eletricista.
ou

~ r: E falso que Pedro é eletricista.

Porém atengdo: devemos tomar cuidado ao
formar a negacdo de proposi¢des quantificadas
como aquelas que iniciam com os quantificadores
“todo” ou “existe”.

Vocé ndo precisa se preocupar, entretanto,
com a negacdao de proposi¢des quantificadas
agora. Elas serdo tratadas posteriormente em um
momento conveniente.

Esperamos que tenha ficado claro para vocé
o0 que é a negagao de uma proposi¢ao, como formar
uma negacdo e, principalmente, como construir
a  tabela-verdade correspondente. A seguir,

definiremos a conjungado de duas proposigoes.

2.3 CONJUNCAO DE PROPOSICOES

ATENGAO!

A negagao de “todo homem ¢é mortal” nao
é “todo homem é imortal” e nem “todo
homem n3o é mortal”. E sim, “existe homem

imortal” ou “nem todo homem é mortal”.

/

SAIBA MAIS

A negacao é uma operagdo undria,
ou seja, ¢ realizada sobre um unico
operando. As demais operagdes que
todas  bindrias,

definiremos  serdo

definidas sobre dois operandos.

ocricio 2 [

A conjungdo de duas proposigoes p e q é a proposicdo “p e q”, que representaremos

por “p A q”, cujo valor légico serd a verdade (V) se ambas as proposigdes p e q

forem verdadeiras e serd a falsidade (F) nos outros casos.

A tabela-verdade de p A q é:

eI I S Lse
m < = 4|0

moomom < | >
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Considerando as igualdades:
VAV=V, VAF=FFAV=FEFAF=F

temos V(p A q) = V(p) A V(q). Vejamos alguns exemplos.

Exempro 3
a. p: 2 é par
q:2<3
pAQ:2épare2<3
Temos: V(p) =V eV(q) =V.Logo, V(pAq)=V(p) AV(qQ) = VAV =V

b. p: Um quadrado ¢ equildtero
q: 7 é par
P A q: Um quadrado ¢ equilatero e 7 ¢ par

Temos: V(p) =V eV(q) =F Logo, V(p Aq)=V(p)AV(qQ) =VAF=F

c. p: @ é racional
q: V2 éirracional
p A q: @ éracional e 4/2 ¢ irracional

Temos: V(p) =Fe V(q) = V. Logo, V(p A q) = V(p)AV(qQ) =FAV =FE

d. p:sen 0 > 2
q@>5
pAQ:sen0>2ew>5
Temos: V(p) = Fe V(q) = F. Logo, V(p Aq) = V(p) AV(Q) =FAF =FE
Agora, voceé ja conhece a conjungao de duas proposi¢des, sabe obté-la e construir

a tabela-verdade correspondente. Nosso préximo passo sera definir a disjungao.

2.4 DISJUNCAO DE PROPOSICOES

ocrncio s

A disjungdo de duas proposicdes p e q é a proposicdo “p ou q”, que representaremos

por “p v q”, cujo valor légico serd a verdade (V) se pelo menos uma das proposigoes
p e q for verdadeira e serd a falsidade (F) se ambas p e q forem falsas.
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A tabela-verdade de p v q é:

mom < < |
Mmoo < m < |o
o< < <<

Considerando as igualdades:
Vvv=V VVvE=V FvV=V FVF=F

temos V(p v q) = V(p) Vv V(q). Vejamos alguns exemplos.

Exempro 4
a. p: A lua é o nosso satélite natural
q: A Terra é um planeta
P V q: A lua é o nosso satélite natural ou a Terra ¢ um planeta

Temos: V(p) =V eV(q) =V.Logo, V(p q)=V(p) V(@Q=V V=V

b. p: 1 é um numero natural
q: - 2 ¢ um namero natural
p VvV q: 1 é um nimero natural ou - 2 é um nimero natural

Temos: V(p) =V eV(q) =F Logo, V(pv q) =V(p)vV(qQ) =VVF=VW

c. p: 11 ¢ divisivel por 3
q:5<10
p Vv q: 11 é divisivel por 3 ou 5 < 10
Temos: V(p) =FeV(q) =V.Logo, V(pVv q)=V(p)vVV(q) =FVvV =V

d. p: Um tridngulo é um quadrilatero
q: Todo triangulo ¢ isésceles
p V q: Um tridngulo é um quadrildtero ou todo triangulo ¢é isdsceles

Temos: V(p) = Fe V(q) =F. Logo, V(pv q)=V(p) vV(Q)=FVF=FE

Vocé deve ter percebido que ndo dificil obter a disjun¢do de duas proposicdes e
que a sua tabela-verdade ¢é facil de ser construida. Passaremos agora as defini¢des das
proposigdes condicional e bicondicional. Continue atento, pois serd necessaria bastante

atengao para compreendé-las e para a construgdo das respectivas tabelas-verdade.
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2.5 PROPOSICAO CONDICIONAL

DEFINIG[\U 4

A condicional de duas proposicoes p e q é a proposicdo “se p, entdo q”, que

representaremos por “p — q”, cujo valor ldgico é a falsidade (F) quando p for

verdadeira e q for falsa e serd a verdade (V) nos demais casos.

A tabela-verdade de p — q é:

P
v
A%
F
F

Mmoo < m < |o
< < = <]

Considerando as igualdades:
Vo>V=V VS>F=EF>V=VF>F=YV
temos V(p — q) = V(p) — V(q). Vejamos alguns exemplos.
Vocé devera ficar bem atento ao caso em
que a proposicdo condicional é falsa. Guarde

bem esse caso, pois sera de grande importancia

quando formos deduzir o valor ldégico de

proposi¢des condicionais a partir dos valores

A condicional “p — q” ¢é verdadeira

. ) légicos das suas proposigdes componentes.
sempre que o valor légico de p ¢ falso,

o Além de “se p, entdo q”, ha outras maneiras
isto é, sempre que temos V(p) = F.

s (¢ S¢ ler a condicional “p — q”, a saber:

1.  “p é condigao suficiente para q”
2. "qé condigdo necessaria para p”
ExempLO 5
a. p: Euler morreu cego

q: Pitdgoras era fildsofo
p — q: Se Euler morreu cego, entdo Pitdgoras era filésofo

Temos: V(p) =V eV(q) =V.Logo, V(p—>q)=V(p) > V(QQ = V>V =V

b. p: A Matemdtica é uma ciéncia
q: Geometria ndo é Matematica

P — q: Se a Matemadtica ¢ uma ciéncia, entdo a Geometria nao é Matematica
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Temos: V(p) =V eV(q) =F Logo, V(p > q)=V(p) > V(q) =V—>F=F

C. p:2>5
q: 3 éreal
p —> q: Se 2 > 5, entdo 3 é real
Temos: V(p) =Fe V(q) = V. Logo, V(p > q) =V(p) > V(qQ) =F >V =V,

d. p: -1 é um numero natural.

q: 3 € um numero par. 4
¥ ATENGAO!

P — g: se -1 é um numero natural, entdo 3 é

um ndimero par.

Uma proposicao condicional
Temos: V(p) = F e V(q) = F. Logo, V(p = “p — q” nao afirma que a proposicao
Q) =V(p)>V(Q=F>F=V consequente q é deduzida da

proposicao antecedente p. Portanto,
quando se diz, por exemplo:

Com atengdo e alguns exercicios, vocé p P
2 é um nlmero par — os patos nadam

aprendera a reconhecer quando uma proposicao _ .
P 9 Proposis Nao se quer dizer, de modo algum,

condicional ¢é falsa. Se necessdrio, reveja a que o fato de patos nadarem é uma

definicio e a construcio da tabela-verdade — consequencia do ndmero 2 ser par. Ela
afirma unicamente uma relacao entre os

valores l6gicos de p e de g, conforme a
bem seguro e tenha dominio desse conhecimento. tabela-verdade vista anteriormente.

correspondente. E necessario que vocé esteja

2.6 PROPOSICAO BICONDICIONAL

oericio s [

A bicondicional de duas proposiges p e q é a proposicdo “p se, e somente se, q”, que

representaremos por “p <> q”, cujo valor légico é a verdadeiro (V) quando p e q tém

0 mesmo valor logico, ou seja, se p e q sdo ambas verdadeiras, ou ambas falsas, e a

falsidade (F) nos demais casos, ou seja, quando os valores légicos de p e q sdo opostos.
]

A tabela-verdade de p <> q ¢é:

P | 9 | pegq
vV | v %
V | F F
F | v F
F | F v
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: Considerando as igualdades:

-y VeVv=V, VeF=E Fo V=
SAIBA MAIS! FE FoF=Y,

temos V(p <> q) = V(p) <> V(q). Vejamos
A bicondicional “p <+ q” ¢
alguns exemplos.
verdadeira somente quando também

sio verdadeiras as duas condicionais
ExEMPLO 6
“p—>q” e“q—p”. , o
a) p: O futebol ¢ wuma paixdo

brasileira
q: A bola de futebol é redonda
p <> q: O futebol ¢ uma paixao brasileira se,

somente se, a bola de futebol for redonda

GUARDE BEM ISS0! Temos: V(p) = V e V(q) = V. Logo, V(p <>
q) =V(p)V(Q=Ve V=V

A bicondicional “p «— q” é verdadeira

b @ >3
sempre que V(p) = V(q) e ¢é falsa sempre ) b

0
V(p) # V(q)- q: tg [E] =0

o 0
p <> q: ™> 3 se, somente se, tg[;] =0.

Temos: V(p) =V e V(q) =F. Logo, V(p<>q)=V(p)<>V(qQ) = V<> F=F

c) p: Um tridngulo é um quadrilatero.
q: Um quadrado é um quadrilatero.
p <> q: Um triangulo é um quadrildtero se, somente se, um quadrado for um
quadrilatero.

Temos: V(p) = Fe V(q) = V. Logo, V(p <> q) = V(p) <> V(q) = F <>V =F.

d) p: 2 é impar.
q: 3 é par.
p <> q: 2 é impar se, somente se, 3 for par.
Temos: V(p) = Fe V(q) = F. Logo, V(p <> q) = V(p) <> V(q) = F<>F = V.
Além de “p, se e somente se, q”, ha outras maneiras de se ler a bicondicional

“p <> q”, asaber:
1. “p é condigdo necessdria e suficiente para q”

2. q ¢ condigdo necessdria e suficiente para p

Neste topico, vocé conheceu as proposi¢des compostas obtidas com as
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principais operagdes do calculo proposicional =
|
eaprendeu a construir as suas tabelas-verdade.

Agora vocé deve estar preparado para a SAIBA MAIS

construgao de tabelas-verdade de proposigoes

. . . Vocé pode continuar aprendendo um pouco
compostas mais complexas obtidas a partir da p P p

. - , . ~ , mais sobre o conteido desta aula. Para
combinagdo de varias operagdes. Essa serd

, . isso, consulte as referéncias que citamos e/
uma tarefa para nossas proximas aulas.

ou acesse paginas relacionadas da internet.
Algumas paginas interessantes que poderao
ajuda-lo estao listadas abaixo. Bons estudos!
http://www.pucsp.br/~logica/
http://wwmat.mat.fc.ul.pt/~jnsilva/
logica97/logica97.html

http://rogesantana.vilabol.uol.com.br/

modulo_1/Logosl.htm#roge05
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AU L A 3 Construcdes de
tabelas-verdade

Caro(a) aluno(a),

Na Aula 2, aprendemos a construir as tabelas-verdade das proposicdes compostas
obtidas das principais operacdes do célculo com proposicoes. Mais precisamente,
construimos a tabela-verdade da negacao, proposicao formada de uma proposicao
simples pelo conectivo “nao”, e as tabelas-verdade das proposicdes compostas

LI T LT

formadas por duas proposicdes simples ligadas pelos conectivos “e”, “ou”, “se

” o«

entdo”, “se e somente se”.

Agora, vocé ja esta apto a partir para construcdes de tabelas-verdade de
proposicdes mais complexas. Tais proposicdes sao obtidas pela combinacao de
mais de um conectivo e, como sabemos, suas tabelas-verdade nos possibilitardo
determinar seus valores l6gicos para cada atribuicao de valores I6gicos as suas
proposicdes componentes. Bom trabalho a todos!

Objetivos

e Construir proposicdes compostas de varias proposicoes
e Determinar o valor logico de proposicdes compostas

e Construir tabelas-verdade

e Conhecer tautologias, contradicdes e contingéncias
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= Construindo proposicdes
T PI 1 compostas

OBJETIVOS

. Combinar conectivos para compor proposicdes

*  Relacionar niimero de proposi¢des simples compo-
nentes de uma proposigdo composta e numero de

linhas de sua tabela-verdade

1.1 INTRODUCAO

ecorde as principais operagdes do cdlculo proposicional (negagdo,

conjungao, disjungao, condicional e bicondicional) estudadas na Aula 2.

Com elas, obtemos novas proposi¢des (ditas compostas das proposigoes

dadas) pela combinagao de proposigdes por meio de um tnico conectivo légico, em
geral, mais complexas que as proposi¢des originais.

E natural, agora, que pensemos em construir mais proposigdes compostas a

partir de outras por combinagdes dos conectivos. Vejamos alguns exemplos.

Exempro 1:
Sejam p, q, r e s proposi¢des simples. Sdo proposi¢des compostas obtidas

pela combinagdo de dois ou mais conectivos:
P(p.q)=~(pVq)
QAp.9)=~pPNp=q)
R(p.gr)=(p—q)V(ip—r)
S(p:q.ri8)=(pAg) = (rVs)

Evidentemente, nada impede que as

GUARDE BEM 1SS0!

L O valor légico de sentengas compostas
componentes de uma proposicio composta
) L ¢ fortemente determinado pelos valores
sejam, elas mesmas, proposigdes compostas, como
. logicos de suas componentes, pelo modo
veremos no exemplo a seguir.
como estas se combinam (ou seja, depende

ExemprLO 2: também do conectivo que as liga).

Dada a proposicio P Composte (0 ——
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proposic¢des simples p, e g,, e Q composta das proposi¢des simples p,, g, e ,,
ou seja, dadas P(p,,q,) € Q(p,.q,,1), podemos construir um proposicao « pela

combinagio das proposi¢des P e Q . Temos, entdo, &(P,Q) ou, mais especificamente,

PP, 9,) QAP 9213)) -

1.2 TEOREMA

Para ndo perder de vista nossa principal meta, a determinagdo dos valores
légicos de proposigdes, devemos ficar atentos ao modo como chegamos a essa
determinagao.

Do que vimos, podemos sempre pensar numa proposi¢ao composta P qualquer
como obtida pela combinacdo de uma quantidade finita n de proposi¢des simples

P Pys - P, OU SEjQ, P(p,,p,s--s p,). Considerando ainda que o numero de
modos de combinar as proposi¢des p,, p,, ..., p,, por meio dos conectivos, para
obter P seja finito e lembrando que, pelo Principio do Terceiro Excluido, s6 ha
duas possibilidades para os valores logicos de cada proposicdo p,, deduzimos
que sdo também finitas as possibilidades de se combinarem os valores l6gicos das
proposigdes simples para determinar o valor légico correspondente da proposicao
composta. Tais possibilidades podem ser organizadas em tabelas especiais que
recebem a denominacgdo de tabelas-verdade.

Podemos construir a tabela-verdade de qualquer proposigdo. O nimero de
linhas da tabela é determinado pelo nimero de proposi¢des simples componentes

da proposi¢ao dada. Chegamos assim ao seguinte teorema:

00

A tabela-verdade de uma proposicdo composta de ™ proposigdes simples componentes

n
é constituida de 2" linhas.

Nido ha uma regra geral para a construgdo de tabelas-verdade de proposicdes
compostas. Apresentaremos aqui a forma descrita em Alencar Filho (2002, p.30) para
construir as colunas da tabela correspondentes as proposigdes simples componentes:

Para a construgao pratica da tabela-verdade de uma proposi¢ao composta, comega-

se por contar o numero de proposi¢des simples que a integram. Se ha n proposicdes

simples componentes: p,, p,, ..., p,,entdo a tabela-verdade contém 2" linhas.

Posto isto, a 1* proposicdo simples p; atribuem-se 2" /2 =2"" valores V seguidos
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de 2" valores F; a 2 proposigio simples p, atribuem-se 2" /4 =2""% valores
V, seguidos de 2"2 valores F, seguidos de 2"2 valores V, seguidos, finalmente,
de 2"% valores F; e assim por diante. De modo genérico, a k-ésima proposigao
simples p, (k <n) atribuem-se alternadamente 2" / 2% =2"* valores V seguidos

de igual numero de valores F.

Para fixar melhor, vejamos como seriam os agrupamentos de V e F nas colunas
da tabela correspondentes as proposigdes simples para o caso, por exemplo, de uma
proposi¢ao composta por 4 proposi¢des simples componentes p,, p,, p, € p,:

A tabela-verdade contém 2' =16 linhas, e os grupos de valores V e F se
alternam de 8 em 8 para a 1° proposicao simples p,, de 4 em 4 para a 2°. proposigdo
simples p,, de 2 em 2 para a 3* proposicao simples p,, e, finalmente, de 1 em 1

para a 4* proposigao simples p, .

1.3 PASSOS PARA CONSTRUCAO DE TABELAS-VERDADE DAS PROPOSICOES COMPOSTAS

Para a construgdo da tabela-verdade de uma proposigdo composta dada,

devemos ainda segundo Daghlian (1995):
—  Observar a precedéncia entre os conectivos, ou seja, determinar a
forma das proposi¢des que ocorrem na proposicao original.

—>  Aplicar as defini¢des das operagdes logicas necessarias.

Até agora, sabemos construir as colunas correspondentes as proposigdes
simples componentes de uma proposigdo composta P, as quais chamaremos entradas
da tabela. Precisamos de um procedimento para construir uma coluna com os valores
logicos correspondentes da proposigdo P, ou seja, para construir a saida da tabela.
Para tanto, construiremos, a partir das tabelas-verdade das operagdes, colunas
intermedidrias (tantas quanto forem necessdrias) para proposi¢des compostas que

sao “pedagos” de P até conseguirmos obter a coluna de P. Vejamos alguns exemplos.

ExemrLO 3:

Construa a tabela-verdade da proposi¢ao composta R(p,q)=~(~pVq).

~p ~pVgq R(p,q)=~(~pVq)

H b < < |
Mmoo < o m < |1

F
\Y%
F
F

< < mm o
< < 1<
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Considerando que R é composta de 2 proposi¢des simples componentes p e
g, nossa tabela terd 2° =4 linhas. Note que, em primeiro lugar, formamos o par
de colunas correspondentes as duas proposi¢des simples componentes, ou seja,
escrevemos as “entradas” da tabela. Os grupos de valores V e F se alternam nessas
colunas de 2 em 2 para a 1* proposi¢do simples p e de 1 em 1 para a 2* proposi¢ao
simples g. Em seguida, recorrendo as defini¢des das operagdes de negagao e
disjuncado, formamos a coluna para ~ p . Depois, formamos a coluna para ~ pVv q .
Finalmente, formamos a coluna relativa aos valores l6gicos da proposi¢ao composta

dada R, ou seja, determinamos a “saida” da tabela (destacada em negrito).

ExEmrLo 4:

Construa a tabela-verdade da proposi¢ao composta S(p,q,7)=(pV q) — (qAr).

p | q r pVgq qAr (pVq)—(qNr)
\% \% \ \% \ \%
A\ A\ F A\ F F
\' F \% \' F F
\% F F \% F F
F \% \ \'% \ \%
F \% F \ F F
F F \Y4 F F \%
F F F F F \%

Considerando que S é composta de 3 proposigdes simples componentes p, g e r,
nossa tabelatera 2° = 8 linhas. Note que, em primeiro lugar, construimos as “entradas”
da tabela, ou seja, formamos as colunas correspondentes as trés proposi¢des simples
componentes. Os grupos de valores V e F se alternam nessas colunas de 4 em 4 paraa 1*
proposigao simples p, e de 2 em 2 para a 2* proposi¢ao simples g, e de 1 em 1 para a 3
proposi¢ao r. Em seguida, recorremos as tabelas-verdade das operagdes de conjuncao e
disjungao para formar a quarta e a quinta colunas. Finalmente, usando a tabela-verdade
da operagdo de condicional, determinamos a “saida” da tabela (destacada em negrito),
ou seja, formamos a coluna relativa aos valores 16gicos da proposi¢do composta dada S.

Neste toépico, revimos a determinagdo do numero de linhas de uma tabela-
verdade e descrevemos um procedimento para a construgdo das tabelas-verdade de
proposi¢des qualquer. No topico seguinte, teremos a oportunidade de ampliar esses
conhecimentos construindo as tabelas-verdade de varias proposi¢des e poderemos

observar algumas relagdes entre certas proposigdes compostas. Entdo, prossigamos ...
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TOPICO 2

2.1 INTRODUCAO

este tdpico, construiremos as tabelas-

verdade de vdrios exemplos de
proposi¢des compostas. Este sera um

importante passo para que, posteriormente, possamos
verificar a validade de argumentos. Sera também um
exercicio interessante para que possamos observar
certas relagdes entre algumas proposigdes compostas.
Vocé ja deve ter percebido a utilidade

das tabelas-verdade na determinagao do valor
légico das proposigdes. Devemos enfatizar que
uma tabela-verdade é uma forma muito util e
pratica de representar uma funcdo na digebra
booleana. Ela relaciona todas as combinagdes
possiveis para os valores das varidveis de
entrada da fungdo, com o valor correspondente
da saida da fun¢do booleana. Em um texto
extraido de Daghlian (1995), vimos um pouco
sobre a dlgebra booleana e sua aplicagdo em

circuitos elétricos. Releia este texto e enriquega

seus conhecimentos.

Construindo tabelas-verdade:
exemplos

OBJETIVOS

Construir as tabelas-verdade de varias proposigdes
compostas

Normatizar o uso de parénteses

Deduzir os valores lé6gicos de proposi¢des compostas

Relacionar certar proposi¢des compostas

SI-\IBA MAIS

A dlgebra booleana foi criada pelo
matematico inglés George Boole (1815-
1864). Ela consiste no uso de técnicas
algébricas para lidar com expressdes
cujas varidveis trabalham somente com
dois valores: falso (0) ou verdadeiro (1).
Atualmente, todos os sistemas digitais sao
baseados nela, relacionando os niveis légicos
0 (falso) e 1 (verdadeiro) com a passagem ou
auséncia de corrente elétrica. O fato de as
constantes e variaveis poderem ter apenas
dois valores possiveis, 0 ou 1, caracteriza-se
como a principal diferenga entre a algebra
booleana e a algebra convencional. Em
circuitos elétricos, as varidveis booleanas
(varidveis da algebra booleana) podem
representar o nivel de tensdo presente em

um determinado ponto do circuito.
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2.2 USO DE PARENTESES E A
ORDEM DE PRECEDENCIA DAS OPERACOES

Antes de prosseguirmos com os exemplos, vamos fazer algumas consideragdes

importantes sobre o uso de parénteses e sobre a ordem de precedéncia das operagdes.
— A colocagdo de parénteses na simbolizagao das proposi¢des deve ser feita

para evitar ambiguidades. A proposi¢do pV g Ar, por exemplo, sem a

presenga de parénteses fica ambigua. Ela d4 origem, pela colocagao de

parénteses, a duas proposigoes:

i) (pvg)Ar eii) pv(gAr)

A proposicdo em (i) é uma conjungdo, pois seu conectivo principal é
A". J4 a proposicao em (ii), que tem como conectivo principal “Vv”,
¢ uma disjungdo. Essas duas proposig¢des sdo distintas, tanto que pode
ser verificado, ao comparar suas tabelas-verdade, que elas apresentam
saidas diferentes. Faca esta verificagdo como exercicio.

—  Por questdes de simplificacdo da escrita, desde que nido venham a
ocorrer ambiguidades, a supressdo de parénteses pode ser admitida.

Para tanto, algumas convengdes devem ser observadas:
1. A ordem de precedéncia para os conectivos, do mais “fraco” para o mais

“forte” é:

(1)~ 2)AeV B)—> (4) <
conectivo conectivo
mais fraco mais forte

Desse modo, a proposigdo
pvVqgeOr—s
¢ uma bicondicional e ndo uma disjungdo ou uma condicional. Com o uso de
parénteses, poderiamos transforma-la nas disjungdes
pv(ger—s)ou pv((ger)—s)
ou nas condicionais
(pvger)>sou(pv(iger)—os.
2. Se um mesmo conectivo aparece repetidamente, a supressdo de parénteses
¢ feita fazendo-se associagdes a partir da esquerda. Desse modo, as proposigdes
(pAg)Ar e ~(~p),
podem ser escritas de maneira mais simples, respectivamente, por:
PAGAT e ~~D.
Vamos agora usar o procedimento descrito no tépico anterior para construir

as tabelas-verdade de alguns exemplos.
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ExemrLO 5:

Construa a tabela-verdade da proposicao composta

P(p,q) =~ ((~ )~ (~q)).

P|aq | ~P “9 e prt g | ~((=p)r(~9)
v | v F F F v
v | F F v F v
F | v v F F v
F | F v v v F

Observe que os valores l16gicos da proposigao

composta P dada encontram-se na ultima coluna

(coluna 6) da tabela. Portanto, os valores logicos da

ATENGAD!

A proposicio  ~((~ p)A(~q))

proposicao P correspondentes a todas as possiveis
atribui¢des de valores logicos V e F as proposicoes

simples componentes p e g, ou seja, aos pares de , - .
p p peq Ja p ¢ uma negacdo e pode ser escrita,

valores 16gicos VV, VE FV e FF sdo, respectivamente, < .
por supressao de parenteses, por

V,V, V e E Simbolicamente, podemos escrever: ~(~pA~q). Por outro lado, ela

P(VV) =V, P(VF=V, P (FV) =Voe P nao pode ser escrita por ~~ pA~q( .

(FF) = F Essa ¢, na verdade, a conjuncdo

ou abreviadamente: . .
~ (~ pJA ~Q ou, escrita de forma mais

P(VV’ VE FV, FF) = VVVE estendida, (~ (~ p)A(~q).

Dizemos ainda que a proposicao P (p, q) p——
associa a cada um dos elementos do conjunto U

= {VV, VE FV, FF} um tnico elemento do conjunto {V, F}, ou seja, P (p, q) ¢ uma
funcdo de U em {V, F}:
P:U — {V, F}
A representagao grafica por um diagrama de flechas (diagrama sagital) pode

ser vista na figura 1.
-A

Figura 6 - Representagdo sagital de P(p,q) =~ (~ p)A(~q)).
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ExempLo 6:
Construa a tabela-verdade da proposicao composta

P(p,q)=pr(p—>q)—>q.

P| a4 | P29 | prlp>q) | pr(p>9) —>q
V V V V \Y%
V| F F F \Y%
F V V F \Y%
F | F Vv F \%

Veremos mais adiante que essa proposicao, chamada de regra “Modus
Ponens”, esta relacionada a implicacdo légica (= ). Note que esta proposigdo tem
uma caracteristica especial: a ultima coluna de sua tabela-verdade que encerra o
valor légico da proposi¢dao s6 contém o valor légico verdade (V). Daremos mais
adiante uma defini¢do para esse tipo de proposicao.

Temos:

P(VV)=V, P(VF)=V, P(FV)=Ve P(FF) =V
ou abreviadamente:
P(VV, VE, FV, FF) = VVVV.
Potanto, P (p, q) ¢ uma fungdo de U em {V, F}, P. U — {V, F} cuja

representagdo grafica por um diagrama sagital é vista a seguir:

%>

-

Figura 7 - Representacao sagital de P(p,q)=pA(p—q)—q.

Concluiremos este topico apresentando formas de determinar o valor 16gico
de proposigdes compostas sem necessitar construir suas tabelas-verdade. Esse
conhecimento sera de grande utilidade nas demonstracdes de validade ou nao de

argumentos e sera explorado em exercicios posteriores.
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Ja sabemos que o valor légico de uma proposi¢ao composta fica determinado
pelos valores l6gicos das proposi¢des simples que a compdem. Para ilustrar esse fato,

fagamos alguns exercicios.

EXEMPLO RESOLVIDO 1:
Determine o valor l6gico da proposigdo composta P(p,q) =~ p <> q para o

caso de o valor logico de p ser V (verdade) e o de ¢ ser F (falsidade).

SorucAo:
Temos:
V(P)=V(~p=q)=V(~p)=V(Q=~V(p)=V(Q=~V—F=F<F=V,
Assim, o valor logico de P(p,q) é V.

EXERCICIO RESOLVIDO 2:

Considere as proposigoes:

p:|sen(x)[>1, gq:m éracional e r

ATENGAD!

Vale destacar que a proposi¢ao Q(p,q,r)

2 é primo.
Determine o valor légico da proposicao

composta Q(p,q,¥)=pVr—>qAr.

é uma condicional com antecedente

SoLucAo: p Vr e consequente g AT .

Inicialmente, precisamos
usar conhecimentos de Matemdtica do Ensino Médio para determinar
os valores logicos das proposi¢des p, g e r. Do fato que a funcdo
sen. ¢ limitada com —1<sen(x)<1 para todo «x V(p)=F.
Da constituigdo dos conjuntos numéricos, sabemos que V(q) = F e V(r) =V . Desse

modo, temos:
V(Q=V(pVr—qgAr)=V(pVr)=V(@Ar)=V(p)VV(r) = V(q)AV(r)
=FVV—-FAV=V—-F=F

Assim, o valor logico de Q(p,q,r) é F.

EXERCICIO RESOLVIDO 3:

Dados V(p) =V e V(q) =V, determine o valor l6gico da proposi¢do composta:
R(p,q)=(p > q) <> ((~q9) > (~p)).
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SorucAo:

Temos:

ATENGAD! V(R)=V((p—9) = (~q) = (~ p))

| Vale dest o R[50 =Vip—=q9) <= V(~q) —(~p)

. Vale destacar que a proposi¢ao p .

=V(p) = V(q) = (V(~q9)— V(~ )

¢ uma bicondicional e, considerando =(V(p) = V() < ((~ V() = (~ V(p)))
que, pela ordem de precedéncia, o :( ) (( V)—>( V))

conectivo “<>” ¢ mais forte que o =( V) (F—=F)=V< V=V
conectivo “—”, podemos suprimir

Assim, o valor logico de R(p,q) ¢ V.
parénteses e escrever simplesmente

R(p,g)=p —=qe<=~q—=~p.

2. Se variarmos os valores légicos das

Neste topico, construimos as tabelas-
verdade de algumas proposigdes e apresentamos

; ' algumas regras para o uso/supressio de
proposu;f)es 51mples p € qque compéem
) parénteses. Vimos ainda outros meios de
a proposi¢do composta R(p,q), o seu

o ) determinar o valor légico de uma proposigao
valor l6gico nao se altera, ou seja, o valor

o ) . composta. No proximo tdpico, apresentaremos
l6gico de R independe dos valores l6gicos

» proposigdes com caracteristicas especiais.
de suas componentes. Como exercicio,
verifique essa interessante observagao.
Proposigdes com essa caracteristica serao

estudadas no préximo tépico.
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A Tautologias, contradigoes
T PI e contingéncias

OBJETIVOS

. Identificar o que é uma tautologia e conhecer o seu
valor légico

. Identificar o que é uma contradi¢do e conhecer o seu
valor légico

. Reconhecer contingéncias e determinar seus valores

légicos

3.1 INTRODUCAO

este topico, apresentaremos

GUARDE BEM ISS0!

as  tautologias e  contradigoes,
proposi¢des compostas especiais O valor légico de wuma tautologia
cujos valores légicos ndo se alteram mesmo P(plapb---apn) ¢ V independente
quando alteramos os valores logicos das = dos valores logicos das proposicoes
proposigdes  simples que as compdem.  simples PisDrses Dy
Aprenderemos também o que sdo contingéncias.
Construiremos tabelas-verdade desses tipos de  m——  ———
proposi¢des e determinaremos os seus valores

logicos.

3.2 DEFINICAO DE TAUTOLOGIA

oericio 1 [

Uma tautologia é uma proposicdo composta cujo valor légico é sempre a verdade

(V), independente dos valores légicos das proposicdes simples que a compoem.
L
Da defini¢do acima, na ultima coluna da tabela-verdade de uma tautologia,
ocorre sempre o valor légico V (verdade).

Como exemplo, considere a seguinte afirmagao: “José diz: - hoje é sabado
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ou hoje ndo é sibado”. Observe que José esta sempre dizendo a verdade, nao
importa que dia seja hoje.
Uma tautologia é também chamada proposicao tautolégica ou proposigao

logicamente verdadeira. Para fixar a definigdo, vejamos alguns exemplos:

Exemplo 7:
A proposigio ~ (pA ~ p) é uma tautologia, como pode ser visto em sua

tabela-verdade.

p| =P | PATP | ~(pr~p)

F F v

F \% F \"

Observe que, na tultima coluna da tabela-verdade de ~ (pA ~ p), s6 ha
o valor légico V (verdade). Esse exemplo ilustra o principio da nado-contradicao,
apresentado na primeira aula, e significa que a afirma¢do de que “uma proposigao

nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa” é verdadeira.

ExempLo 8:
A tltima coluna da tabela-verdade de pVv ~ p sé apresenta o valor logico V

(verdade), como pode ser visto abaixo.

p | ~p pV~Dp
F \%
F A\ Vv

Logo, pVv ~ p ¢éuma tautologia. Esse exemplo ilustra o principio do terceiro
excluido e significa que dizer que “uma proposigao ou ¢ verdadeira ou ¢ falsa” é
uma afirmacgdo verdadeira.

Vejamos agora alguns casos com mais proposi¢des simples. Inicialmente, vamos
voltar & proposi¢io R(p,q) Exercicio Resolvido 3 (T6pico 2 - Aula 3). Verifiquemos

que o valor légico de R é V independente dos valores 16gicos de suas componentes p e q.

ExempLo 9:
A proposi¢do p —> g <> ~ ¢ —>~ p ¢é uma tautologia. A ultima coluna de
sua tabela-verdade sé apresenta o valor légico V (verdade), como pode ser visto a

seguir.
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P| a| ~P ~q p—=>q | ~q=>~p | Pp2q>~q=>=p
vV |V F F % \% \%
vV | F F \% F F v
F | Vv v F % ' v
F | F ' \% \'% \% v

Exempro 10 (ALENCAR FiLuo, 2002, p. 45):

A proposigdo p A ¥ —>~ g V ¥ étautologica, conforme se vé pela sua tabela-verdade

a seguir:
p q r ~q PAT ~gVvr | pAY —>~qVr
\Y% v \% F \% \% \Y%
v v F F F F \%
\% F \ \4 \ \4 v
v F F \% F \% \Y%
F v \% F F \% \%
F v F F F F \%
F F \% v F \% A%
F F F v F \% v

Agora que vocé sabe o que é uma tautologia, vamos dar a definigdo de
contradig¢do, outro tipo de proposi¢ao composta, cujo valor l6gico nao depende dos

valores logicos das proposigdes componentes.

3.3 DEFINICAO DE CONTRADICAO

oericio 2 [

Uma contradi¢do é uma proposicdo composta cujo valor légico é sempre a falsidade

(F), independente dos valores légicos das proposicdes simples que a compdem.

Da definicdo acima, na ultima coluna da GUARDE BEM 1SSO!

tabela-verdade de uma contradigao, ocorre sempre o

O valor légico de uma contradigdo

P(pl,pz,...,pn) ¢ F independente

dos valores logicos das proposicoes

simples P> D255 Py .

valor l6gico F (falsidade).

Como exemplo, considere a seguinte
afirmagao: “Hoje é sdbado e hoje nao é sdbado”.
Veja que seu valor légico é sempre falso nao

importando qual dia seja hoje.
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Uma contradigdo ¢ também chamada proposicio contravalida ou proposicao

logicamente falsa. Para que voce fixe a definigdo de contradigdo, vejamos alguns exemplos.

Exemrro 11 (ALENCAR FiLuo, 2002, P.46):

A proposicdo pA ~ p ¢é uma contradigdo, conforme se vé pela sua tabela-

verdade:

p | ~p PA~D
F F
F \Y4 F

Como se pode notar, a tltima coluna da tabela-verdade de pA~ p s6

encerra o valor légico F (falsidade). Esse exemplo mostra que a afirmagdo de que

“uma proposigao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa” ¢é falsa.

Exemrro 12:

A proposicdo p <> ~ p ¢ contravalida. Com efeito, sua tabela-verdade é:

GUARDE BEM 1SS0!

Uma contingéncia ¢é um tipo de
proposigao que nao ¢ tautologia nem
contradi¢do. Na ultima coluna da tabela-
verdade de uma contingéncia, devem
ocorrer os valores légicos V e F cada um

pelo menos uma vez.

p ~p p<o>~p

v F F
F \Y% F
Note que a ultima coluna da tabela-

verdade de p <>~ p sé apresenta o valor

légico F (falsidade).

Exemrro 13:

A ultima coluna da tabela-verdade de

s ~ D A(PA ~ q) s6 apresenta o valor 16gico F
(falsidade), como pode ser visto abaixo.

plal|~P|~4 | PA~4| ~pa(pr~q)
\Y4 \Y4 F F F F
\'% F F \% \% F
F \Y4 A\ F F F
F F A\ A\ F F

Portanto, de acordo com a Defini¢do 2 acima, a proposi¢do ~ p A (pA ~ q)

é uma contradicao.
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Antes da préxima defini¢do, vamos apresentar um principio bem util a

determinagao de tautologias e contradigdes.

3.4 TEOREMA

TEOREMA 2 (PRINCIPI0 DA SUBSTITUIGAO)

P(pi,pys..., p,) é uma tautologia (contradi¢do) qualquer. Se substituirmos

as proposicoes simples Pys Pys---» Py por outras proposicoes quaisquer (simples
ou compostas) qy,qy,-.-,qy,, entdo a nova proposicdo P (%,Qp---,qn) que se

obtém é também uma tautologia (contradigdo)

]
Vamos dar agora a defini¢ao de contingéncia, um tipo de proposi¢ao que nao

é tautologia nem contradicao.

3.5 DEFINICAO DE CONTINGENCIA

oerwicio o [

Uma contingéncia é uma proposi¢do composta em cuja tabela-verdade ocorrem, na

tltima coluna, os valores l6gicos V (verdade) e F (falsidade).
]

Uma contingéncia é também chamada proposicio contingente ou proposigao
indeterminada. Vejamos os exemplos abaixo para termos uma ideia clara da defini¢ao de

contingéncia.

Exempro 14:
A proposi¢ao pV g — p A g é uma contingéncia, conforme pode ser visto

por sua tabela-verdade:

P 9 | pvg | prg PvYg—2>pPArg
V|V v % v
V| F % F F
F v % F F
F | F F F v

Perceba que a dltima coluna da tabela-verdade de p v ¢ —> p A g apresenta

ambos os valores logicos V (verdade) e F (falsidade).
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SAIBI-\ MAIS!

Continue estudando e complemente

seus conhecimentos consultando as
referéncias que citamos e/ou acessando
paginas relacionadas da internet.
Abaixo, listamos algumas paginas que
poderao ajuda-lo. Bons estudos!
http://www.pucsp.br/~logica/
http://wwmat.mat.fc.ul.pt/~jnsilva/
logica97/logica97.html
http://rogesantana.vilabol.uol.com.br/

modulo_1/Logosl.htm#roge05
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Chegamos a metade de nosso curso! Nesta
aula, construimos tabelas-verdade de varias
proposi¢des compostas, com destaque para
as tautologias, contradi¢des e contingéncias e
aprendemos a determinar os valores logicos de
uma proposi¢cdo composta para cada atribuigao
de wvalores loégicos as suas proposigdes
componentes. Na proxima aula, trataremos das

implicagdes e equivaléncias.



AULA A conos

Olal Estamos iniciando a segunda metade de nosso curso. Ja fizemos uma boa
introducéo ao calculo proposicional e deve estar claro para vocé a importancia de
uma linguagem propria para a Matematica. Ainda temos muito a conhecer sobre
Logica: as relagdes de implicacao e de equivaléncia, os tipos de demonstracao,
um pouco mais sobre a algebra das proposicoes, as sentencas abertas e 0s
quantificadores. Entretanto, nesta aula, faremos uma pausa na abordagem dos

topicos proprios da logica, para revisarmos um pouco 0 que aprendemos sobre
0S conjuntos — uma nogao complementar a de Logica.

Aprofundaremos algumas nocdes basicas sobre conjuntos, realizaremos as
principais operacdes com conjuntos e examinaremos algumas das propriedades
dessas operacdes. Apresentaremos 0s conjuntos numéricos fundamentais
e examinaremos propriedades importantes que ocorrem nestes conjuntos.
Adicionalmente, procuraremos também estabelecer relacdes da logica com
conjuntos.

Objetivos

e Conhecer a linguagem matematica basica

e Compreender a importancia dos conjuntos para a Matematica

e Realizar operacdes com conjuntos

e Aprofundar o conhecimento sobre conjuntos numéricos fundamentais
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TGPI CU -l Nocoes sobre conjuntos

OBJETIVOS

*  Compreender intuitivamente nogdes basicas relacionadas
a conjuntos

. Conhecer alguns fatos da histéria da Teoria dos Conjuntos

*  Revisar notagdes usadas no estudo dos conjuntos

1.1 INTRODUCAO

compreensao de nogdes basicas sobre conjuntos é essencial para a
Matematica. Para sermos mais enféticos, hoje sabemos que todos os
conceitos da Matematica moderna, desde os mais basicos, como o de
nimeros naturais, até os mais complexos, como o de variedades diferenciais, podem
ser formulados na linguagem de conjuntos. Dizer que os conceitos da Matemdtica
atual podem reduzir-se aos conceitos de conjuntos é dizer que eles podem definir-
se formalmente a partir destes. Desse modo, para dar consisténcia a qualquer
afirmacao matematica, basta, entdo, dar rigor as afirmagdes sobre conjuntos.
O cardter fundamentalmente conceitual da Teoria dos Conjuntos lhe dé lugar
de destaque em todas as dreas em que o pensamento racional e, em particular, o
pensamento cientifico é fundamental. A abordagem conjuntista é extremamente ttil
na sistematizagdo de redes conceituais. Desse modo, parece natural que a Teoria
dos Conjuntos deva estar na base de todas as ciéncias. Ainda que ndo nos demos
conta, as diversas ciéncias naturais e humanas se desenvolvem gragas a seu cardter
conjuntista. Assim sendo, torna-se evidente o carater universal da linguagem
conjuntista e de suas teorias correspondentes.
A abordagem que daremos em nossa disciplina ndo ¢ a de uma teoria dos
conjuntos. Ela sera, na verdade, apenas intuitiva e um tanto “ingénua”. Nosso
interesse sera de introduzir a linguagem dos conjuntos e mostrar que, em certo

sentido, essa é uma linguagem universal. Iniciaremos fazendo um breve relato
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histérico da criagao da Teoria dos Conjuntos por Georg Cantor, mostrando sua
importancia para as ciéncias matemdticas e para as ciéncias empiricas. De acordo

com Ferreira (2001, p. 17):

As idéias essenciais da teoria dos conjuntos foram introduzidas por G. Cantor,
na parte final do século XIX. Desde entdo, a teoria dos conjuntos nao deixou de
desenvolver-se intensamente, de tal forma que hoje pode dizer-se que todos os ramos

da Matematica foram profundamente influenciados e enriquecidos por essa teoria.

Saiba um pouco mais sobre Georg Cantor e suas contribui¢des para a Teoria

dos Conjuntos lendo o texto seguinte:

CANTOR E A TEORIA DOS CONJUNTOS

Hygino H. Domingues

A natureza do infinito ¢ uma questao antiga e controversa. Arquimedes (287-
212 a.C.) fazia distingdo entre infinito potencial e infinito atual. Este ultimo, que
vem a ser o infinito como algo completo, era descartado por nao haver nenhuma
evidéncia de que alguma colecao de objetos pudesse corresponder a tal idéia. O
conjunto N, por outro lado, ¢ um exemplo de conjunto potencialmente infinito,
pois sempre se pode somar uma unidade a cada um de seus elementos obtendo-

se outro numero natural.

*
No século XVII, Galileu comparou os conjuntos N = {1,2,3,...} eP=1{2,4,6,

...}. Eassinalou que, se a idéia de infinito atual fosse vélida, haveria tantos nimeros
pares e impares reunidos quanto pares apenas, posto que a correspondéncia 1 =

2,224,326,..,n~>2n,..de N* em P ¢, como se diz hoje, biunivoca. Este
aparente paradoxo deve té-lo levado a deixar de lado tais cogitagdes.

Alias, a idéia de infinito atual, por ter conotagdes de ordem religiosa, ndo
era aceita também por certos tedlogos (Sao Tomas de Aquino, por exemplo)
que viam em Deus a Unica natureza absolutamente infinita. E isso deve ter
contribuido para que sua adogao fosse retardada em Matematica.

Curiosamente, quem tirou a Matematica dessa camisa-de-for¢a foi um homem
de profunda fé religiosa, Georg Cantor (1845-1918). Cantor nasceu na Russia,
na cidade de Sao Petersburgo, mas aos 2 anos mudou-se com sua familia para a
Alemanha, onde se fixou. Em 1862 iniciou o curso de Engenharia em Zurique,
mas, depois de um semestre, deixou-o para fazer Matemdtica em Berlim, em
cuja universidade obteve o grau de doutor no ano de 1867 com uma tese sobre
teoria dos nimeros. Dois anos depois foi admitido na Universidade de Halle,

onde transcorreria sua carreira académica.
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VOCE SABIA?

Em 1872, 0 matemdtico alemao Dedekind
dera o primeiro passo nesse sentido com a
seguinte defini¢ao (aqui em terminologia
moderna): “um conjunto se diz infinito
se pode ser colocado em correspondéncia
biunivoca com uma parte prépria de si
mesmo”. Ou seja, aquilo que a Galileu
parecera um paradoxo tornava-se a
propriedade fundamental dos conjuntos

infinitos, com todas as suas implicagdes.

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/

Georg Cantor (1845 - 1918)
|

Dedicando-se entre 1870 e 1872 a pesquisas na area
de andlise matematica, Cantor acabou tendo sua
atenc¢do atraida para um assunto com o qual seu
espirito tinha especial afinidade: a natureza dos
conjuntos infinitos. E de sua opg¢ao por este caminho
nasceria a teoria dos conjuntos como capitulo
autonomo da Matematica.

O grande mérito de Cantor foi perceber, a partir dai, a
existéncia de conjuntos infinitos de espécies diferentes,
numa escala de grandeza. Se dois conjuntos, como
N*

biunivoca, diz-se que ambos tém mesma poténcia. E

e B podem ser colocados em correspondéncia

foi através dessas poténcias que Cantor hierarquizou
o infinito. Na primeira categoria da escala do infinito,
estao todos os conjuntos com a mesma poténcia de N * i
entre os quais estio B Z ¢, surpreendentemente, o préprio
Q. Estes sdo os conjuntos enumeraveis. A seqiiéncia a
seguir, em que os numeros sao ordenados pela sua altura
(= numerador + denominador), d4 uma ideia do porqué de
Q_t ser também enumeravel:
1/1,1/2,2/1,1/3,2/2,3/1,1/4,2/3,3/2,4/1, ...

Cantor mostrou que R e C tém a mesma poténcia e que
esta ¢ superior a dos enumeraveis. E mostrou ainda
que a escala do infinito ndo tem limites: sempre ha
poténcias maiores e maiores.

Certos resultados obtidos por Cantor surpreenderam
a ele mesmo. Sob esse ponto de vista é possivel
entender o porqué das duras criticas que recebeu de

importantes matemadticos de seu tempo. Mas, para

o progresso da Matematica, prevaleceram opinides como a de Hilbert: “Do

paraiso criado por Cantor ninguém nos tirara”.

’

(IEZZI; MURAKAMI, 2004, p. 38-39)

1.2 IDEIA INTUITIVA DE CONJUNTO

Ja deve estar claro que a nogao de “conjunto” ¢ uma nogao fundamental da

Matematica. Ela é a estrutura matematica sobre a qual todas as outras podem ser construidas

(ntimero, relagdo, fungao,

...). O conceito de conjunto aparece em todos os ramos da

Matematica e, a partir dele, podemos definir muitos outros conceitos matematicos.

Nao definimos o que é um conjunto. Esse ¢ um conceito primitivo. A ideia

intuitiva que temos € a de que
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e
Um conjunto é qualquer cole¢do, lista ou classe de objetos bem definida. Os

objetos de um conjunto podem ser qualquer coisa: niimeros, pessoas, letras, rios,

etc., e sdo chamados elementos ou membros do conjunto.
e

Portanto, um conjunto é constituido por
elementos, porém esse é também um conceito
primitivo, por isso nao o definimos.

A nogdo de conjunto pode ser explicada : VOCE SABIA?

intuitivamente. Vejamos alguns exemplos.

Uma teoria matemdtica é constituida por

ExemrLo 1: certo nimero de conceitos primitivos e
1. O conjunto dos municipios do por um numero de axiomas (proposi¢des
Ceara. o . .
) arbitrariamente verdadeiras). A partir

2. O conjunto dos alunos da

. . . deles, sdo introduzidos novos conceitos (os
Universidade Aberta do Brasil. (

3. 0 Conjunto dos times de futebol conceitos derivados) e novas proposigoes
Fortaleza, Ceara, Ferrovidrio e  verdadeiras (os teoremas).
Maranguape. |

4, O conjunto de todos os rios da

Terra.

O conjunto dos numeros impares.

O conjunto dos numeros reais entre 0 e 1.

O conjunto de todos os niimeros racionais cujo quadrado é 2.

O conjunto dos niimeros naturais que sao multiplos de 4.

© PN w

O conjunto dos ntimeros reais que sao solugao da equagao x*+x=0.

10. O conjunto de todas as retas de um determinado plano.

Desde que a Matematica lida principalmente com nimeros e com o espago,
os conjuntos mais frequentemente encontrados nesta ciéncia sdo os conjuntos
numéricos e as figuras geométricas (conjuntos de pontos). Destes se derivam
outros conjuntos importantes para a Matematica, como os conjuntos de fungdes,

de matrizes, etc.

1.3 CARACTERISTICAS DE UM CONJUNTO

Os conjuntos costumam ser, em geral, designados por letras maitsculas do nosso
alfabeto e os elementos dos conjuntos representados por letras mintsculas. Entretanto,
esta ndo ¢ uma regra rigida. Em Geometria, por exemplo, é comum representarmos as

retas (conjuntos de pontos) por letras mintsculas e os planos por letras do alfabeto grego.
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Além dos conceitos de conjunto e elemento, precisamos de um terceiro

ARz i

Em Matematica, ou indica o

sentido oposto ou negativo que esta

sendo atribuido a um simbolo.

GUARDE BEM 1SS0!

Conhecer um conjunto é conhecer cada
um dos objetos que pertencem a esse
conjunto, ou seja, um conjunto fica

definido pelos objetos que contém.
|

Na descrigao por extensao, os conjuntos

sdo definidos, isto ¢, apresentados por
uma listagem real de seus membros,
enquanto na descrigao por compreensao
os conjuntos sao definidos por
propriedades declaradas, isto ¢, regras
que decidem se um objeto particular é,
ou ndo, membro do conjunto.

Quando usamos abreviaturas na
descrig¢ao extensiva de um determinado
conjunto, ¢ imprescindivel que nao
restem duavidas sobre o significado

dessas abreviaturas.

Légica e conjuntos

conceito primitivo para desenvolver a chamada
teoria intuitiva dos conjuntos: o conceito de
pertinéncia. De acordo com Lima (2003, p. 1)
“Dados um conjunto A e um objeto qualquer
a (que pode até mesmo ser outro conjunto), a
Unica pergunta cabivel em relagdo a eles é: a ¢
ou nao um elemento do conjunto A?”

No caso de “a ser um elemento do conjunto
A’, dizemos que “a pertence ao conjunto A’ e
escrevemos a€A. Caso contrario, ou seja, quando
“ando é um elemento do conjunto A”, dizemos que
“a ndo pertence ao conjunto A’ e escrevemos ag A.

Existem duas formas comuns de expressar
um conjunto e a escolha de uma forma particular
de expressdo depende da conveniéncia e de
certas circunstancias, a saber:

Descri¢do por extensdo, por citagdo dos
elementos ou por enumeragdo dos elementos: quando
definimos um determinado conjunto relacionando,
citando ou enumerando seus membros. Por

exemplo, ao considerarmos o conjunto A
constituido dos nimeros 1, 3, 5, 7 € 9, escrevemos:
A=1{1,3,5709},
ou seja, com os elementos separados por virgulas
e compreendidos entre chaves. Dizemos ainda

que esta ¢ a forma tabular de um conjunto.
Descrigdo por compreensdo ou por uma

propriedade: quando definimos um conjunto

particular A por meio de uma propriedade P

caracteristica de seus elementos. Neste caso,

usamos entdo uma letra, geralmente x, para

representar um elemento arbitrario e escrevemos:
A = {x | x goza da propriedade P},

que se lé “A é o conjunto dos elementos x tal



que x goza da propriedade P”. Por exemplo, ao
considerarmos B como o conjunto de todos os
numeros pares, escrevemos: B = {x | x é par}.
Dizemos ainda que esta é a forma de construgdo
de um conjunto. Intuitivamente, a cada conjunto
corresponde uma propriedade, ou seja, algo que
caracteriza seus elementos.

Vejamos agora a descricao de alguns

conjuntos por cada uma dessas formas.

ExempLro 2:
1. A = Conjunto das vogais
Descrigdo por extensdo: A = {a, e, i, 0, u}
Descrigdo por compreensdo: A = {x |
x é vogal}
2. B = Conjunto dos numeros divisores
positivos de 36
Descrig¢do por extensdo: B = {1, 2, 3,
4,6,9,12,18, 36}
Descrigdo por compreensdo: B = {x | x
¢ divisor positivo de 36}
3. C = Conjunto das solugdes da equagao
X —x—6=0

Descrigdo por extensdo: C = {-2,3}

VOCE SABIA?

Por questdes de ordem pratica, a expressao
de um conjunto extensivamente (por
extensao) ¢ mais adequada se ele for
finito e tiver uma pequena quantidade
de elementos. Para conjuntos finitos com
uma grande quantidade de elementos ou
para conjuntos infinitos enumerdveis, a
expressao por extensao também pode ser
usada. Porém, nesses casos, precisamos
convencionar o uso de abreviaturas,
normalmente reticéncias. Escrevemos,
entdo, os elementos iniciais e colocamos
reticéncias.

No caso especifico dos

conjuntos finitos com uma grande
quantidade de elementos, ¢ necessario
também indicar o ultimo elemento. Veja

os exemplos a seguir.
|

Descrigdo por compreensdo: C = {x | x é solugdo da equagdo X —x—6=0 }

ExemrLo 3:

1. E = Conjunto dos numeros inteiros nao negativos que sao menores que 200

Descricao por extensdo: E = {0, 1, 2, ...,

200}

Descrigdo por compreensio: E = {x | x é inteiroe 0 <x <200}

2. F = Conjunto dos nimeros pares positivos

Descrigdo por extensdo: F = {2, 4, 6, ...}

Descrigdo por compreensdo: F = {x | x é nimero par positivo}

Neste toépico, revisitamos algumas nogdes bdsicas e notagdes usadas no

trabalho com conjuntos. No préximo tépico, veremos mais alguns conceitos

importantes e interessantes no trabalho com conjuntos.
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-I- ﬂ PI cu 2 Mais conceitos basicos
OBJETIVOS

. Identificar e diferenciar conjuntos finitos e conjuntos
infinitos

. Caracterizar conjuntos como vazio, unitario e universal

. Revisar as relagdes de igualdade e de inclusao

. Rever representagoes de conjuntos por meio de diagramas

. Conhecer alguns conjuntos numéricos

2.1 INTRODUCAO

este topico, retomaremos alguns

/
SA|BA MAIS! ‘ \ | conceitos bdsicos interessantes no

Quando a quantidade de elementos de estudo de conjuntos.

um conjunto finito X é n, dizemos que X
et A 2.2 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

L Grosso modo, um conjunto é finito se
consiste de um numero especifico de elementos
diferentes, isto €, se, a0 contarmos os seus diferentes membros, o processo de contagem

chega a um final. De outro modo, o conjunto ¢ infinito.

ExempLo 4:
No Exemplo 1, sdo infinitos os conjuntos dos itens 5, 6 ¢ 8 e os demais sdo
finitos. Os conjuntos do Exemplo 2 sdo todos finitos. J4 no Exemplo 3 temos o

conjunto E, que € finito e o F que ¢ infinito.

2.3 CONJUNTOS VAZIO, UNITARIO E UNIVERSAL

. Conjunto vazio ou nulo é aquele que nao contém elementos. Representamos um

conjunto vazio por { } ou pelo simbolo J. Sdo exemplos de conjuntos vazios:

ExemMprLO 5:

A = {x | x é impar e multiplo de 2}
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B:{X’X¢X}

. Conjunto unitdrio € aquele que s6 possui um elemento.
EXEMPLO 6:
C={x | 3x+1=7} = {2}
. Conjunto universal ou universo é conjunto de todos os elementos

existentes em um determinado assunto em estudo. Dependendo do
conjunto universo com que estamos trabalhando, um determinado
problema pode ter uma ou outra solugdo, ou até ndo ter solugdo.

Designaremos o conjunto universo por U.

Exempro 7:
Se procurarmos as solugdes inteiras de certa equagao, entdo o nosso conjunto

universo é Z, conjunto de todos os nlimeros inteiros.

2.4 IGUALDADE DE CONJUNTOS

DEFINICAO 1 (IGUALDADE DE CONJUNTOS)

Um conjunto A é igual a um conjunto B, A = B, se ambos tém os mesmos

elementos, isto €, se cada elemento pertencente a A pertencer também a B,
e se cada elemento pertencente a B pertencer também a A. Simbolicamente:

A = B & (Vx) (x€A < x€B).
'

ExempLro 8:

{a, b,c} = {b,a,c} = {a, b, b, ccc}

Esse exemplo ilustra, em se tratando de conjuntos, que a) uma mudancga na
ordem em que os elementos sdo descritos nao altera o conjunto, ou seja, a ordem
ndo importa; e b) a repeticao de elementos é desnecessaria.

Se A ndo ¢ igual a B, dizemos que A ¢ diferente de B e escrevemos A # B. Isso
ocorre se existe algum elemento de A que ndo ¢ elemento de B ou se existe algum
elemento de B que nao ¢é elemento de A. Ou, simbolicamente:

dx, x€eA | x¢B ou Jdx, x€B | XZA.

ExemprLO 9:
{a, b, d} # {a, b, ¢, d}

Note que todos os elementos do primeiro conjunto sido também elementos
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do segundo conjunto, mas existe um elemento do segundo conjunto que nao ¢

elemento do primeiro conjunto: o elemento c.

2.5 SUBCONJUNTOS - DEFINICOES DE TEOREMAS

DEFINIGAO 2 (RELAGAO DE INCLUSAO)

Se cada elemento do conjunto A é também um elemento do conjunto B, dizemos que A
é um subconjunto de B, ou que A estd contido em B, ou que A é parte de B e indicamos
por A C B. O simbolo C é denominado sinal de inclusdo e a relagdo A C B chama-se
relagdo de inclusdo. Simbolicamente:

A C B <& (Vx) (xeA = x€eB).

Quando A C B, escrevemos também B D A, que pode ser lido como B é
superconjunto de A ou B contém A. Escrevemos ainda A ¢ B ou B * A se A nio for
subconjunto B. Simbolicamente:

A ¢ B << (Idx) (x€A e x¢€B).

Exempro 10:
1.  {x|xéinteiro e par} C {x | x é inteiro}
2. {a,/bcz{bcd e}

=

SAIBA MAIS!

Da definigdo de igualdade de conjuntos, . ~ . .
Uma inclusio bem curiosa, cuja

percebaque A=B < ACBeBCA demonstragdo ¢é feita por vacuidade e pode ser

N
vista em Lima (2003, p. 4), é:

& < A, qualquer que seja o conjunto A.

A relagao de inclusdo goza de trés propriedades fundamentais que podem

ser vistas no teorema seguinte, em que A, B e C sdo conjuntos quaisquer.

TEOREMA 2 (PROPRIEDADES DA INCLUSAO)
D c A, qualquer que seja o conjunto A.
1. A c A (reflexividade);
2.Se ACBeBC A, entdo A = B (antissimetria);

3.Se Ac BeBcCC, entao A  C (transitividade).
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Quando B < A e B # A, dizemos que B é um subconjunto proprio de A e
podemos escrever & . Alguns autores representam “B ¢ um subconjunto de A” por

Bc A e “Béum subconjunto préprio de A" por B C A.

DEFINIGAO 3 (COMPARAGAO DE CONJUNTOS)

Dizemos que dois conjuntos A e B sdo compardveis se AC BouBC Aeque AeB

ndo sdo compardveis se AZ Be B& A.

Exempro 11:
{a, b, ¢, d} e {a, b, c} sdo comparaveis

{1, 2, 3} e {2, 3, 4} ndo sdo comparaveis

2.6 CONJUNTOS DE CONJUNTOS - DEFINICAO E TEOREMA

Ja sabemos que os objetos de um conjunto podem ser de qualquer natureza,
podendo ser inclusive conjuntos. Nos casos em que os elementos de um conjunto

sdo, eles proprios, conjuntos, definimos:

DEFINIGAO 4

Uma familia de conjuntos ou classe de conjuntos é um conjunto cujos

elementos sdo COIlj untos.

Evitamos falar em conjunto de conjuntos e, para ndo causar confusdo,

costumamos representar familias de conjuntos por letras manuscritas.

ExempLo 12:
1. Em geometria, as linhas e as curvas sdo conjuntos de pontos.
Desse modo, podemos falar em uma “familia de linhas” ou em uma
“familia de curvas” para designar os conjuntos cujos elementos sao,
respectivamente, linhas ou curvas.
2. Oconjunto I ={{2,3}, {4}, {5,6}} ¢ uma familia de conjuntos.

Teoricamente, um conjunto pode ter alguns elementos que sejam conjuntos

€ outros que ndo sejam conjuntos.

Exempro 13:
N={I, {2,3},4, {5,6}} . Neste caso, X ndo ¢ uma familia de conjuntos.

Dado um conjunto A qualquer, uma interessante familia de conjuntos
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associada a A ¢ a familia de todos os subconjuntos do conjunto A, chamada
conjunto de poténcia de A ou conjunto das partes de A e designada por 2* ou £ (A).
Simbolicamente:
P(A)= (X|XC A}
O teorema seguinte ¢ bastante conhecido e déd a relagdo entre o nimero de

elementos de um conjunto finito e o niimero de elementos de seu conjunto das partes.

o s

Se um conjunto A tem n elementos, entdo 24 tem 2° elementos.
]

ExemrLo 14:

Se A = {a, b, ¢, d}, entdo as partes de A sdo os conjuntos:

. 1 conjunto que nio contém elementos: & (lembre que & é subconjunto
de qualquer conjunto)

. 4 conjuntos contendo 1 elemento: {a}, {b}, {c}, {d}

. 6 conjuntos contendo 2 elementos: {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, c}, {b, d}, {c, d}

o 4 conjuntos contendo 3 elementos: {a, b, c}, {a, b, d}, {a, ¢, d}, {b, c, d}

. 1 conjunto contendo 4 elementos: o proprio conjunto A

Portanto, 2* = {J, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, ¢}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d},
{a, b, c}, {a,b,d}, {a, ¢, d}, {b, c,d}, A}. Note que 2* é constituido de 2* = 16 conjuntos.

REPRESENTACOES POR MEIO DE DIAGRAMAS

E usual representar um conjunto por meio de diagramas. Eles constituem um meio
simples, pratico e instrutivo de ilustrar as relagdes existentes entre conjuntos. Destacamos:
Diagramas de Venn-Euler ou, simplesmente, diagramas de Venn: representamos
um conjunto por uma area plana simples, limitada por uma curva fechada, sem auto-
intersecdo (geralmente, por um circulo ou por uma elipse). Nessa representagao, os
elementos do conjunto sao pontos interiores a drea. Elementos que ndo pertencem ao

conjunto sao representados por pontos no exterior da area.

A
Exemprro 15:
Na figura ao lado, representamos o conjunto A = {a,
b, c}. Afiguraindicaqueaae A,be A,ce Aed ¢ A.
[ )
d
ExempLO 16 Figura 8 — Diagrama de Venn-Euler

Abaixo estdo representados, em diagrama de

Venn-Euler, alguns conjuntos e relagdes entre eles.
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‘ I
Figura 9 - Diagramas de Venn-Euler B

Diagramas de linha: Se A C B, escrevemos B em nivel mais alto que A, A

Figura 10 - Diagrama

ligando-os por uma linha. Veja ilustragao ao lado (Figura 3). de Linh
€ Linha

Exemrro 17: z w
%

Sejam X = {x}, Y = {x,y}, Z={X,y, z} e W= {X, y, w}. A representagao

em linha das relagdes entre esses conjuntos pode ser vista na Figura 11: ‘

X
2.8 CONJUNTOS NUMERICOS Figura 11 - Diagrama
de Linha

Ja vimos que um dos principais objetos de estudo da Matematica sdo os
numeros. Os conjuntos numéricos sao conjuntos cujos elementos sio numeros. A
medida que se civilizava, a humanidade foi se apoderando desses modelos abstratos
que sao os numeros. Tais modelos foram introduzidos, principalmente, diante das
necessidades do homem de contar e medir. De acordo com Lima (2003, p. 25), “ntimeros
sdo entes abstratos, desenvolvidos pelo homem como modelos que permitem contar e
medir, portanto avaliar as diferentes quantidades de uma grandeza”.

Finalizamos este topico apresentando, apenas informalmente, alguns conjuntos
numéricos e sua notagdo. Para um estudo mais detalhado desses conjuntos: origens,
construgao etc., vocé podera consultar algumas das referéncias que citamos ou outras da
literatura especifica.

Destacamos:

1. Conjunto dos niimeros naturais

N={l, 2 3, ..}

Muitos autores consideram o numero 0 um numero natural. Mas esta é uma
questdo nao relevante. Na verdade, a esséncia da caracterizagdo de N estd na
palavra sucessor (LIMA, 2003).

2. Conjunto dos numeros inteiros

Zo={.,3,2-1,0123, .}

Devemos destacar que N ¢é¢o conjunto dos numeros inteiros positivos e que a
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passagem de N para Z se da pela introdugio dos numeros negativos. Portanto N c Z .
3. Conjunto dos numeros racionais
Q:{% |acZ, beZeb#0}.
Um fato interessante a respeito de nimeros racionais ¢ que todo numero racional
pode ser escrito como um numero decimal, ou seja, pode ser escrito na forma
a=a,,a,a,-a, -,

em que d, ¢ um numero inteiro e @, a,,**, d sdo numeros inteiros

e
tais que 0< a, <9, ou seja, sao algarismos do sistema de numeragao decimal, de

modo que ocorre um dos dois casos seguintes:
o o numero decimal tem uma quantidade finita de algarismos, isto ¢, é
uma decimal exata;
. o numero decimal tem uma quantidade infinita de algarismos que se
repetem, a partir de um determinado, periodicamente, isto é, ¢ uma

dizima periddica.

EXEMPLO 18:

O numero — ¢é um numero racional cuja representagao decimal é a decimal

1

exata 1,5, e o nimero — é um ndimero racional que tem como representacao decimal

a dizima periddica 0,333...
Outro fato que pode ser notado facilmente é que todo ntimero inteiro a é um

’ . . a
numero racional, pois a = 1 Logo, Zc Q.

4. Conjunto dos niumeros irracionais

E facil constatar que existem nimeros que nio sio racionais. O nimero
\/5 , por exemplo, ndo pode ser escrito como quociente de dois nimeros inteiros
e, portanto, nao ¢ racional.

O conjunto dos ntimeros cuja representacao decimal ndo ¢ uma decimal exata e
nem uma dizima periodica, ou seja, o conjunto dos numeros cuja representagao decimal
tem infinitas casas decimais que nao se repetem periodicamente, é chamado conjunto

dos ntimeros irracionais I[. Vejamos alguns exemplos de nimeros do conjunto II.

Exemprro 19:

J2 =1,4142135623...
7 =3,1415592653. ..
0,1010010001...

5. Conjunto dos numeros reais
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Eo conjunto de todos os niimeros que sao racionais ou que sao irracionais, ou seja,
R=QuTI
Temos as seguintes inclusdes: Q c R e T R.
Neste topico, ampliamos nossos conhecimentos vendo alguns conceitos
basicos relacionados ao estudo de conjuntos. Agora, estamos em condigdes de

realizar as principais operagdes com conjuntos.
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TUPI cu 3 Operacdes com conjuntos

OBJETIVOS

. Realizar operagdes com conjuntos

*  Entender propriedades algébricas das operagoes
com conjuntos

. Relacionar a linguagem dos conjuntos com a

linguagem da légica

3.1 INTRODUCAO

a aritmética, podemos somar, multiplicar ou subtrair dois niimeros quaisquer.
Na Teoria dos Conjuntos, ha trés operagdes analogas: unido, intersegdo, e
complementagdo. Neste topico, apresentaremos estas operagdes bdsicas com

conjuntos.

3.2 REUNIAO - DEFINICAO E TEOREMA

oericio s [

Dados os conjuntos A e B, a reunido (ou unido) de A e B é o conjunto, denotado

por A U B (que se [é “A unido B”), constituido de todos os elementos que
pertencem a A ou a B ou a ambos. Simbolicamente:

AUB={x|x€A ou x €B}.
C________________________________________________________________

Exempro 20:

{a, b,c} U {c,d, e} ={a, b,c, d e}

Abaixo, listamos propriedades da unido de conjuntos e sua representacao em
diagrama de Venn-Euler:

Propriedades da Unido:
1. A U A = A (idempotente)
2. AU J = A (elemento neutro)
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3. A U B =BU A (comutativa)
4. (AUB UC=AU(@BUQCQ
(associativa) GUARDE BEM I1SS0!

A demonstracio do teorema seguinte

A U B ¢é o conjunto dos elementos

pode ser encontrada na literatura bdsica de
que pertencem a pelo menos um

Teoria dos Conjuntos. Faga-a como exercicio. .
dos conjuntos A ou B (podendo

evidentemente pertencer aos dois).

TEUREMA 4

Quaisquer que sejam os conjuntos A e B valem:
l.AC(AUB) e BC (AUB)

2.Se A C B, entdio A U B = B. . N .
I — Figura 12 - Unido de conjuntos

3.3 INTERSECAO - DEFINICAO E TEOREMA

DEFINIGAO 6

Dados os conjuntos A e B, a interse¢do de A e B é o conjunto, denotado por A N

A sl

B (que se lé “A interse¢do B”), constituido de todos os elementos que pertencem
ao mesmo tempo a A e a B. Simbolicamente:

ANB={x|xeA e xeB}.

Exemrro 21:
{a, b,c} N {b,c,d, e} = {b, c}

Abaixo  listamos  propriedades da A N B ¢ o conjunto dos elementos

GUARDE BEM 1SS0!

interse¢do de conjuntos e sua representagao em que pertencem simultaneamente aos

diagrama de Venn-Euler. conjuntos A e B.
Propriedades da Intersegao: I
1. A N A = A (idempotente)
2. A NU = U (elemento neutro)

3. A N B=BN A (comutativa)
4. (ANB)NC=AN (BN C)(associativa)

A demonstragao do teorema seguinte também pode ser encontrada na literatura basica

de Teoria dos Conjuntos. Faga-a como exercicio.
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reoens s [

Quaisquer que sejam os conjuntos A e B valem:
.ANB)jcAe (ANB)CB

2.Se AC B, entio AN B =A. Figura 13 - Intersegdo de conjuntos
. ___________________________________________________|

Quando A e B nao tém elementos em comum, ou seja, quando A N B = O,
dizemos que A e B sdo disjuntos.
Existem algumas propriedades que relacionam as operagdes de unido e
intersecao, a saber:
Propriedades que relacionam a unido e a interseg¢do:
1. AUANB=A
2. AN(AUB)=A
3. AU (BNC) = (AUB) N (A U () (distributiva da unido em relagao a
intersegao)
4. AN (BUC)=(ANB)U (AN C) (distributiva da intersecao em relagido
a uniao)
A relagdo entre a linguagem dos conjuntos e a linguagem da l6gica ¢ natural.

De acordo com Lima (2003, p. 15):

[...] as operagdes A U B e A M B entre conjuntos constituem a contrapartida

o

matemdtica dos conectivos légicos “ou” e “e”. Assim, quando o conjunto

A ¢ formado pelos elementos que gozam da propriedade P e B pelos que
gozam da propriedade Q entdo a propriedade que define o conjunto A U B

¢ “P ou Q” e o conjunto A N B ¢ definido pela propriedade “P e Q”.

3.4 DIFERENCA E COMPLEMENTACAO - DEFINICAO E TEOREMA

oersio 7 [

Dados os conjuntos A e B, a diferenc¢a dos conjuntos A e B (ou, complemento

de Bem A) é o conjunto, denotado por A — B (que se 1€ “A diferenga B” ou “A
menos B”), constituido de todos os elementos que pertencem a A, mas nao
pertencem a B. Simbolicamente:

A-B={x|x€A e x¢B.
|
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ExemprLo 22:

{a, b, c,d} —{c, d, e f} = {a, b}

GUARDE BEM 1SS0!

Quando B C A, adiferenca A—Béchamada
A — B € o conjunto dos elementos que
também o complementar de B em relacdo a
sdo elementos do conjunto A, mas nao
A e é denotada por C 4B . O complementar de
sdo elementos do conjunto B.
um dado conjunto A em relagdo a um conjunto

universo U fixo é definido abaixo:

DEFINIGI\O 8

Fixado um conjunto universo U e dado um conjunto A (subconjunto de U),
complementar de A é o conjunto, denotado por A (que se lé “complementar
de A”), constituido de todos os elementos de U que ndo pertencem a A.
Simbolicamente:

A={x|xeUexegA}.
e
ExempLo 23:

Sejam U = {1, 2,3,4,5,6,7} e A= {1, 3,5, 7}. Entao A° = {2, 4, 6}
Seja P={xeN|x é par}. Entio, CNP = {x e N| x é impar}
O conjunto A® costuma ser representado também por A ou por A' .

Abaixo, listamos propriedades da diferenca e da complementagdo de

conjuntos e suas representagdes em diagrama de Venn-Euler.

Propriedades da Diferenca e da Complementagao:
1. ¢,BNB=QeC,BUB=A

2. C,LA=JdeC,B=A

3. c,.(C,B)=B

4, c,(BNCc)=c,BUC,C

5.  C,(BUC)=C,BNC,C ‘ A
6. AUA=Ue ANA =D

7. U'=@ed°=U

8. (A=A Figura 14 - Diferenca de conjuntos

9. A—B=AN B

10. Se A C B, entdo B C A

A demonstragdo do teorema seguinte, como as anteriores, pode ser

encontrada na literatura basica de Teoria dos Conjuntos. Faga-a como exercicio.
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TEOREMA 6

Quaisquer que sejam os conjuntos A e B valem:

1.(A-B)cA

2. Os conjuntos A — B, A N B e B— A sdo mutuamente disjuntos.

3.5 PRODUTO CARTESIANO - DEFINICAO

Para definir o produto cartesiano de

1
SA|BA MA|SI conjuntos, precisamos antes saber o que é um

par ordenado. De acordo com Lima (2003, p. 78),

O par ordenado p= (x, y) € “um par ordenado p = (x, y) ¢ formado por
diferente do conjunto {x, y} , pois um objeto x, chamado a primeira coordenada de
{x, y} = {y, x} sempre, enquanto p € um objeto y, chamado a segunda coordenada
(x, y) = (y, x) s6 ¢é verdadeira de p”.

quando x =y . E facil perceber que dois pares ordenados

] — - PP ;
P = (x, y) eqg= (u, V) sao 1guais se, € somente
se, eles tiverem a mesma primeira coordenada e

a mesma segunda coordenada, isto é, quando x =u e y=v.

DEFINICAO 9

Chama-se produto cartesiano de dois conjuntos A e B, o conjunto, denotado por

A X B (que selé “A cartesiano B” ou “produto cartesiano de A por B”), formado
por todos os pares ordenados (x, y), cuja primeira coordenada x pertence a A e
cuja segunda coordenada y pertence a B. Simbolicamente:

AXB={(xy)|x€A e xeB}.

Exemrro 24:
Sejam A = {a, b, ¢} e B = {1, 2}. Entao:
AXB={@a1),(a2),(b1),(b2),(c1),(c2)}
BXx A={(1,a)(2a) (1, b) (2 b)(Lc),(2c)}

Quando A ou B for o conjunto AxXA={@aa)(ab)@c)(ba)bb)bol
vazio, temos A x J, & x B e a) (¢, b) (c, o)}
D x D. B x B={(1,1),(2),(21),(22)}
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Nesta aula, vimos nogdes basicas sobre
conjuntos. Essas nogdes sdo essenciais, pois
constituem uma importante ferramenta que
vocé poderd aplicar em todo o seu curso.
Na préxima aula, retomaremos os tdépicos

proprios da légica.

>

|

L\ A
SAIBA MAIS

Voce pode aprofundar seus
conhecimentos consultando as
referéncias que citamos e/ou visitando
paginas da internet. Abaixo listamos
alguns links interessantes que podem
ajuda-lo nessa pesquisa:
http://www.math.ist.utl.pt/~jmatos/
Itc/Itc.pdf
www2.dm.ufscar.br/~sampaio/

itc2004cap2.pdf
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Implicacoes, equivaléncias,
AU I_A 5 afirmacoes e demonstracoes

Olal Chegamos a nossa quinta aula. Vocé ja conhece um pouco da linguagem da

Logica e dos Conjuntos e sabe, inclusive, realizar certas operacdes. Sabe, ainda
que é possivel, natural e Util, relacionar essas linguagens.

Nesta aula, vocé tera a oportunidade de conhecer duas importantes relagoes entre
proposicoes: a implicacao logica e a equivaléncia légica. Veremos que esses dois
conceitos desempenham um papel fundamental nas afirmacdes matematicas.
Apresentaremos ainda os significados dos principais termos utilizados em uma
teoria axiomatica e os principais tipos de demonstracao usados para validar
logicamente certas afirmacdes da Matematica. Entdo, maos a obra e bons estudos!

Objetivos

e Conhecer as relagdes de implicacao logica e de equivaléncia logica
e Diferenciar os principais tipos de afirmacdes na Matematica

e Analisar e saber usar os diferentes tipos de demonstracdes

e Construir algumas demonstracoes
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TO PI GU -l Implicagoes logicas

. Entender quando uma proposi¢ao implica outra

. Conhecer as propriedades das implicagdes

1.1 INTRODUCAO - DEFINICOES

este tépico, apresentaremos a relacdo de implicagdo. A compreensao
desse conceito serd fundamental para estudarmos, em tépicos futuros,
certos tipos de afirmagdes e demonstragdes que se apresentam na

Matematica. Antes, porém, vejamos alguns conceitos introdutorios.

oercio 1 [

Duas proposigoes sao ditas independentes quando, em suas tabelas-verdade, ocorrem

todas as quatro alternativas VV, VE, FV e FF. Do contrario, ou seja, quando nas tabelas-

verdade de duas proposigdes nao ocorre pelo menos uma das quatro alternativas VV, VE,

FV e FE, dizemos que elas sdo dependentes. Quando duas proposi¢des sio dependentes,

dizemos ainda que existe uma relagao entre elas.
__________________________________________________________________________________________________________|
Exemrpro 1:

As proposigdes ~ p e p <> q sdo independentes, como pode ser observado

em suas tabelas verdades.

Pl 9| ~P P<q
vV | v F \%
vV | F F F
F |V \% F
F | F \% v
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Note que ocorrem as quatro alternativas: VV ocorre na linha 4, VF ocorre na

linha 3, FV ocorre na linha 1 e FF ocorre na linha 2.

Exempro 2:
As proposicdes p e g — p sdo dependentes, como pode ser observado em

suas tabelas verdades.

1 p 9q q>p
~ Vv Vv \%
SAIBA MAIS! vl E v
Uma relagdo entre proposi¢des em F v F
que ndo ocorre exatamente uma F F v

das alternativas VV, VF, FV, FF ¢é Note que ocorre a alternativa VV nas linhas 1

dita uma relagao simples, enquanto e 2, FV na linha 4 e FF na linha 3, mas nao ocorre a

uma relagdo em que nao ocorrem alternativa VFE. Portanto, existe uma relagio entre as

exatamente duas das alternativas é proposicdes p e q — p.

dita uma relagdo composta. Note que a relagdo do Exemplo 2 é uma

relagdo simples. Estamos agora em condigdes de

introduzir os conceitos de implicacdo e de equivaléncia.

| oericio 2 [N

Dizemos que uma proposi¢ao P implica

(ou implica logicamente) uma proposicao

GUARDE BEM 1SS0!

Q, e representaremos por P:>Q,

P=Q quando nio ocorre P e quando, em suas tabelas-verdade, nao
Q com valores légicos simultaneos ocorre VF (nessa ordem) numa mesma
respectivamente V e F. linha.  Equivalentemente, P= Q
. _______________________________________________________| quando Q é verdadeira (V) todas as vezes

que P for verdadeira (V).

Exempro 3:
Observe as tabelas-verdade das proposi¢des p A q e p <> q. Note que, sempre

que p A q € verdadeira (V), p <> q ¢ também verdadeira (V).
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P | 9 PAq P9
V|V % %
V| F F F
F |V F F
F | F F %

Portanto, ndo  ocorre a  alternativa VF  (nessa  ordem)
nas tabelas-verdade de p A q e p <> q. Logo, p A q implica

p <> q ou, simbolicamente, p A q = p <> q.

1.2 TEOREMA E COROLARIO

O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre a implicagdo logica e certa

proposicao condicional. Sua demonstragao pode ser vista em Alencar Filho (2002, p. 52):

oo |

A proposi¢do P implica a proposi¢ao

VOCE SABIA?

Q, isto é, P= Q se, € somente se, a

condicional P — Q ¢ uma tautologia.
I Toda propesicao implica ima tautologia,
e somente uma contradi¢do implica uma

Portanto, toda implicagdo corresponde contradigio.

a uma condicional tautoldgica, e vice-versa.
Mediante o Principio da Substitui¢do visto no

Teorema 2 da Aula 3, uma consequéncia deste teorema é o seguinte coroldrio:

BUL[\HIU 1

Sejam Py> P25 - -> Py proposigdes simples dadas.

GUARDE BEM 1SS0!

Se P(P1 s Drsees Pn) = Q(p1 5 [Dy9000g pn) Podemos substituir as proposigdes
, entdo temos também simples componentes em uma implicagao
P(pl', p; Hooog p,',) = Q(pll, p; 50000 p;) por outras proposi¢des quaisquer que
quaisquer que sejam as proposi¢des simples ou ainda teremos uma implicagao.

! ! ’
|
compostas DisDPrs--s Py

Vejamos mais alguns exemplos nos exercicios seguintes.
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ExErcicrio ResorLvipo 1:

Usando tabela-verdade, prove que p A q = p Vv q.

SoLucAo:

Vamos construir a tabela-verdade da condicional p A g —>p v q:

Pl 9 PAg PV PAg—>pVY
\ \ \% \% \'%
\ F F \% \%
F \ F \% \%
F F F EF \%

Portanto, a condicional p A q = p Vv q é tautolégica, pois, na ultima coluna de
sua tabela-verdade, ocorre somente o valor 16gico V. Logo, pelo Teorema 1, a proposigao

p A qimplica p v q ou, simbolicamente, pAq = pV q.

EXERCICIO RESOLVIDO 2:
Verifique, usando tabela-verdade, se a proposi¢do p <> ~ q implica, ou nio,

a proposi¢ao ~ p = ~ q.

SoLucAo:

Vamos construir a tabela-verdade da condicional (p <> ~ q) = (~p = ~ q):

P 9 | ~pP|~q|pe~q|~P>~q po~q9>(~p>~q)
V|V F F F \% \%
V F F V V V V
F V V F V F F
F F Vv V F V V

Portanto, a condicional (p <> ~ q) = (~ p = ~ q) ndo é tautoldgica, pois,

na ultima coluna de sua tabela-verdade, ocorre o valor légico F. Logo, pelo Teorema
1, a proposigao p <> ~ q nao implica ~ p = ~ q ou, simbolicamente, p <> ~ q
% ~p—>~q

Os simbolos 16gicos “ —" e “=>" ndo possuem o mesmo significado légico.
De acordo com Daghlian (1995, p. 47), é importante:

Nao confundir os simbolos — e =>, pois, enquanto o primeiro representa
uma operagdo entre proposi¢oes dando origem a uma nova proposi¢do, o

segundo indica apenas uma relagao entre duas proposigdes dadas.
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E facil notar que a relagdo de implicagao
goza das propriedades:

Reflexiva: P= P;

Transitiva: Se P=> 0 e Q= R, entio
P=R.

Associada a implicagio P => Q (P implica
Q) esta a implicagdo ~ Q =~ P (a negagdo de Q
implica a negagdo de P).

Vale ressaltar que muitas afirmagdes
(resultados) na Matematica sdo apresentadas na
forma:

H (Hipotese) = T (Tese) .

A demonstracdo de tais afirmagdes
consiste em: supondo-se que a hipdtese seja
verdadeira, deve-se provar que a tese ¢
verdadeira.

Nesses casos, € em muitas outras situagdes,
¢ muito comum substituir a implicagio P = Q
por ~(Q =>~ P, a fim de tornar seu significado
mais claro ou manejavel.

Agora que vocé ja sabe o que € uma
implicagdo loégica, passemos a definicao de

equivaléncia logica.

/

L\ A
SAIBA MAIS

A implicagio ~ Q =>~ P diz a mesma
coisa que a implicagdo P=0, ou
seja, a implicagio ~ Q0 =~P nada
mais ¢ do que a implicagio P = Q
dita com outras palavras, ou vista de um
angulo diferente. Portanto,

P=0

se, e somente se,

GUARDE BEM 1SS0!

E muito importante compreender que
P=Q¢~ O=>~P s afirmagdes
equivalentes e que essa equivaléncia ¢

a base das demonstragdes por absurdo.
I ——
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TU PI CU 2 Equivaléncias logicas

OBJETIVOS
. Entender quando duas proposig¢des sdo equivalentes

*  Conhecer as propriedades das equivaléncias

2.1 INTRODUCAO - DEFINICAO

Neste topico, apresentaremos a relacdo de equivaléncia. Assim como o conceito
de implicacdo, esse ¢ um conceito fundamental para compreendermos certos tipos de

afirmagdes e demonstragdes que se apresentam na Matematica.

oersio s [

Dizemos que uma proposi¢do P ¢é equivalente (ou logicamente equivalente) a uma
proposigido Q, e representaremos por P <> (0, quando, em suas tabelas-verdade, nio
ocorrem VF nem FV em uma mesma linha. Equivalentemente, P <> (0 quando as

tabelas-verdade de P e Q sao idénticas.
]

Exemrpro 4:
As proposigdes ~ ~ P e P sdo equivalentes, ou seja, toda afirmacdo ¢
equivalente a sua dupla negagdo. De fato, basta verificar que as tabelas-verdade de

~ ~ P e de P sdo idénticas:

P | ~P ~~P
\Y F \%
F |V F

Portanto, simbolicamente, temos ~ ~ P <> P, chamada Regra da Dupla

Negacgdo.
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ExempLO 5:
As proposi¢des p —> ¢ € ~ pV g sao equivalentes, ou seja, uma bicondicional é
equivalente a disjungdo da negagao do antecedente com o seu consequente. Simbolicamente,

representamos (p — q) < (~ pV q) . Das tabelas-verdade de p —> ¢ e ~ p Vv q , temos:

P | a|~p P9 ~pPVvg
V|V | F % %
V| F | F F F
Fl Vv ] vV v v
F | F |V \ \

Note que as tabelas-verdade de p — ¢ e ~ p Vv g sdo idénticas.

2.2 TEOREMA E COROLARIO

O teorema seguinte estabelece uma relagdo entre a equivaléncia logica e certa

proposigao bicondicional. Sua demonstragao pode ser vista em Alencar Filho (2002, p. 52)

_rcoreus 2 [

A proposigdo P implica a proposi¢do Q, isto é, P Q se, € somente se, a

condicional P <> () é uma tautologia.

Portanto, toda equivaléncia corresponde a uma bicondicional tautolégica, e
vice-versa. Mediante o Principio da Substitui¢do visto no Teorema 2 da Aula 3, uma

consequéncia deste teorema ¢ o seguinte coroldrio:

BUL[\RIU 4

SEFT P> P2seos Py GUARDE BEM I1SSO!
proposicoes simples dadas. Se
Podemos substituir as proposigdes simples
P(pi, pys--s ) < QP Pos---5 P,)
N ; componentes em uma equivaléncia por
, entao temos também

outras proposi¢des quaisquer que ainda

P(p,p5,.... ))<= O(pl, D5y D)

. . L. . teremos uma equivaléncia.
quaisquer que sejam as proposigoes 51mples

]
ou Compostas Py, Pys---» Py -

Vejamos mais alguns exemplos nos exercicios seguintes.
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EXERCICIO RESOLVIDO 3:
Usando a tabela-verdade, mostre a chamada Regra de Absor¢do: p—>pAq < p—>q.
SoLucAo:

Vamos construir a tabela-verdade da bicondicional (p = p A q) <> (p — q):

P | q pAq p—>pAq p—>q (p=>pArg < (p—9)
vV | v % % % %
V | F F F F %
F | vV F % Y% %
F F F % % %

Portanto, a bicondicional (p — p A q) <> (p — q) € tautoldgica, pois, na tltima
coluna de sua tabela-verdade, ocorre somente o valor l6gico V. Logo, pelo Teorema 2, as
proposigdes p — p A q € p — q sdo equivalentes, ou seja, ocorre p—>p Aq < p—> Q.
EXERCiCIO RESOLVIDO 4:

Verifique, usando a tabela-verdade, que a proposi¢ao p <> q é equivalente
a conjungao das duas condicionais p —> q € q — p, ou seja, mostre que p <> q
e (p = q) A (q — p) sdo equivalentes.

SoLucAo:

Vamos construir as tabelas-verdade das proposi¢des p <> qe(p—> q) A(q = p):

Pl 9 | P29 | 9g=>p p<q (p—~>9) A(Q—>p)
V|V % % % %
V| F F % F F
F |V % F F F
F| F % % Y% Y%

Portanto, as tabelas-verdade de p <>

qge(p —> q A (qQ = p) sao idénticas. Logo,

as proposigdes p <> qe (p > q) A (qQ = p)

’”

Os simbolos logicos “>” e “<= " nao sdo equivalentes. Simbolicamente, temos:
possuem o mesmo significado ldgico.

Portanto, cuidado para nado confundi- peoq e (p>ar@—>p)

los. Enquanto o primeiro representa E facil notar que a relagdo de equivaléncia

uma operagao entre proposi¢ées dando goza das propriedades:

origem a uma nova proposi¢ao, a

bicondicional, o segundo indica apenas Reflexiva: P < P;

uma relagdo entre duas proposigdes Simétrica: Se P<> Q, entio Q < P;

dadas, ivaléncia. .. ~
adas, a eqitivaiencia Transitiva: Se P<> Q0 e Q< R, entio

P R.
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A exemplo do que vimos para implicagdo, destacamos também que existe
um grande numero de afirmagdes (resultados) na Matematica que sdo apresentadas
na forma:

A< B.

A demonstracdo de tais afirmag¢des consiste em demonstrar as duas
implicagdes:

A= B e B=A.

Voltemos agora a condicional P — (). Associadas a ela existem algumas
outras proposi¢des condicionais correlacionadas que tém papel fundamental
na comunicagdo em Matemdtica. Vejamos na proxima definicdo quais sdo essas

condicionais e, no teorema seguinte, como elas estdo relacionadas.

2.3 DEFINICAO

DEFINI(}[\U 4

Sdo proposigdes associadas a condicional P — () as seguintes proposi¢des

condicionais contendo P e Q:

1. Q = P: proposigio reciproca de P — Q;

2. ~ P >~ Q: proposi¢do contraria de P — Q;

3. ~Q —~ P: proposigio contrapositiva de P — Q.

ExEmPLO 6:
Dadas as proposigoes:
P: A e B sdo angulos opostos pelo vértice.
Q: A e B sdo angulos de medidas iguais.
Considere a condicional P — Q , que em linguagem corrente é:
“Se A e B sdo angulos opostos pelo vértice, entdo A e B sao angulos de medidas
iguais”.
Logo, as proposicdes reciproca, contréria e contrapositiva associadasa P — O sdo
—  Reciproca: Q — P, que é “se A e B sdo angulos de medidas iguais,
entdo A e B sdo angulos opostos pelo vértice”.
—  Contraria: ~ P =~ (), que é “se A e B nio sdo angulos opostos pelo
vértice, entdo A e B sdo angulos de medidas diferentes”.

—  Contrapositiva: ~Q —~ P, que é “se A e B sdo angulos de medidas

diferentes, entdo A e B ndo sdo angulos opostos pelo vértice”.
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Analisando a construgao dessas proposigdes, ¢ facil concluir que a proposicao
P — Q e sua contrapositiva ~Q —~ P sio ambas verdadeiras (V) e que a
reciproca = P e a contraria ~ P -~ (Q de P — Q sdo ambas falsas (F).

As conclusdes feitas no Exemplo 6 sdo verdades validas de modo
geral. Mais precisamente, analisando as tabelas-verdade de uma condicional

P — O e de suas trés proposi¢des associadas:

P Q ~ P ~Q P—>Q Q—>P ~P—>~Q ~Q—>~P
Vv Vv F F V V V V
\% F F V F V V F
F V V F V F F V
F F Vv Vv V Vv V V

¢ possivel concluir que (cf. ALENCAR FILHO, 2002)
— A condicional P—Q e a sua contrapositiva ~Q —>~ P sdo
equivalentes ou, simbolicamente:
P> ~0—->~P
—  Areciproca Q = P ea contraria ~ P =~ () da condicional P — Q
sdo equivalentes ou, simbolicamente:
O—->Ps ~P-o>~0.
Essas tabelas mostram também que a

condicional e a sua reciproca ou a sua contrdria

nao sao equivalentes.

VOCE SABIA?

Neste topico, vimos o que ¢ uma equivaléncia

logica e sua importancia para a Matemdtica. No
1. A contréria ~ P —>~Q de P— Q

é também chamada inversa de P — Q.

proximo topico, teremos a oportunidade de aplicar

os conhecimentos adquiridos, neste tépico e no

2. A contrapositiva de P—>Q ¢ a ) . .
anterior, no estudo dos tipos de demonstragdes.

contraria da reciproca de P— Q , sendo

também chamada de contra-reciproca.

3. P> Q ¢ dita direta em relagao as suas

proposigoes associadas.
. ____________________________________________________|
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A Tipos de afirmacoes na
T PI matematica

OBJETIVOS

*  Conhecer os significados dos principais tipos de
afirmag¢des na Matematica

. Diferenciar os principais tipos de afirmagdes na

Matematica

3.1 INTRODUCAO

oda a Matematica estd baseada em afirmag¢des, algumas das quais
necessitam de uma comprovagao légica de seu resultado. Essas afirmagoes
recebem denominagdes especificas que sdo conceitos primitivos, definigoes,

axiomas, postulados, teoremas, proposicoes, coroldrios e lemas.
Neste topico, estudaremos os significados desses tipos de afirmagdes da Matematica.
Esse conhecimento é fundamental, pois as proposigdes e as afirmagdes dentro da Matematica
exercem um papel central, sendo muito comum introduzirmos novas proposicdes e afirmagdes

(e, portanto, tratar de novos temas e/ou teorias) a partir de proposigdes e afirmagdes ja existentes.

3.2 0 METODO AXIOMATICO

Os principios basicos da Matematica (fundamentos da Matematica), ou seja, os modos
como a ela se estrutura, é objeto de estudo da filosofia da Matemdtica, que busca ainda
caracterizar e explicar o estado presente da evolugao da Matematica, justificando-o criticamente
(COSTA, 2008). So trés as correntes principais: logicismo, intuicionismo e formalismo.

Todas essas teorias contribuiram para a evolug¢do da Matematica, sendo
marcadas por uma renovacao de ideias que sdo utilizadas até hoje. O logicismo
foi fundado por Bertrand Russell (1872-1970) e por Gottlob Frege (1848-1925)
e estabelece que “a Matemadtica reduz-se a logica”. O intuicionismo é a teoria
estabelecida por Brouwer (1881-1966) e procura demonstrar que “o saber matematico

escapa a toda e qualquer caracterizagdo simbdlica e se forma em etapas sucessivas
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que nao podem ser conhecidas de antemao”. O criador e principal representante
do formalismo foi o alemao David Hilbert (1862-1943), um dos maiores matematicos
contemporaneos. O formalismo nasceu das conquistas alcangadas pelo chamado
“método axiomatico”.

O método axiomdtico encontra aplicagdo praticamente em toda a Matemdtica,

constituindo-se, hoje, na técnica basica desta ciéncia. De acordo com Costa (2008, p. 33):

Para se estudar uma teoria pelo método axiomatico, procede-se assim: escolhe-
se certo numero de nogdes e de proposi¢des primitivas, suficientes para
sobre elas edificar a teoria, aceitando-se outras idéias ou outras proposigdes
s6 mediante, respectivamente, definicdes e demonstragdes; obtém-se, dessa
maneira, uma axiomatica material da teoria dada; deixam-se de lado os
significados intuitivos dos conceitos primitivos, considerando-os como termos
caracterizados implicitamente pelas proposi¢des primitivas. Procuram-se, entao,
as conseqiiéncias do sistema obtido, sem preocupagdo com a natureza ou com o
significado inicial desses termos ou das relagdes entre eles existentes. Estrutura-

se, assim, o que se denomina uma axiomatica abstrata.

O método axiomdtico é de grande importancia e, ha muito tempo, vem sendo

praticado na Matematica. Euclides (325 a.C-265 a.C.), por exemplo, em seu livro
Os Elementos, aplica o método no desenvolvimento da geometria.Em sua exposigao
sistemdtica da geometria, Euclides parte de determinadas nogdes tidas como claras
(ponto, reta, etc.) e de certas proposi¢des admitidas sem demonstragao (por exemplo:
“dois pontos distintos definem uma reta”). Na teoria de Euclides, as proposi¢des sdo de
dois tipos: os axiomas, que sdo enunciados evidentes comuns a todas as ciéncias, como
i“" 7 . b 4 . .

o todo ¢ igual a soma de suas partes”; e os postulados, que exprimem propriedades
estritamente geométricas (algumas vezes, ndo tao evidentes quanto os axiomas), como
i“" z 3 ”

por um ponto dado fora de uma reta, passa no maximo uma paralela a essa reta”.

Atualmente, ndo se faz distingao entre axiomas e postulados. Costa (2008, p. 44) afirma que

As proposi¢des que nao se demonstram se chamam proposi¢des primitivas, ndo
sendo necessario nem conveniente classifica-las em axiomas e em postulados.
Na realidade, hoje, as palavras “axioma” e “postulado” sdo sinénimas e

significam proposig¢des primitivas.

Com a evolugdo da Matemdtica, o método axiomatico tornou-se cada vez
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mais rigoroso, chegando a um alto grau de perfeigao logica nas ultimas décadas do
século passado, com as contribui¢des de Pasch, Peano, Pieri, entre outros.

Nas teorias axiomaticas, existem apenas duas categorias de enunciados: as proposicoes
primitivas, que sdo proposigdes aceitas sem demonstragao (ndo havendo preocupagao se
sao evidentes ou ndo); e as proposicdes demonstradas (teoremas, proposigdes, coroldrios e
lemas) por meio de raciocinios logicamente corretos, a partir dos postulados. O esquema

seguinte (Figura 15) d4 uma ideia da estruturagao de uma teoria axiomatica.

Conceitos Primitivos
Axiomas

Teoremas/Lemas

Corolarios

Figura 15 - Esquema da estrutura do método axiomatico

O método axiomatico constitui um 6timo instrumento de trabalho e de pesquisa
para a Matematica e, por meio dele, foram alcangados grandes avangos em 4lgebra,
em topologia e em outros ramos da Matematica. A seguir, procuramos relacionar e
explicitar o significado dos principais termos utilizados no método axiomatico.

Conceitos Primitivos ou Entes Primitivos: palavras (ou conjuntos de palavras)
reservadas aceitas sem a necessidade de defini¢do. Em geral, sdo termos bem intuitivos e
de facil aceitacdo, cujos significados ficarao formalmente mais evidentes com o seu uso.
O exemplo classico ¢ o “ponto”. Nao definimos o que é um ponto, apenas o aceitamos.

Definigdes: conceitos dados em fungao de termos considerados previamente
conhecidos. Consiste numa reserva de palavras. Por exemplo: “um segmento
de reta ¢ uma parte ou porgao de uma reta limitada por dois pontos”. Aqui sao
considerados conhecidos os termos ponto, reta, parte, dentre outros.

Axiomas e/ou Postulados: proposi¢des evidentes por si mesmas e aceitas sem
demonstragao (ou seja, tidas como verdadeiras). Em geral, tratam das relagdes entre os termos
reservados, determinando como devem se comportar ou estabelecendo propriedades. Sao
exemplos: “o todo ¢ igual a soma de suas partes” e “dois pontos distintos definem uma reta”.

Teoremas: proposicoes que podem ser demonstradas. Atualmente,
costumamos deixar o termo “teorema’ apenas para certas afirmagdes que podem ser
provadas e que sao de grande importancia. Esse termo foi introduzido por Euclides,
em sua obra Os Elementos, e, no grego, significava originalmente “espetaculo” ou

“festa”. Para ser aceito como logicamente verdadeiro, um teorema precisa de uma
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demonstragao ou prova. Em geral, o enunciado de um teorema é composto de duas
partes distintas: hipdteses (conjunto de condigdes aceitas como verdadeiras), e tese

(verdade logica que deve ser provada). Vejamos um exemplo: “se dois angulos sao

opostos pelo vértice, entdo sdo congruentes”.

Corolarios: proposi¢des que sdo consequéncias diretas ou imediatas dos

teoremas. Sao também demonstraveis, mas, em geral, suas demonstragdes sao bem

mais simples que a dos teoremas, sendo muitas vezes omitidas.

Lemas: proposi¢des auxiliares para as demonstragdes dos teoremas. Podemos

dizer que um lema é uma espécie de “pré-teorema”.

Para fixar melhor, vamos apresentar o teorema seguinte com propriedades

basicas da negagado, da conjungao e da disjungao.

_reores s [

Se p, q e r sdo proposi¢des quaisquer, t ¢ uma tautologia e ¢ ¢ uma contradigao, entao:

L~(~p)<=p
2.pAp & p

3.pAQ & qAD

4. (pAqQAr < pA(qQAT)
5.pAt<S pe pAc < C
6.pvp & p

7.pVq < qVvp
8.(pvqVvr < pv(qVr)
9.pvt<>tepvec=rp
10.pA(QVr) < (pAQ)V(pAT)

Il.pv(@ar) < (pvaa(pVvr)

12.pA(pvqg) < p
13.pv(pAagq) <= p
14. ~(pAq) <& ~pV~q
15.~(pvqg) < ~pA~q

(dupla negagao)
(idempotente da conjungao)
(comutativa da conjungao)
(associativa da conjungao)
(identidades da conjungao)
(idempotente da disjuncao)
(comutativa da disjungao)
(associativa da disjungao)
(identidades da disjuncao)
(distributiva da conjuncdo em
relagdo a disjuncao)
(distributiva da disjungao em
relagdo a conjungao)

(regra de absor¢ao)

regra de absorgao)

(
(regra de De Morgan)
(regra de De Morgan)

Demonstracao: as demonstragdes destas propriedades podem ser feitas com

o auxilio de tabelas-verdade e serdo deixadas como exercicios para vocé.
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TOPICO 4

4.1 INTRODUCAO

este topico, faremos uma abordagem
sobre como se fazem as demonstragdes
na Matemadtica. Como vimos no
topico anterior, hd vérios tipos de afirmagdes na
Matematica. Essas afirmagdes, tais como teoremas,
corolarios e lemas, necessitam ser demonstradas,
ou seja, precisam ser confirmadas a luz do
raciocinio 16gico da drea em que estdo inseridas.
E dessa forma que, desde os tempos de Euclides, a
Matemadtica formula as suas teorias.

Sabemos que um teorema é uma afirmacao
declarativa sobre Matematica, para a qual existe
uma prova ou demonstragdo. Mas, afinal, o que ¢é
uma demonstragdo?

A piada a seguir ilustra bem essa busca

da verdade pelos matemadticos: “um engenheiro,

um fisico e um matematico estio fazendo um

Tipos de demonstracoes
na matematica

OBJETIVO

Conhecer e usar diferentes tipos de demonstragdes

VOCE SABIA?

Nas ciéncias, a verdade surge da
experimentacdo. Na lei, a verdade ¢
avaliada por um julgamento e decidida
por um juiz e/ou juri. Em Matematica,
temos a demonstragdo ou prova, espécie
de dissertacdo que comprova de maneira
irrefutavel a veracidade de uma dada
afirmagdo. Na Matematica, dizer que
uma afirmagdo ¢é verdadeira significa
dizer que ela é absolutamente verdadeira,
sem exce¢do. Uma afirmagao que ndo é

absolutamente verdadeira nesse sentido é

chamada falsa.
|

passeio de trem pela Escocia e observam umas ovelhas negras em uma colina.

- Olhe, diz o engenheiro, as ovelhas nesta parte da Escocia sdo negras!

- Na verdade, responde o fisico, vocé ndo deve tirar conclusdes precipitadas.

TOPICO 4
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Tudo o que podemos dizer é que, nesta parte da Escocia, ha algumas ovelhas negras.

- Bem, ao menos de um lado, diz o matematico.

E com esse espirito que um matematico costuma desempenhar uma de suas
atividades prediletas: demonstrar afirmagoes.

Pensando em afirmagdes demonstraveis, podemos dizer que uma
demonstragdo ¢ uma espécie de raciocinio que permite concluir ou estabelecer
uma tese, supondo compreendidas as condigdes dadas nas hipdteses. O esquema

seguinte (Figura 16) ilustra como se da esse processo.

Hipotese

Conjunto de todas
as informacdesiniciais.

v
Demonstracao

Conjunto de raciocinios e deducdes
tomados a partir da hipétese
ou de resultados pertinentes.
v
Tese

Resultado o qual se quer chegar
obtido da demonstracao.

Figura 16 - Esquema do processo de demonstragao

4.2 TTPOS DE DEMONSTRACOES

Existem vdrias formas de se fazer demonstragdes, entre as quais se destacam:

Demonstragdes Diretas ou Dedutivas: utilizam-se das informagdes contidas nas
hipéteses e/ou de outras afirmagdes pertinentes e sao obtidas por meio de uma sequéncia
logica coerente de raciocinios. Dito de outro modo, o método dedutivo para demonstrar
um teorema do tipo P = O consiste em deduzir que Q é verdadeira, assumindo que a
proposigdo P ¢ verdadeira e utilizando equivaléncias légicas e fatos pré-estabelecidos. A
demonstragio direta ¢ o tipo de demonstracao mais comum na Matematica.

Demonstragdes por Contraposigdo: consistem na utilizagdo da equivaléncia
logica P — Q & ~ O =~ P . Mostrarmos o teorema P = (, utilizando o método
de demonstragdo direta para provar que ~ Q) =~ P . Esse tipo de demonstragio
¢ também muito utilizado na Matemadtica, uma vez que, para muitas afirmagdes, é
mais facil demonstrar sua contrapositiva.

Demonstragdes por Redugao ao Absurdo ou por Contradigdes ou Indiretas:

consistem na utilizagdo da equivaléncia logica P—>Q < (PA~Q)—>~P.
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Mostrarmos o teorema P => (), indicando que
(PA~Q)— ~ P. Isso resulta em um absurdo,
uma vez que P é verdadeira e concluimos que ~ P
também ¢ verdadeira, resultando que PA~ P
Isso é evidentemente

é também verdadeira.

uma contradi¢do. Portanto, estrategicamente,
a demonstragdo por redugdo ao absurdo, ou
simplesmente demonstragdo por absurdo, ¢
baseada na negacgdo logica da tese e consequente
contradicdo da hipétese. Esse tipo de demonstragao
¢ considerada por alguns autores uma “jéia do
raciocinio dedutivo”, sendo uma das mais sutis e
grandes “armas” da Matemdtica.

Demonstracio por Indugdo: técnica
de demonstragdo que consiste em, partindo
de certas observagdes particulares, obter
conclusdes mais gerais. Demonstragdes por
indugdo sdo também bastante comuns dentro
da Matematica. A indugdo por enumeragdo é o
tipo mais simples de demonstragdo por indugao.
Nela, uma conclusao sobre todos os elementos
de uma classe ¢ obtida de premissas que se
referem a elementos particulares dessa classe.
Destacamos o Principio da Indu¢do Matemadtica,
utilizado para demonstrar proposicdes que

dependem dos nuimeros inteiros.

SAIBA MAIS

Ha varios livros na internet sobre logica

e demonstragdes matematicas. Vocé pode

consulta-los para continuar estudando e

complementando seus conhecimentos.

Recomendamos que vocé veja um video

que se encontra no site do Instituto de

Matematica Pura e Aplicada (IMPA):

http://strato.impa.br/capem_jul2004.

html. Ele trata de indugao com o saudoso

Professor Augusto Cesar Morgado.

Abaixo, listamos mais algumas paginas

que poderao ajudé-lo. Bons estudos!

1. http://pucrs.campus2.
br/~annes/inflog.html

2. http://www.pucsp.
br/~logica/

3. http://wwmat.mat.fc.ul.
pt/~jnsilva/logica97/
logica97.html

4. http://rogesantana.vilabol.
uol.com.br/modulo_1/

Logosl.htm#roge05

Durante todo o seu curso, vocé tera varias oportunidades de ver e resolver

cada um desses tipos de demonstragoes.

Nesta aula, vimos as relagdes de implicagdo e de equivaléncia légica e os

principais tipos de afirmagdes e de demonstragdes usadas na Matematica. Na

proxima aula, trataremos de sentengas abertas e de quantificadores.

Existem indmeras demonstragdoes diretas na Matematica. Nos exercicios,

proporemos que o aluno faga algumas delas. Ele deverd pesquisar nos livros de

Matemdtica as demonstragdes que ja viu e verificar de que tipo de demonstracao se trata.
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Sentencas abertas
AU I-A 6 e quantificadores

Esta é a nossa Ultima aula. Nela trataremos de dois temas que estao bem presentes

nas afirmacdes e demonstracbes da Matematica, fazendo mesmo parte da
linguagem e da notagédo comumente utilizadas nesta area: as sentencas abertas e
0s quantificadores.

Sentencas abertas e quantificadores séo elementos da chamada Ldégica de
Primeira Ordem (LPO) ou Célculo de Predicados de Primeira Ordem (CPPO). A LPO
€ um sistema logico que generaliza a l6gica que estudamos até aqui — a Logica
Proposicional ou Calculo Proposicional. Veremos que é possivel operar na LPO
da mesma forma que na Logica Proposicional. As sentencas abertas funcionam
como operandos na LPO e os quantificadores sao operadores especiais que
transformam sentencas abertas em proposicdes. Entéo, anime-se e vamaos iniciar
o trabalho!

Objetivos

e Conhecer sentencas abertas

e Determinar o conjunto-verdade de sentencas abertas

e Conhecer operacdes de quantificacdo e quantificadores

e Determinar o valor l6gico de sentencas abertas quantificadas
e Construir algumas demonstracoes
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A Sentencas abertas com
T PI 1 uma variavel

OBJETIVOS
*  Definir sentengas abertas com uma variavel
. Determinar conjuntos-verdade de sentencas abertas

*  Construir sentengas abertas

1.1 INTRODUCAO

té aqui, temos tratado da Loégica Proposicional (ou Calculo
Proposicional), cujo elemento central sdo as proposigdes. Sabemos que
as proposigdes sdo sentengas para as quais é possivel estabelecer um
valor légico (verdade ou falsidade) e que elas podem ser relacionadas por meio de
operagdes logicas definidas pelos conectivos légicos.
Introduzindo novos simbolos na linguagem do Calculo Proposicional,
é possivel tratar de sentengas mais gerais e complexas. E o que faz a Logica de
Primeira Ordem (ou o Calculo de Predicados de Primeira Ordem). Além de ser
dotada de uma linguagem mais rica, a LPO tem vdrias aplicagdes importantes para
a Matematica e para outras areas, especialmente para as Ciéncias Exatas.
Nesta nova linguagem, além dos conectivos do cdlculo proposicional e dos
parénteses, teremos novos simbolos: varidveis, constantes, simbolos de fungoes
proposicionais (sentengas abertas), quantificadores e termos.

Vamos iniciar considerando as seguintes sentengas ou expressoes:

Exemrro 1:

p: \/E >3

q: x> -3x=0

E facil perceber que a sentenca p é uma proposicao cujo valor légico é V(p) =
V. J4 a sentenga g carece de valor logico, ou seja, ndo ¢ possivel atribuir um valor

légico a q. Portanto, g ndo é uma proposigao. Para sermos mais precisos, devemos
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dizer que o valor légico de g sera conhecido apenas quando x for identificado, ou
seja, V(q) sera conhecido para cada atribuig¢ao de valor a x, podendo ser verdadeira

ou falsa, dependendo de tal atribuigao. Por exemplo:
—  Para x=0 ou x =3, g sera uma proposigdo verdadeira, isto é, V(q) = V.
—  Para x#0 e x #3, g serda uma proposigio falsa, isto ¢, V(q) = F.

Esse exemplo deixa claro que existem sentengas para as quais nao temos como

decidir se assumem valor légico verdadeiro ou falso. Vejamos mais alguns exemplos:

ExEmrLO 2:
1. x> =7x+10=0.

2. Ela é aluna do curso de Matematica.

3. Ele e ela formam um lindo casal.

Ao trabalharmos com sentencas

Novamente aqui ndo temos como dizer o

abertas, deve sempre estar claro .-
valor légico dessas sentengas, a menos que os

uem s3ao as variaveis e quais os . .
q q objetos desconhecidos em cada uma delas, a

universos de cada variavel. saber, “x” em (1), “cla” em (2) ¢ “cle” ¢ “cla”
|
em (3) sejam identificados.

Sentengas como essas do Exemplo 2 sao denominadas de fungdes proposicionais,
proposigdes abertas ou sentengas abertas. Os objetos desconhecidos nas sentengas
abertas sdo chamados varidveis e os elementos que uma variavel de uma sentenga
aberta pode assumir, transformando-a em uma proposi¢ao, formam o que chamamos
de universo de discurso (ou simplesmente universo), que sera denotado por U.

A seguir, definimos de modo mais formal sentenca aberta com uma varidvel.

Posteriormente, estenderemos essa definigao para sentengas abertas com duas ou mais varidveis.

1.2 SENTENCA ABERTA COM UMA VARIAVEL - DEFINICOES

oercio 1 [

Dado um conjunto A, uma sentenga aberta com uma variavel em um conjunto

A ou simplesmente uma sentenca aberta em A ¢ uma expressao P(x) tal que P(a)
€ uma proposicao (verdadeira ou falsa) para todo elemento a€ A. O conjunto
A ¢é chamado de conjunto-universo ou apenas universo ou ainda dominio da

variavel x e um elemento qualquer a € A ¢ chamado de valor da variavel x.
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Uma sentenca aberta com uma variavel
em A é também chamada fungdo proposicional
com uma varidvel em A ou simplesmente funcdo
proposicional em A ou ainda condigdo em A.

Quando, abertas,

nas  sentencas

substituimos as varidveis por constantes,
estamos fazendo o que chamamos de uma
interpretagdo ou instanciagdo da sentenca.
Assim,“3% —7.3+10=0" éuma interpretagao de
“x?=7x+10=0" pela substituigdo de x por 3.
“Sara ¢ aluna do curso de Matematica” é
uma instanciagcdo de “Ela é aluna do curso de
Matematica” pela substituigdo de ela por Sara.
Bssas interpretagdes sdo proposigdes, cujo
valor 16gico é V ou F. No primeiro caso, ela é F.
Quando, em uma sentenga aberta P(x)
em A, temos que P(a) é verdadeira (V) para a
€ A, dizemos que a satisfaz ou verifica P(x).

Definimos:

Uma sentenga aberta P(x) em A torna-se

uma proposi¢ao sempre que a variavel

X é substituida por um elemento a € A.

I ——
\

VOCE SABIA?

"

Em uma sentenca aberta, as variaveis

representam nao  estao

identificados

objetos  que

no universo considerado
(“alguém”, “algo”, etc.) e os valores das
varidveis (também chamados constantes)
representam objetos identificados do universo

(“José”, “o ponto A’, etc.).
I ——

oerinsio 2 [

Conjunto-verdade de uma sentenga aberta P(x) em A, denotado por Vp,

€ o conjunto de todos elementos a€ A que satisfazem (verificam) P(x), ou

seja, € o conjunto de todos elementos a€ A tais que P(a) ¢ uma proposigao

verdadeira. Simbolicamente,

Vp={alac AN P(a)éV}.

De um modo mais simples, o conjunto-
verdade de uma sentenca aberta P(x) em A é
dado por:

Vp={a|lae AA P(a)} ou ainda por
Vp={acA|P(a)}.

GUARDE BEM 1SS0!

O conjunto-verdade de uma sentenca

aberta P(x) em A ¢é sempre um

subconjunto de A, ou seja, VP c 4.
|
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Exempro 3:

Seja N={l, 2, 3, ...} o conjunto dos numeros naturais. As seguintes
expressdes sdo sentengas abertas com uma varidvel em N :

1. P(x): 2x+1<12

2.Qx): 2* = x?

3. R(x): x é divisor de 10

4. S(x): x é quadrado perfeito

Os conjuntos-verdade dessas sentengas abertas sdo respectivamente:

1. Vp={aeN|2a+1<12} ={1,2,3,4,5}

2. Vp={aeN|2"=a’}={2,4}

3. Vp ={aeN]a édivisor de 10} ={1, 2, 5,10}

4. Vg ={a € N|a é quadrado perfeito} ={1,4,9, ...} = {a2 coma € N}

Vejamos mais alguns exemplos de sentencgas abertas interessantes, cujos

conjuntos-verdade tém certas peculiaridades:

Exgercicio rResorLvipo 1:

Determine o conjunto-verdade de cada uma das seguintes sentengas abertas
com uma variavel:

1. P(x): X*>=2em Z (conjunto dos inteiros)

2. Q(x): X*+320em R (conjunto dos reais)

SoLucAo:

Sabemos que ndo existe numero inteiro x cujo quadrado seja igual a 2 (na
verdade, os inicos nimeros cujo quadrado € igual a 2 sdo —\/5 e \/5 que nao sao
inteiros). Desde que o quadrado de um numero real qualquer é maior ou igual a 0,
sua soma com 3 é também maior ou igual a 0. Portanto, temos:

L Vp={ael|a’=2}=@ ¢ 2.Vy={acR|a®+320}=R

O Exemplo 3 e o Exercicio resolvido 1 mostram que sdo possiveis trés casos
para uma sentenga aberta P(x) em A:

—  Nenhum x € 4 satisfaz P(x), isto é, Vp = J . Neste caso, dizemos que

P(x) ¢ uma condi¢do impossivel ou uma propriedade impossivel em A.

—  Alguns (mas ndo todos) x € A satisfazem P(x), isto é, D#Vp G A4 (

Vp é um subconjunto préprio de A). Neste caso, P(x) é dita ser uma
condig¢do possivel ou uma propriedade possivel em A.
—  Todo x € A4 satisfaz P(x), isto ¢, Vp = A . Dizemos, entdo, que P(x) é

uma condig¢do universal ou uma propriedade universal em A.
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A condigdo P(x): =2 ¢ impossivel
em Z
resolvido 1, Vp =), mas é possivel em R (
Vp = (2,42} ). A condigdo Q(x): x+5>2
¢ universal em N, possivel em Z e impossivel
em 4={-50,-40,-30,-20,-10}.

Neste tépico, vimos o que sdo sentengas

(conforme vimos no Exercicio

abertas com uma varidvel e determinamos os
conjuntos-verdade de algumas delas. No topico
seguinte, estenderemos esses conceitos para

sentencas abertas com vdrias variaveis.

SAIBA MAIS

O dominio de wuma condigio ¢
determinante para decidir se ela ¢é
universal, possivel ou impossivel. Mais
precisamente, uma mesma condigdo
pode ser, por exemplo, possivel em um
dominio e impossivel em outro.
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A Sentencas abertas com mais
de uma variavel

OBJETIVOS
*  Definir sentengas abertas com mais de uma variavel
Determinar conjuntos-verdade de sentengas abertas

e Construir sentengas abertas

2.1 INTRODUCAO - DEFINICOES

Nas defini¢des seguintes, estendemos os conceitos de sentenga aberta e de

conjunto-verdade de uma sentenga aberta para sentencas com mais de uma variavel.

| sermsio s NN

Dados dois conjuntos A e B, uma sentenca

Uma sentenca aberta P(x, y) em AX aberta com duas varidveis em AxB ou

B torna-se uma proposi¢do sempre simplesmente uma sentenca aberta em AxB
que as variaveis X e y sao substituidas, é uma expresséo P(X, y) tal que P(a, b) é uma
reSpeCtiVamente, pOr elementos a EA © proposn;ﬁo (Verdadelra ou fa_lsa) para todo
beB (isto ¢, (a, b) € AXB). par ordenado (a, b) € AxB.

DEFINI[}[\U 4

Conjunto-verdade de uma sentenga aberta P(x, y) em AXB, denotado por
V., é o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) € AXB que satisfazem
(verificam) P(x, y), ou seja, é o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) € A
X B tais que P(a, b) é uma proposi¢do verdadeira. Simbolicamente,
Vp=1{(a,b)|ac AnbeB A P(a,b)éV}.

-
De um modo mais simples, o conjunto-verdade de uma sentenca aberta
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P(x, y) em AX B ¢ dado por:
Vp={(a,b)lac AnbeB A P(a,b)}
ou ainda por Vp ={(a,b)e AxB|P(a,b)}.

GUARDE BEM 1SS0!

O conjunto-verdade de uma sentenca
Exempro 4: aberta P(x, y) em AXB é sempre

Sejam 0s Conjuntos um subconjunto de AXB, ou seja,
A={-2, -1,0,1, 2} e B={l, 4, 9}. As Vp < AxB.
seguintes expressdes sa0 sentengas abertas com i  —
duas varidveis em Ax B:
1. P(x): x+y=5
2. Q(x): X = y
3. R(x): x é divisor y
4. 8(x): 3x+y=0
Observe que o par ordenado (2, 4) € AX B, por exemplo, satisfaz as sentengas
abertas P(x), Q(x) e R(x), mas ndo satisfaz S(x). Portanto, temos que
(2,4) ev,, (2,4) IS VQ , (2,4) eV e (2,4) els.
Por curiosidade, considerando o Exemplo 3: quantos sdo os pares ordenados de A
X B? Quais sao eles? Quais sao todos os pares todos os pares que satisfazem P(x)? O
par (1, 9) satisfaz Q(x)? Ele satisfaz R(x)? Algum dos pares satisfaz S(x)? No exercicio

seguinte, respondemos a alguns destes questionamentos.

EXERCICIO RESOLVIDO 2:

Determine o conjunto-verdade de cada uma das sentengas abertas do

Exemplo 3.

SorucAo:

O produto cartesiano A X B ¢ constituido de 5X 3 = 15 pares ordenados, a saber:
(2,1, (=2,4), (=2,9), (LD, (=1, 4), (=1,9), (0,1), (0,4), (0,9),
11, 4,4), 1,9, 2,1, (2,4), (2,9)}.

Os conjuntos-verdade das sentencas abertas dadas sao respectivamente:
LV, ={(a,b)€ AXBla+b>5}={(—2,9),(—19),(0,9), (L 4),(1,9), (2 4), (2, 9)}
2.V, ={(a,b)e AXB|a’ =b}={(—2,4), (-1 1),(1,1),(2 4)}
3.V, ={(a,b)€ Ax B|a @divisor de b} = {(-2,4), (-1,1), (-1,4), (-1,9), (1,1),
(1.4) (1.9), (2.4)}
4.V, ={(a, b)) AXB|3a+b=0}=0
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Uma sentenga aberta P(X1' Koy ooc xn)
em A XA X .. XA torna-se uma
proposigao sempre que as varidveis
X, X, ..., € X sdo substituidas,
respectivamente, por elementos a,

€A, a,e AZ, ..,ea € An (isto ¢é,

(@,a, ..., a)€AXAX .. xXA)

oerncios [

Dados n conjuntos Al, AZ, o) An uma
sentenga aberta com n varidveis em A
XA X .. XA ou simplesmente uma
sentenga aberta em A XA X ... XA €
uma expressao P(x, x, ..., x )tal que P(a,,
a,, ..., a ) € uma proposicao (verdadeira ou
falsa) para toda n-upla ordenada (al, a, .,
a)e A XA X .. xA.

DEFINIG[\UG

Conjunto-verdade de uma sentenca aberta P(x, x,, ..., X ) em A XA X ... XA,

denotado por ¥V, é o conjunto de todas as n-uplas ordenadas (a, a,, ..., a) € A,

XA X ... XA que satisfazem (verificam) P(x,, x,, ..., X ), ou seja, € o conjunto de

todas as n-uplas ordenadas (a, a,, ...,a ) € A XA X ... XA taisqueP(a, a, ..., a)

¢ uma proposigao verdadeira. Simbolicamente,

vV, ={(a,, ay, ..., a,)|a, €A Na, €A, N ...\ a, €A, ANP(a,, a,, ..., a,) OV}.

GUARDE BEM ISS0!

O conjunto-verdade de uma sentenca

aberta P(x, X, .., X) em A XA X

2/

><An ¢ sempre um subconjunto

de A1><A2>< .. XA, ou seja,
n

Vp c (4 xAyx ... x4,).

ExEMPLO 5:

De um modo mais simples, o conjunto-
verdade de uma sentenga aberta P(x, x,, ..., x)
em A XA X .. XA ¢dado por:

V,={(a,, a,, ..., a,)|a, €A Na, €A N ...\
a, €A, NP(a, a,, ..., a,)}
ou ainda por

V, ={(a,, a,, ..., a,) E(A XA, X ... XA)

| P(a,, a,, ..., a,)}

Seja N={1, 2, 3, ...} o conjunto dos nimeros naturais. A expressio

P(x): x+2y+3z<10

¢ uma sentenca aberta com trés variaveis em NxNxN:

Observe que a tripla ordenada (1, 1, 1) € NxNxN satisfaz P(x), pois
1+2-1+3:1<10 é verdade (V). Por outro lado, a tripla ordenada (1, 2, 3) €
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NxNxN nio satisfaz P(x), pois 1+2-2+3-3<10 ¢ falsa (F). O conjunto-
verdade da sentencga aberta P(x) é:

Vp ={(x,y,2z) e NxNxN|x+2y+3z<10}

={(1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,3,1), (2,1,1), (2,1,2), (2,2,1), (3,1,1), (3,2,1)}.

Finalizamos este topico com a seguinte observacdo vista em Alencar Filho
(2002, p. 161):

Em Matemdtica, as equagodes e as inequagdes sdo sentencas abertas que
exprimem relagdo de igualdade e desigualdade, respectivamente, entre duas
expressdes com varidveis. Mas, o conceito de sentenga aberta é muito mais amplo
que o de equagdo ou inequagao; assim, “x divide y”, “x é primo com y”, “x é filho
de y”, etc., sdo sentengas abertas, sem serem equagdes nem inequagdes.

Neste tépico, tratamos das sentengas abertas com mais de uma varidvel,

determinando seus conjuntos-verdade. No proximo tépico, veremos como operar

com sentencas abertas.
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TOPICO 3

|

SAIBA MAIS!

Dados dois numeros inteiros a
e b, dizemos que “a divide b” e
denotamos por a | b se existir um

numero inteiro n tal que b = a'n.

Operando com sentencas
abertas

OBJETIVOS

Conhecer as opera¢des com sentengas abertas
Construir sentengas abertas

Determinar conjuntos-verdade de sentengas abertas

3.1 INTRODUCAO

s sentencas abertas podem também

combinar-se do mesmo modo que

as proposi¢des se combinam, por
meio dos conectivos logicos, formando novas
sentencas abertas. Como exemplo, vamos
considerar as seguintes sentengas abertas com
uma varidvel em N:

p(x):4 | x (4 divide ), g(x): x < 20.

Podemos ligar as sentengas abertas p(x) e q(x) pelo conectivo A (“€”) e obter uma

nova sentenga abertaem N :

pxX)Ag(x):4|x A x<20

que sera satisfeita por todos (e somente por eles) os valores a € N que

satisfazem simultaneamente as duas sentengas abertas p(x) e g(x). A exemplo

do que foi feito para proposig¢des, ¢ natural chamar essa nova sentenga aberta

p(x) Aq(x) de conjungdo das sentengas abertas p(x) e g(x).

De modo similar, podemos

os conectivos Vv (“ou”), ~ (“nao’

definir operagdes com sentengas abertas usando

), = (“se ... entdo”) e > (“se, e somente se,”).

Assim, dadas as sentengas abertas p(x) e g(x) em A, temos:

—  Conjungdo de p(x) e g(x) ¢ a sentenca aberta p(x)Ag(x) em
A, satisfeita pelos valores a € 4 (e somente por eles) que satisfazem

simultaneamente p(x) e g(x).
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—  Disjungao de p(x) e q(x) ¢é a sentenca aberta p(x)V q(x) em A,
satisfeita pelos valores @ € A (e somente por eles) que satisfazem a
pelo menos uma das sentengas p(x) e q(x).

—  Negagdo de p(x) éasentenga ~ p(Xx) em A, satisfeita pelos valores
a € A (e somente por eles) que nao satisfazem p(x).

—  Condicional de p(x) e g(x) é a sentenga aberta p(x) — ¢g(x) em
A, que s6 nao ¢ satisfeita pelos valores a € A que satisfazem p(x) ,
mas nao satisfazem ¢(x).

—  Bicondicional de p(x) e q(x) ¢é a sentenca aberta p(x) <> g(x) em

A, que ¢é satisfeita pelos valores a € 4 (e somente por eles) que satisfazem
simultaneamente p(x) e ¢g(Xx) ou que simultaneamente nio satisfazem
p(x) e q(x).

Do modo como foram definidas, sendo Vp o conjunto-verdade de p(x) e Vq 0
conjunto-verdade de g(x), os conjuntos-verdade dessas novas sentencas abertas serao
L Vg =V, ¥V, =tacd| pla)}n{aec d|q(a)}.

2. Vg =V, OV, ={ae Al p(a)} via e 4| q(a)}.
3.V, =CyV,=Cy{aec 4| p(a)}.

4.V, o=V =V, OV, =C,V, OV, =Cylac A| p(a);j uiae A|q(a)]
5- Vposg =Vipsang—p) =Vpsg Wanp =(Cy VOV )N(C, TV, OV)

=(Cylacd|pla)yiaedlq(a)))N(lae 4| p(a); W Cylae A q(a)}).

Note que a primeira igualdade em (4) e em (5) seguem das equivaléncias

p>qs~pvg e peorqge(p—o>g9)n(@—p).

ExemPLO 6:

Seja N={l, 2, 3, ...} o conjunto dos nimeros naturais. Consideremos as
sentengas abertas em N :

p(x):x+1>8, g(x):x>=5x+6=0 e r(x):x édivisor de 3.

Atribuindo o valor 1 € N a variavel x, teremos que as sentengas abertas p(x),
q(x) e r(x) se tornardo proposi¢des cujos valores l6gicos serdo, respectivamente, F,
FeV,isto ¢, V(p(1))=F V(q(l))=Fe V(r(l)) =V. Dito de outro modo, o valor
l1e N satisfaz a sentenga aberta r(x), mas ndo satisfaz p(x) nem g(x). Portanto,
segue que o valor le N:

a) ndo satisfaz a conjuncdo p(x)Aq(x), istoe, 1V,

b) nao satisfaz a disjuncao p(x)v q(x), isto ¢, 1&V, .
¢) ndo satisfaz a conjuncdo p(x) Ar(x),isto¢, 1V,

d) satisfaz a disjuncao p(x)vr(x), isto ¢, 1€V, ;
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e) satisfaz a negagdo ~ p(x), isto ¢, 1€ VNP;
f) ndo satisfaz a negagdo ~r(x), isto ¢, 1¢V_,;

g) satisfaz a condicional g(x) — r(x),isto ¢, 1€ Visr

h) ndo satisfaz a condicional r(x) > ¢(x),isto ¢, 1€V, ;

i) satisfaz a bicondicional p(x) <> g(x), isto ¢, 1€V, ;

nao satisfaz a bicondicional p(x) <> r(x), isto ¢, 1V, .

)
j)
EXERCICIO RESOLVIDO 2:
Consideremos as sentencgas abertas em N ={I, 2, 3, ...}:
p(x):x+1<7, c](x):x2 —14x+45=0 e r(x):x édivisor de 12.

Determine o conjunto-verdade das seguintes sentengas abertas:

1. p(x)Ar(x) 2. q(x)vr(x)

3. ~ p(x) 4. p(x) > r(x)

5. q(x) © r(x) 6. ~ p(x) v (q(x) A7(x))
SoLucAo:

Observe inicialmente que x+1<7 <> x<6, que as raizes da equagdo
x* —14x+45=0 sio5¢9 (verifique!) e que os divisores positivos de 12 sdo 1, 2,
3,4, 6 e 12. Portanto, os conjuntos-verdade das sentengas abertas p(x), g(x) e r(x)
sdo respectivamente:
V,=1{12345},V,=1{59 eV, ={1,234,6 12}.
Determinemos agora os conjuntos-verdade das sentengas abertas dadas.
Temos:
LV =V, nVo=1{1,2345N{1,234612} = {1,2,3,4}
Vour =V, OV, =1{5,91 U {1,2,3,4,6,12} = {1,2,3,4,5,6,9, 12}
VNP =Cy Vp =Cyi{l,2,3,4,5}=N-{1,2,3,4,5} =1{6,7,8, ...}
Vp_w =Cy Vp ulV.=Cx{l1,2,3,4,5}U{l1,2,3,4,6,12} = N-{5}
Vaese =(Cy Vy OV,) A (Cy ¥, OV,)
=(Cn1{5,91U{1,2,3,4,6, 12} )N ({5,9} uCx{l,2,3,4,6,12})
=(N-{5,9})n(N-{1,2,3,4,6,12})=N-{1,2,3,4,5,6,9, 12}
6. V_puigrry =Vop OV gnr =Cn V, OV, N,)
= Cyil,2,3,4,5} U({5,9: " {1,2,3,4,6,12})
=(N-{L,2,3,4,5} v =0

De modo similar, poderiamos, usando os conectivos légicos, definir essas

voA W N

mesmas operagdes com sentengas abertas com mais de uma variavel. Assim, para as

102 ‘ Légica e conjuntos




sentengas abertas com n varidveis p(X,,X,,...,X,) e q(x,,X,,...,X,), terlamos

as sentengas abertas compostas:

p(x,..,x)Aq(X,,...X,)
p(x,....x,)vq(x,...x,)
~ p(X;,...,%,)
p(x,....x,) > q(x,,...x,)
p(x,....x,) <> q(x,,...x,)

Neste topico, vimos as principais opera¢des com sentengas abertas e
determinamos os conjuntos-verdade das novas sentengas abertas obtidas. No

proximo tépico, estudaremos as operagdes de quantificagao.
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TU PI cu 4 Quantificadores

*  Conhecer as operagdes de quantificagao
. Conhecer os quantificadores universal e existencial
*  Determinar o valor légico de sentengas abertas quan-

tificadas

4.1 INTRODUCAO

o0s topicos anteriores, vimos que uma forma bem simples de transformar
uma sentenga aberta em uma proposi¢do. Neste topico, veremos outra
forma bem interessante de transformar sentencas abertas em proposigoes.
Podemos construir proposicoes (isto ¢, sentengas que podem assumir valor

légico verdadeiro ou falso) a partir de uma dada sentenga aberta P, de duas maneiras:
—  atribuindo valores do dominio as varidveis de P, isto ¢, substituindo as
varidveis de P por elementos do dominio das varidveis.
—  quantificando as variaveis de P, usando os quantificadores universal (
V) e existencial (3).

4.2 QUANTIFICADOR UNIVERSAL (V)

Seja A um conjunto ndo vazio (4 # ) e p(x) uma sentenga aberta em A
tal que Vp = A4, isto ¢, p(x) é uma condig¢do universal. Neste caso, podemos dizer
(Alencar Filho, 2002):

1. “Para todo elemento x de A, p(x) é verdadeira (V)".

2. “Qualquer que seja o elemento x de A, p(x) é verdadeira (V)”.

Ou, dito de modo mais simples:

3. “Para todo x de A, p(x)”.

4. “Qualquer que seja x de A, p(x)”.

Simbolicamente, denotamos estas duas afirmagdes (ambas iguais), escrevendo:

(Vxe A)(p(x)) ou Vxed,p(x) ou Vxed:p(x).
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Por questdes de simplicidade, desde que nao haja duvidas quanto ao
dominio, podemos omiti-lo e escrever:
(VX)(p(x)) ou Vx, p(x) ou Vx:p(x).
Portanto, o simbolo V', chamado quantificador universal define a operagdo
— denomida quantificagdo universal — que transforma a sentenga aberta p(x) em uma
proposigao que é verdadeira (V) quando p(x) é uma condigdo universal (Vp = A)efalsa
(F) quando p(x) ndo ¢ uma condi¢do universal (Vp # A). Tal proposigao é denotada por

(Vx € A)(p(x)) elida “para todo x de A, p(x)” ou “qualquer que seja x de A, p(x)”.

Exempro 7:

A proposicio (VneN)n+4>3), na qual N={l, 2,3, ...} ¢ o
conjunto dos numeros naturais, é¢ verdadeira (V), pois a sentenga aberta que a
define p(n): n+4 >3 ¢ uma condigdo universal em N (¥, =N). Ja a proposicao
(Vne N)(n+2>8) ¢ falsa (F), pois a condigdo g(n): n+2>8 ¢é possivel e nio
universal em N (¥, = {7, g, 9,...} #=N).

4.3 QUANTIFICADOR EXISTENCIAL (El )

Seja A um conjunto ndo vazio (A4 # (J) e p(x) uma sentenga aberta em A
tal que Vp #J, isto é, p(x) é uma condigdo possivel. Neste caso, podemos dizer
(Alencar Filho, 2002):

1. “Existe pelo menos um elemento x de A tal que p(x) é verdadeira (V)”.

2. “Para algum elemento x de A, p(x) é verdadeira (V).

Ou, dito de modo mais simples:

3. “Existe x de A tal que p(x)”.

4. “Para algum x de A, p(x)”.

Simbolicamente, denotamos estas duas afirmagdes (que dizem a mesma coisa)
escrevendo:

GxeA(p(x))c ou Txed p(x) ou Txed:px).

Por questdes de simplicidade, desde que ndo haja duvidas quanto ao
dominio, podemos omiti-lo e escrever:

(@x)(p(x)) ou 3x, p(x) ou 3dx: p(x). Portanto, o simbolo
3, chamado quantificador existencial define a operagdo, denomida quantificagdo
existencial, que transforma a sentenga aberta p(x) em uma proposi¢ao que é verdadeira
(V) quando p(x) é uma condigao possivel (Vp # (J) e falsa (F) quando p(x) é uma
condigao impossivel (V, = (). Tal proposigdo ¢ denotada por (Ix € A)(p(x)) e

’”

lida “existe x de A tal que p(x)” ou “para algum x de A, p(x)
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Exempro 8:

A proposigao (3ne N)(n+4<7),naqual N={1, 2, 3, ...} éo conjunto dos
numeros naturais, é verdadeira (V), pois a sentenga aberta que a define p(n): n+4 <7 ¢é
possivelem N (¥, = {1, 2} # (J). Por outro lado, a proposi¢io (In € N)(n+6 < 4)
¢ falsa (F), pois a condigao g(n): n+6 <4 ¢ impossivelem N (V, =)

4.4 QUANTIFICADOR DE EXISTENCIA E UNICIDADE (El | )

Quando existe e é unico o elemento no conjunto universo A que satisfaz a
sentenga aberta p(X), ou seja, que torna p(X) uma proposigdo verdadeira (V),
denotamos essa proposicdo por (3 |xe€ 4)( p(x)), lida “existe um tnico x de A tal

que p(x)” ou “existe um x de A e um s6 tal que p(x)”.

ExempLO 9:
GUARDE BEM ISSO! Sdo verdadeiras as proposigdes:
(3| xeN)(x* =4)
As seguintes implicagdes ocorrem: (3 | xeN ) J<x<] )

@|x € Apx)) = (3x € A)p(x)) e

Finalizaremos este topico dizendo que a
(Vx € A)(p(x)) = (3x € A)(p(x))

negacdo transforma o quantificador universal

As implicagdes contrarias nao ocorrem.

em quantificador existencial e vice-versa, ou
]

seja, transforma o quantificador existencial em
quantificador universal. Estas sdo as chamada segundas regras de De Morgan e,

simbolicamente, dizem:

1.~ [(Vx e A)(p(x))] = (3x € A)(~ p(x)).
5. ~[Bx e A(p(x)] = (Vxe A)(~ p(x)).

Desde que nao haja duvidas quanto ao dominio, podemos omiti-lo e escrever

simplesmente:

1.~ [(VX)(p(x)] = 30)(~ p(x) .

2. ~[Ex)(p(F)] = (Vx)(~ p(*)-

Vejamos alguns exemplos extraidos de Daghlian (1995, p. 94-95):

ExERcic10 RESOLVIDO 3:

Negar a sentenga Todos os pescadores sdo mentirosos.
SoLucAo:

A sentenga é uma proposigao do tipo:

Vx, p(x)
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Sua negagao é equivalente a:
~(Vx, p(x)) < 3x, ~ p(x)
Portanto, sua negagao € a proposigdo:
Existe pescador que ndo é mentiroso.
Ou, dito em outras palavras:

Algum pescador ndo é mentiroso.

ExERrcicio RESOLVIDO 4:

Negar a sentenga Alguns alunos sdo estudiosos.

SorucAo:
A sentencga ¢ uma proposi¢ao do tipo:

Ax, p(x))
Sua negagdo é equivalente a:
~(@x, p(x)) & Vx, ~ p(x)
Portanto, sua negagao € a proposigdo:
Todos os alunos ndo sdo estudiosos.
Ou, dito em outras palavras:

Qualquer que seja o aluno, ele ndo é estudioso.

EXERCICIO RESOLVIDO 5:

Negar a sentenga Vx, x—12=5.

SorucAo:
~(Vx, x-1>25 < 3Jx, x-1<5.

EXERCICIO RESOLVIDO 6:

Negar a sentenga Jx, X =15x#0.

SoLucAo:
~3x, ¥ =15x20) o Vx, ~(* =15x20)
o YV, ~(~ (=) v(x#0))
o Vr, ~(~(E=))A~(x#0)
o Vx, (P =DA(x=0)

Aqui usamos a equivaléncia conhecida: p >g <& ~pvgqg.

AULA G ‘ TOPICO 4 ‘ 107




108

Na Matemadtica, muitas vezes, temos de mostrar que uma proposi¢ado do tipo

“Para todo x de A, p(x)”, isto ¢,

(Vx e A(px))

¢ falsa (F). Da equivaléncia

~[(Vx e A(p(x)] = Fx € A)(~ p(x)),

uma forma de fazer isso é mostrar que

(Fx € A)(~ p(x))

¢ uma proposicao verdadeira (V). Portanto, temos de mostrar que existe

pelo menos um elemento xq € A tal que p(xy) é uma proposicdo falsa (F). Um

/

SAIBA MAIS!

Um elemento Xy € A tal que p(xo)
¢ uma proposicao falsa (F) é chamado

contra-exemplo para a

(Vx e A)(p(x)).

proposi¢ao

|

SAIBA MAIS!

Consulte as referéncias que citamos ou outras
da drea e acesse paginas da internet relacionadas
para complementar seus conhecimentos. Abaixo,
listamos algumas pdginas que poderdo ajuda-lo.
Bons estudos!

1. https://www.ime.unicamp.br/~valle/

PastCourses/Licao4.pdf
2. www.pucrs.br/famat/ruth/logica_b/9quant.doc

tal elemento recebe uma denominagdo especial

muito comum em Matematica:

Exemro 10:

A proposigio (Vxe ]R)(x2 >x) ¢

falsa (F). Um contra-exemplo é o numero

1
2 ’

(1Y 1 , 2
pois Py 2 Py ¢ falsa (F). Os ntimeros 0 e —

também sdo contra-exemplos. Verifique!
Neste topico, aprendemos a quantificar

sentencas abertas com uma variavel e vimos como
obter a negacdo de sentengas abertas quantificadas.
Todos esses conceitos podem ser estendidos para a
quantificagao de sentencas abertas com mais de uma
variavel.

Chegamos ao final de nossa disciplina!
Queremos deixar claro que essa foi apenas uma
breve introdugdo ao estudo da Ldgica e dos
Conjuntos. Entretanto, devemos ressaltar que os

conhecimentos adquiridos aqui serdo essenciais

para que vocé possa ter um bom desempenho em todo o curso. Esperamos que vocé

esteja motivado para continuar estudando e aprofundar seus conhecimentos.

Obrigado pela sua participagdo e até uma préxima oportunidade.
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